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格林 函数 方法 是 凝聚 态 物 理 中 常用 的 方法 , 而 且 是 一 个 强 有 力 的 工具 . 可 是 国 
内 出 版 的 这 方面 的 书籍 很 少 , 可 以 说 是 屈指 可 数 . 作者 认为 现在 再 出 一 本 这 方面 的 
书籍 是 有 必要 的 . 

本 书 先 讲 单 体格 林 函 数 , 再 讲 多 体格 林 函 数 , 因为 前 者 也 是 实际 的 研究 工作 中 
经 常用 到 的 方法 . 对 于 多 体格 林 函 数 , 我 们 介绍 了 费 恩 曼 图 展开 技术 和 运动 方程 法 . 
在 叙述 了 多 体格 林 函 数 的 基本 理论 之 后 , 我 们 主要 介绍 了 在 磁 学 、 超 导 和 介 观 电荷 
输 运 研究 方面 的 应 用 . 本 书 中 关于 磁性 的 内 容 写 得 比较 多 一 些 . 这 有 以 下 三 个 原因 . 
一 是 具有 磁性 的 材料 是 信息 存储 的 重要 载体 ， 对 材料 基本 磁性 的 研究 有 着 重要 的 
实际 意义 . 二 是 除了 下 面 列 出 的 参考 文献 [1], 其 他 有 关 格 林 函 数 方法 的 书籍 涉及 磁 
性 内 容 很 少 , 而 近年 来 用 格林 函数 方法 研究 磁性 有 较 大 的 进展 , 有 必要 在 这 方面 做 
些 稍微 详细 的 介绍 . 三 是 作者 最 近 的 研究 工作 主要 是 用 格林 函数 方法 研究 磁性 , 对 
这 方面 比较 熟悉 ,对 于 超导体 , 因 有 些 参考 文献 上 介绍 得 比较 详细 , 本 书 只 涉及 能 
耦合 超导体 ， 最后, 介 观 输 运 是 目前 研究 的 热点 , 而 且 用 非 平衡 态 格林 函数 研究 介 
观 输 运 的 工作 越 来 越 多 . 本 书 最 后 一 章 给 出 了 比较 典型 的 例子 . 

本 书 的 写作 宗旨 是 力求 把 基本 理论 和 基本 概念 讲 细 讲 透 , 使 读者 容易 接受 . 作 
者 尽 可 能 地 给 出 一 些 习题 , 以 供 读者 进一步 深化 和 扩展 所 学 的 内 容 . 

在 介绍 格林 函数 的 基础 理论 时 , 作者 较 多 地 参考 以 下 参考 文献 : 

[1 蔡 建 华 , 获 昌 德 , 姚 希 贤 , 等 . 量子 统计 的 格林 函数 理论 [M]. 北京 : 科学 出 版 
社 , 1982. 

[2] 卫 崇 德 , 章 立 源 , 刘 福 绥 . 固体 物理 中 的 格林 函数 方法 [M]. 北京 : 高 等 教育 
出 版 社 , 1992. 

[3] ECONOMOU E N. Green’s Functions in Quantum Physics[IM]. New York: 
Springer- Verlag, 1983. 

[4] MAHAN G D. Many-Partical Physics|M]. New York: Plenum Press, 1981. 

[5] 费 特 A 工 , 瓦 立 克 J D. 多 粒子 系统 的 量子 理论 [M]. 陈 俊文 , 孙 景 李 , 梁 昆 森 ， 
译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1984. 

[6] LIFSHITZ 下 M, PITAEVSKII L P. Statistical Physics[IM]. Course of Theo- 
retical Physics: Vol. 9. Oxford: Pergamon Press, 1980. 

本 书 中 的 前 两 部 分 主要 参考 上 述 文 献 [3]. 由 于 上 述 文献 可 能 在 不 止 一 个 章节 
中 被 参考 , 因此 书 中 不 再 专门 指明 在 何 处 引用 这 些 文献 . 各 章 末 尾 列 出 的 是 在 该 章 
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内 专门 引用 的 参考 文献 . 

本 书 注意 与 其 他 参考 书 、 教科 书 的 衔接 . 所 用 符号 尽量 与 有 关 参 考 书籍 一 致 , 便 
于 读者 阅读 参考 文献 . 

书 中 对 于 外 国人 名 , 如 果 已 有 常用 的 中 文 译名 , 就 用 此 中 文 译 名 , 并 在 正文 中 第 
一 次 出 现时 用 括号 标 出 原文 . 另外 一 些 外 国人 名 则 只 写 原文 . 

书 中 如 有 错误 与 朴 漏 , 敬 请 前 辈 、 行 家 与 读者 批评 指正 . 

苗 青 女士 帮助 绘制 部 分 插图 , 在 此 表示 感谢 . 


王 怀 玉 
2007 年 2 月 谨 识 于 清华 园 
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第 一 部 分 


数学 物理 中 的 格林 函数 


(Green's Functions in Mathematical Physics) 


第 一 章 ”不 含 时 格林 济 数 
81.1 基本 公式 
如 果 有 一 厄 米 算 符 L(7), 它 是 空间 坐标 的 函数 , 则 满足 方程 
(z— Lr)]G(r,r’;z) = 6(r 一) (1.1.1) 


及 一 定 的 边界 条 件 的 解 G(r,'; >) 称 为 格林 函数 (Green's function). 6(7 一 7') 是 狄 
拉克 6 函数 . 当 宗 量 7 一 r' #0 时 , 函数 值 是 0, 当 宗 量 7 一 7'=0 时 , 函数 值 是 co. 此 
处 7,7’' 是 在 某 个 区 域 V 内 , 在 的 表面 G 的 值 就 是 G 所 应 当 满 足 的 边界 条 件 . 这 
儿 z 是 复数 . L(7) 是 一 个 不 含 时 间 的 线性 厄 米 算 符 . 它 有 一 套 本 征 值 与 本 征 函数 : 


Lr)pn (rT) = Mnpn (rT) (1.1.2) 


这 儿 方 程 (1.1.2) 与 (1.1.1) 式 是 在 同一 区 域 V 内 求解 , 所 以 pn(r) 满足 与 G(7,r';2) 
在 相同 的 边界 上 给 出 边界 条 件 . 作为 厄 米 算 符 的 本 征 信 , {和 } 是 一 组 实数 , {pn(7)} 
是 完备 系 . 为 简单 计 , 还 认为 {pn(r)} 是 正 交 归 一 的 , 即 


) pn(T) Pn(T) dr = Onm (1.1.3) 


本 书 中 dr = de, 其 中 上 标的 4 表示 空间 维 数 . 对 于 三 维 、 二 维和 一 维 空间 , dr 分 
别 代 表 dr、 dr 和 dr. {pn(7)} 的 完备 性 则 意味 着 


Do palr)ps(r) = 6(r—r) (1L1.4) 
注意 这 儿 的 下 标 ”可 以 表示 本 征 值 {Xs} 可 能 是 一 组 分 立 值 , 也 可 能 是 连续 谱 . 最 
一 般 的 情况 是 , 有 部 分 分 立 谱 与 部 分 连续 谱 . 在 这 种 情况 下 , (1.1.4) 式 中 的 求 和 3、 
写成 "+ / an 其 中 了’ 表示 对 分 立 谱 部 分 求 和 ,而 / an 表示 对 连续 谱 部 分 积 


分 . 
现在 我 们 利用 量子 力学 中 的 狄 拉克 (Dirac) 符号 . 将 本 征 函 数 、 厄 米 算 符 、 格 林 
函数 写成 脱离 任何 表象 的 形式 pr、 了、G(z). 那么 它们 投 到 坐标 表象 中 的 形式 为 


pn(T) = (rlpn) (1.1.5) 
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Sr 一 m)Z(r) = (rlLlr’) (1.1.6) 
G(r,r’;z) = (r|G(z)|r’) (1.1.7) 
常用 的 正 交 和 完备 性 的 条 件 是 

(| =6(r 一 7) (1.1.8) 
f ar | (1.1.9) 

G(z) 可 看 作 是 一 个 算 符 . 在 纯 算 符 的 形式 下 , (1.1.1)~(1.1.4) 式 可 写成 如 下 形式 : 
(z2—L)G(z)=1 (1.1.10) 
了 en) = Mlpn) (1.1.11) 
(pn|pm) = nm (1.1.12) 
Dlpn)(pn|=1 (1.1.13) 


将 此 四 式 写 成 7 表象 中 的 形式 即 为 (1.1.1)~(1.1.4) 式 . 例如 , 对 于 (1.1.10) 式 两 边 做 
(| 与 |) 的 矩阵 元 . 利用 (1.1.4) 式 , 右边 为 (r|1|7)》 = (rr ==6(7 一 7), 见 (1.1.8) 
式 . 左边 则 插入 (1.1.9) 式 . 


(rl(z = L)G(2)|r’) = (rl(z—L) ar’lr’Yr" G(r) 
= /ar — P(r")6r or G(r, r’;z) = [2 — Lr)G(r, r’; 2) 


同样 道理 , 我 们 也 可 将 (1.1.10)~(1.1.13) 式 写 成 k 表象 中 的 形式 . 这 时 格林 函数 的 
变量 是 到: G(k,k';z). 
如 果 z 取 工 的 本 征 值 之 外 的 任何 值 , 即 z 关 {Xr}, 则 (1.1.10) 式 的 解 可 以 形式 


上 写成 


G(z) = 六 (1.1.14) 
3 
此 式 也 表明 格林 函数 G(2) 确实 可 以 看 作 是 一 个 算 符 . 利用 (1.1.13) 式 ， 
G0 = Don) (pl = Ee (L113) 


我 们 已 经 利用 了 这 样 一 个 性 质 : 如 果 一 个 厄 米 算 符 上 的 本 征 谱 与 本 征 函 数 分 别 为 
{Xn} 和 {pn(7)}, 则 函数 F(Z) 的 本 征 值 与 本 征 函 数 为 {F(Aw)} 与 {pn(7)}: F(L) 
pn(7) = 了 F(An)pn(7). 这 里 只 要 将 函数 玉 ( 和 A) 作 泰 勒 (Taylor) 展开 就 很 容易 证 得 . 


81.1 基本 公式 .5 . 


当 z 一 oo 时 ， 
G(z) = = 了 (1.1.16) 


考虑 到 可 能 有 连续 谱 的 情况 , (1.1.15) 式 应 更 一 般 地 写成 
1 |pn) pn| lien) (pn 
人 
求 和 号 上 的 一 撤 表 示 只 对 分 立 本 征 值 求 和 . 在 坐标 表象 中 ， 


G(r,r;z) = 7 第 | ne (1.1.17) 
写成 这 一 形式 时 , G 就 不 是 个 算 符 而 是 个 函数 了 . 

由 于 志 是 厄 米 算 符 , 本 征 值 {A} 都 是 实数 . 因此 , 如 果 Imz 取 0, z 关 {Xn), 则 
函数 G(z) 在 除 实 轴 上 上 的 本 征 值 以 外 的 全 复 z 平面 上 都 是 解析 的 . 在 也 的 分 立 本 
征 值 处 , 是 G(z) 的 一 级 极点 . 反之 : G(z) 的 一 级 极点 给 出 上 的 分 立 本 征 值 . 在 二 
的 连续 谱 和 处 , 格林 函数 没有 定义 . 这 时 在 和 所 处 实 轴 的 上 下 两 侧 , 格林 函数 的 侧 
极限 G(r,r'; 入 土 :0+) 可 能 存在 , 但 这 两 个 侧 极限 很 可 能 不 相等 . 在 这 种 情况 下 , 实 
z 轴 上 连续 谱 的 范围 内 格林 函数 不 解析 , 称 为 是 格林 函数 的 一 条 支 割 线 . 我 们 定义 
格林 函数 的 两 个 侧 极 限 为 


Gt(r,r’;A) = lim G(T,T';A+in) = G(r, Tr; A+i0t) (1.1.18) 
n= 
G(r,r’;A) = Ln, G(r,r’;A—in) = G(r,r’;A—i0t) (1.1.19) 


其 中 01 表示 趋 于 零 的 正 无 穷 小 量 . 这 是 一 种 简略 写法 . 对 于 第 二 种 情况 , 也 可 写成 
和 一 i0+ = 入 +i0-, 0- 表示 趋 于 零 的 负 无 穷 小 量 . 
如 果 z 是 个 复数 , 则 从 (1.1.17) 式 可 知 
Gy = G(T’, 7; 2*) (1.1.20) 


如 果 z 是 实数 X, 但 不 是 过 的 本 征 值 , 那么 矩阵 G(7,7'; 入 ) 对 于 指标 7 是 厄 米 共 斩 
的 . 特别 是 其 对 角 元 G(7,7'; 和) 是 实数 . 如 果 入 是 上 的 连续 谱 , 那么 两 个 侧 极限 之 
间 有 如 下 关系 : 

G(r,r’;AN) = [GT (rr; A (1.1.21) 
把 7 =r 时 的 实 部 和 虚 部 分 别 写 出 来 , 为 


RelG™ (r,7’;N)] = RelG+(r 7; M)] (1.1.22a) 


6- 第 一 章 ”不 含 时 格林 函数 


Im[G (7,7’;AN)] = —Im[GT+ (7’, 7; A)] (1.1.22b) 
利用 恒等式 和 


其 中 尸 表 示 主 值 部 分 , 将 两 个 侧 极限 的 差 值 记 为 G(A): 
GO Sot 
这 一 差 值 是 
G(r,r’;N) =—2ni 6 — Xn)pn(r)px(r ) 


= —2ni 》 “6( 一 Xp)pn(r)ox(r ) 一 2ni /50 — Mn)pn(T) p(T )dn 


侧 极 限 的 对 角 元 可 从 (1.1.17) 与 (1.1.23) 式 得 
G+(m mA) 一 已 >》， Tin 6M— Xn)pn(r)ox(r) (1.1.25) 
对 7 积分 , 得 
trGt(N) = PD Fir D6) (1.1.26) 
定义 态 密度 (density of states)p( 入 ) ; | 
p(A) = 》 5A — Xn) (1.1.27) 


它 表示 在 ,A+dA 的 间隔 内 本 征 信 的 数目 因为/ 。 p()dA = 1 就 是 所 有 本 
征 值 的 数目 . 而 时 


p(riA) = 》 6 — Mn)pn(r) pr (7) (1.1.28) 
则 是 7 处 dr 体积 内 的 态 密 度 , 因为 
p(N) = f etri Nar (1.1.29) 
由 (1.1.25)~(1.1.29) 式 得 
p(T; 和 A) = 二 =ImG+(rvr 入 ) (1.1.30) 


BS FImltrG+ (A)] (1.1.31) 


31.2 举 例 :了 


对 于 (1.1.30) 与 (1.1.31) 式 , 一 般 我 们 简单 地 说 成 : 态 密度 是 格林 函数 的 虚 部 . 格林 
函数 的 对 角 元 与 态 密度 之 间 还 有 以 下 的 关系 . 由 (1.1.15) 式 和 (1.1.28) 式 ， 
el 上 ys hn) ea) 和 人 de (1.1.32) 


此 式 对 于 除 上 的 本 征 值 之 外 的 所 有 z 都 有 效 . 
如 果 和 是 不 属于 本 征 值 的 实数 , 那么 


dG TN) -( 


dA (A— Li)2 


") <0 (1.1.33) 


因为 上 的 本 征 值 是 实数 , (和 - 如 -2 的 本 征 值 肯定 是 正 实数 . 

现在 总 结 一 下 上 面 的 讨论 , 除了 实 轴 上 L 的 本 征 值 处 之 外 , 格林 函数 是 在 全 复 
z 平 面 上 解析 的 . 在 G(r,r';z) 的 一 级 极点 处 就 卫 的 分 立 本 征 值 . 在 极点 和 处 的 留 
数 是 pn(r)ez("), 其 中 pn(r) 是 对 应 于 和 的 ( 非 简 并 ) 本 征 函 数 . G(r,r'; 和) 在 实 
轴 上 的 支 制 线 给 出 上 的 连续 谱 . 连续 谱 中 每 一 点 的 侧 极限 的 虚 部 决定 了 该 点 处 的 
态 密度 . 注意 , 由 于 支 割 线 两 边 的 侧 极限 不 相等 , 不 能 随便 将 格林 函数 越过 支 割 线 作 
解析 延 拓 . 

求 出 齐 次 方程 (1.1.1) 式 的 解 格林 函数 之 后 , 我 们 可 以 容易 解 出 以 下 的 非 齐 次 
方程 : 

[z— Lr)u(r) = f(r) (1.1.34) 

其 中 f(7) 是 一 给 定 的 函数 , 求解 的 区 域 与 (1.1.1) 式 相同 , 而 且 w(7) 在 与 G(r,r'; z) 
同样 的 边界 上 取 边 界 条 件 . 易 知 (1.1.34) 式 的 解 为 


二 机 二 / Gl odd (1.1.35a) 


u(7) = f ceo rT;A)fFr) dr’ + wor), z=A (1.1.35b) 


其 中 和 是 在 G(z) 的 支 割 线 范围 内 , 也 即 是 5 的 连续 谱 内 , 而 pe(r) 是 齐 次 方程 
-Zetr) = 0 的 解 , 即 也 的 属于 连续 谱 的 本 征 函 数 ， 将 算 符 > - 上 作用 于 
(1.1.35) 式 的 两 边 , 再 利用 (1.1.1) 式 即 得 到 (1.1.34) 式 . 


81.2 举 例 


本 节 我 们 考虑 一 个 简单 的 情况 , 厄 米 算 符 L(7) = -V2, 区 域 V 是 全 空间 , 边界 
条 件 是 : 本 征 函 数 在 无 限 远 处 应 是 有 限 值 . 那么 本 征 函数 是 : 


国际 三 (1.2.1) 
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此 处 先 设 V 有 限 , 再 令 Y 一 co. 本 征 值 为 

Xn (1.2.2) 
现在 矢量 就 可 用 来 代替 本 征 值 的 下 标 n. 这 是 一 个 连续 谱 , 范围 是 0~ +co, 没有 
分 立 本 征 值 . 求解 格林 函数 可 从 下 列 两 个 方法 中 选择 一 个 , 依 具 体 情况 看 哪个 更 容 
易 而 定 . 一 种 方法 是 直接 求解 (1.1.1) 式 , 现在 的 形式 是 


(z+ V2)G(r,r’;z) = 6(r—r’) (1.2.3) 
另 一 办 法 是 利用 (1.1.17) 式 来 计算 
k) (klr’ dk oik("—") 
G(r,T';z) = 2 CE) 三 / rd (1.2.4) 


此 处 d 是 空间 的 维 数 , 并 记 dk=dsk. 对 于 三 维 情况 , 用 (1.2.4) 式 较为 方便 , 而 对 于 
二 维 与 一 维 情况 , 也 可 求解 (1.2.3) 式 . 
(1.2.4) 式 中 利用 了 当 体 积 Y 一 co 时 , 有 下 列 关系 


Un ma fa (1.2.5a) 


此 式 的 证 明 如 下 . 先 设 体积 V 是 有 限 的 , 它 是 边 长 为 工 的 立方 体 ， 对 (1.2.1) 式 
的 解 采用 周期 性 边界 条 件 , 则 对 的 第 i 个 直角 坐标 分 量 , 有 ei*("17) = eikiri, 
有 iL = 2rmi mi 是 整数 , 在 空间 中 ，k 点 是 均匀 分 布 的 , 在 第 i 个 方向 上 2r/ 工 的 
间隔 内 有 一 个 点 , 这 个 点 所 占据 的 大 空间 的 体积 即 为 (2r/7)4, 令 这 一 体积 为 Ak， 
则 对 点 的 求 和 , 可 以 写成 对 这 体积 的 求 和 

》 (2r/D)4 = (2n/L) 1=》 Ak 


k 
等 式 右边 是 求 k 空间 的 整个 体积 . 当 工 一 oo 时 , 体积 元 AR 一 dk, 即 得 (1.2.5a) 式 . 
注意 , 虽然 本 征 值 和 = k? 是 正 数 , & 可 正 可 负 , 因而 能 级 是 二 重 简 并 的 . 
对 于 任意 函数 f(k), 有 


1 


(1.2.5) 式 常 用 人 


1.2.1 三维 情 况 
三 维 情 况 d=3. 令 p=7 一 7', 且 p 与 上 之 间 的 夹 角 为 9, 由 (1.2.4) 式 
1 /™ 2nxk2dk 1 
G(T,T’; z) = BB [ 一 | sin gdqbeikpcos 


(1.2.6) 


1 /™ kidk etp—e itp 1 /keep 
-za z—k2 ikp -Bs 


81.2 举 例 .9. 


其 中 将 第 二 个 等 式 中 的 后 项 作 一 天 的 变换 成 为 (-co, 0) 区 间 内 的 积分 . 现在 
我 们 设 有 一 复 平面, (1.2.6) 式 是 沿 着 其 实 轴 积 分 , 在 上 半 平 面 补 上 无 限 大 半圆 的 
积分 路 径 不 影响 积分 值 ， 被 积 函 数 有 两 个 极点 z 一 k? = 一 (k 十 V2)(k 一 Vz). 设 
Imvz > 0, 则 Vz 在 上 半 平 面 内 . -Vz 在 下 半 平 面 内 . 利用 留 数 定理 , 积分 结果 为 


eivz|"—r'| 


G(r,r';z)=— 


,Imvz >0 (1.2.7) 
如 果 z = 和 > 0 是 个 正 实数 (也 即 在 一 V? 的 本 征 谱 范围 内 ), 由 于 两 个 极点 都 在 实 轴 
上 , 无 法 积分 , 所 以 格林 函数 没有 定义 , 但 我 们 可 使 和 带 上 一 个 小 的 虚 部 , 从 而 定义 
格林 函数 的 两 个 侧 极限 , 积分 结果 为 


etiVAIr—r1| 


4n|r 一 7 


G+(r,7;N) =— ,入 之 0 (1.2.8) 


如 果 z = 和 <0 是 个 负 实 数 , 那么 只 要 在 (1.2.7) 式 中 令 Vz = -iVIA| 即 可 


-Vir-n'| 
G(r, 7,; 入 ) 一 人 <0 (1.2.9) 
而 它 正 是 三 维 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 
V2G(r,7’;0) = 6(r 一 7) (1.2.11) 
的 解 . 
1.2.2 ”二 维 情况 


二 维 情况 d=2. 我 们 先 设 格林 函数 只 是 标量 p 二 jr_r'| 的 函数 G(p, z). 先 在 
oz 0 的 范围 解 方程 

(z+ V2)G(p,z2) =0,p#0 (1.2.12) 
在 得 到 解 的 时 候 应 注意 当 p-*0 时 , (1.2.3) 式 右边 是 无 穷 大 , 这 相当 于 给 方程 (1.2.12) 
加 上 一 个 边界 条 件 . 在 (1.2.3) 式 两 边 做 积分 人 三 wordp'dp 得 


amp 人 十 are G(p',z)p'dp’ = 1 
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当 p 一 0 时 , 设 格林 函数 的 发 散 程度 低 于 p 的 二 次 方 , 上 式 左边 第 二 项 趋 于 零 , 所 以 
G(p) 的 解 趋 于 如 下 的 对 数 函 数 
1 
C 是 一 常数 . 此 式 满足 p 一 0 时 的 边界 条 件 . 另 一 方面 , 还 有 一 在 无 穷 远 处 的 边界 条 
件 
G(p) 一 一 0 (1.2.14) 


p=>00 


方程 (1.2.12) 的 同时 满足 条 件 (1.2.13) 和 (1.2.14) 的 唯一 解 是 
OS HW (Valr 三 (1.2.15) 


其 中 HY 是 零 阶 的 第 一 类 汉 克 尔 (Hankel) 函数 ， 可 以 这 样 来 进行 讨论 ，(1.2.12) 
式 的 通 解 是 由 [4H (Vzp) + BH& (Vzp)]Jem? 这 样 的 项 释 加 起 来 的 . 由 于 空间 
各 向 同性 , 解 应 与 方向 即 角度 op 无 关 , 所 以 只 能 取 n=0 的 项 .再 有 HB)(Vzp) 当 
ImVz > 0 时 在 p 一 oo 是 无 限 增 大 的 , 所 以 应 舍 去 , 最 后 由 (1.2.13) 式 决定 了 ho 的 
值 . 

当 z= 和 >0 是 正 实数 , 即 在 连续 谱 的 范围 内 , InVz = 0, 只 能 定义 侧 极限 


G+(r,r’; A) = FH (Vp) A>0 (1.2.16) 
其 中 


HO (~VMp) = —HY (VAp) (1.2.17) 
对 于 负 实 数 z = -| 和 |, 由 (1.2.15) 得 到 | 
G(r,7’;—|A|) = -Ko (VIAMIr 一 站 (1.2.18) 
其 中 Ko 是 零 阶 贝 塞 尔 (Bessel) 函数 . 
z 一 0 时 , 则 由 (1.2.15) 式 得 到 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 : 
ee -元 In|r 一 ?十 CC 为 常数 ) (1.2.19) 
1.2.3 一 维 情 况 


一 维 情况 d=1. 仍 设 格林 函数 只 是 坐标 差 的 函数 G(z 一 x';z). 直接 求解 方程 
(1.2.3) 式 . 


(< 十 扣 ) G(T — 7’;2) = 6(7 — 7") (1.2.20) 


习 题 :下 


先 在 xz 关 zx' 的 区 域 求解 . 当 x < z' 时, 有 G(z,z'; 2 = 4er-iVzz-z). 同 理 , z > 

时 Gz, 7’; z) = Beivzz-z). 这 里 , ImVz > 0. 在 (1.2.20) 两 边 对 x 积 

/ dz 得 Co 三 1, 即 AiVYz++BiVz=1. 又 由 6(z 一 x )=6(zx' 一 
Zz 2 一 全 /十 2 一 2/ 一 

1), GZz-Z) = G(x'—z). 得 到 G(x, 2';z) = Ae-ivV*(®-*") = Go x; 2) = BeiVz(z' -oz)， 

即 4 = B=1/(2iy2z). 结果 ， 


re ee a 0 1.2.21 
0 er mVz > (1.2.21) 

当 z= 和 >0 在 连续 谱 内 , 定义 侧 极限 
G+(x, x'; A) = Taxet lr, 入 > 0 (1.2.22) 


z 二 一 | 入 | 时 , 由 (1.2.21) 式 得 
1 Ve 
i ,VA>0 (1.2.23) 
对 于 一 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 z==0 的 情况 , 取 (1.2.21) 式 z 一 0 时 的 两 个 侧 极限 的 平 
均值 : G = (G+ + G-)/2, 得 


G(z;Z 一 和) = — 


G(x, x';0) = 5lz 一 2 十 C(C 为 常数 ) (1.2.24) 


最 后 我 们 应 指出 , 在 均匀 与 各 向 同性 空间 中 格林 函数 G(7,7';z) 只 是 其 坐标 差 
的 绝对 值 |p| = | 的 函数 .首先 , 由 于 空间 均匀 性 , 对 > 和 ”' 同时 加 上 任意 
一 个 矢量 4, 解 的 形式 应 当 不 变 G(r + 4,r' + 4;z) = G(7,7';z), 所 以 G 只 能 
是 p=7-7 的 函数 .其 次 , 由 于 各 向 同性 , p 取 任 何方 向 ，G 的 形式 应 不 变 , 所 以 
G(r,7';z) = G(p;z). 本 节 讨 论 的 区 域 是 无 限 大 真空 , 我 们 看 到 解 确实 都 是 | 一 /| 
的 函数 . 在 二 维 与 一 维 情况 , 求解 之 前 对 格林 函数 所 作 的 假设 也 是 合理 的 . 


习 题 
1. 对 于 一 维 情况 , 我 们 是 用 直接 求解 方程 (1.2.3) 式 得 到 解 式 (1.2.21). 请 从 


(1.2.4) 式 出 发 求 得 解 式 (1.2.21)~(1.2.24) 式 . 
2. 对 于 二 维 情况 , 请 从 (1.2.4) 式 出 发 求 得 解 式 (1.2.15), (1.2.16), (1.2.18) 式 . 
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82.1 对 时 间 一 阶 导 数 
我 们 要 求 的 格林 函数 是 满足 下 述 对 时 间 一 阶 导 数 的 偏 微分 方程 : 
革 中 g(r,r’;t,t) = 6(r—r)6t—t) (2.1.1) 
并 满足 一 定 的 边界 条 件 与 初始 条 件 的 解 . 这 里 假定 c 是 一 正 的 常数 , L(7) 是 第 一 章 
所 说 的 厄 米 算 符 . 如 果 哈 密 顿 量 不 含 时 间 , 格林 函数 是 时 间 差 + 一 的 函数 , 因为 时 
间 总 是 均匀 流逝 的 , 这 一 点 与 均匀 空间 的 情况 类 似 . 


令 7 =t 一 女 , 则 格林 函数 可 表达 成 g(r 一"'; 7) 甚至 简写 成 9(r)， 作 傅 里 叶 
(Fourier) 变换 


sn) = gt) (2.12) 
将 此 式 代入 (2.1.1) 式 得 
[= Zr glrr'iwj=6tr 一 mm) (2.1.3) 
将 此 式 与 (1.1.1) 式 比 较 , 可 知 
gw) 三 C (=) (2.1.4) 


而 函数 G(z) 已 在 第 一 章 中 作 了 较 详细 的 讨论 . 

式 (2.1.2) 中 的 积分 是 沿 着 实 轴 进行 的 . 一 般 说 来 , g(w) 是 复 w 平面 上 的 解析 函 
数 . 但 在 实 w 轴 上 要 小 心 , 因为 存在 分 立 的 极点 和 支 割 线 , 在 这 样 的 点 上 格林 函数 
是 没有 定义 的 , 因此 (2.1.2) 式 的 积分 实际 上 是 无 法 操作 的 . 为 了 避 开 这 一 困难 , 我 
们 选取 一 极限 过 程 : 令 (2.1.3) 式 的 沿 实 轴 的 路 径 为 Co, 则 任 选 一 路 径 C 使 它 无 限 
通 近 Co. 


最 简单 的 地 择 是 到 实 四 两 侧 的 直线 路 色 由 于 格林 函数 的 侧 极 限 存 在 , 故 有 
g*(7) = 三 G+ (=) BT (2.1.6) 


现在 定义 一 个 新 的 格林 函数 . 


5(7) = 9+(7)— 9 (7) (2.1.7) 
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由 于 gt+ 和 9 都 是 方程 (2.1.1) 式 的 解 , 所 以 它们 的 差 5 实质 上 是 齐 次 方程 
EE 一 zj| Pp(7,t)=0 (2.1.8) 


的 解 , 而 不 是 (2.1.1) 式 的 解 . 因此 严格 地 说 , 5 不 是 格林 函数 . 不 过 本 书 中 我 们 仍 称 
之 为 格林 函数 , 因为 谁 也 没有 明确 给 定 应 称 为 什么 . 

由 图 2.1, 当 7 > 0 时 , 我 们 在 (2.1.7) 式 右边 的 两 个 积分 路 径 上 都 在 下 半 平 面 
补 上 无 限 大 半圆 , 这 时 。 指数 为 erie -mr7， 当 7 一 co 时, 它 趋 于 零 . 由 于 极点 
都 在 实 轴 上 , 故 9 (7) 没有 贡献 , gr > 0) = gt(7 > 0). 同 理 , 当 r < 0 时 , 在 
(2.1.7) 式 右边 的 积分 在 复 w 平面 的 上 半 平 面 补 上 无 限 大 半圆 的 积分 路 径 , 得 到 
5r<0)=9g (7 < 0). 这 两 式 统一 写成 


g*(7) = +0(+7)9(7) (2.1.9) 


Re(w) 


Re(w) 
图 2.1 gt+、g 和 5 三 个 函数 在 复 w 平面 上 的 积分 路 径 
其 中 0(x) 是 交 维 赛 (Heaviside) 函数 , 也 称 为 阶 跃 函数 . 其 定义 如 下 : 


1, Xz>0 
0(z) = l 2.1.10 
(2) NR (2.1.10) 


结合 (1.1.20) 式 与 (2.1.6) 式 , 有 
9 (7,r;7) = [9 (r, rT] (2.1.11) 


下 面 利用 (1.1.25) 式 , 用 Z(r) 的 本 征 值 与 本 征 函 数 来 表达 5(7). 
G(r, ;7) a ow [er (2) < (=)| 


， ~ dw —iwT WwW * (7,/ 
= Be 23 (= 一 Mn ) pn(r)pr lr ) (2.1.12) 


=-ic De rp,(r)ps(r) 
Nn 
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考虑 到 9(r,r';7) = (rl5(7)lm') 而 把 5(7) 看 作 是 一 个 算 符 , 那么 它 的 表达 式 为 


5(7) CE -ic 》 ei" |pn) (pn 二 _ice-icEr (2.1.13) 


也 


定义 算 符 
让 (tt = eic ) (2.1.14) 


为 时 间 演 化 算 符 , 因为 如 果 |p(s)) 满足 齐 次 方程 (2.1.8) 式 , 那么 有 
|p(0)) = Dé, t lp) (2.1.15) 


这 只 要 将 (2.1.15) 式 对 时 间 t 求 导 , 对 UV 的 求 导 用 (2.1.14) 式 , 再 由 (2.1.8) 式 即 得 . 
(2.1.15) 式 的 物理 意义 是 : UV(t,t) 作用 到 时 间 t 的 态 |p(t)) 上 的 效果 是 使 它 演化 
成 二 时 刻 的 态 |p()). 时 间 演 化 算 符 具 有 以 下 性 质 : 


Ul(ti,t2) = Uti, ta)U (ts, t2) (2.1.16a) 
Ul(ti,t2) = UT (t,t1) (2.1.16b) 
U(ti,t1)=1 (2.1.16c) 
将 (2.1.13) 式 用 U0 算 符 表示 ， 
DV(t,t) = -9(t = (2.1.17) 


当 t= 一 刀 时 做 拭 阵 元 4r15(0)lr 因为 (rm) = 6 (7 一 7), 所 以 
5(r,r';0) = -icg(r 一 m/) (2.1.18) 
将 (2.1.17) 式 代 入 (2.1.15) 式 并 写成 坐标 表象 中 的 形式 , 为 
yp(r,t) = ;| Br,’st—t)o(r ,tar (2.1.19) 


它 可 通过 (2.1.7) 式 用 g+(7) 来 表达 . 
与 第 一 章 的 情况 类 似 , (2.1.1) 式 的 解 格林 函数 使 我 们 易 求 得 非 齐 次 方程 


| wer9=yt (2.1.20) 


的 解 : 
pr, t) = op(r,t) + f dra or (r,t —t)f(r',t) (2.1.21) 
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其 中 yp(7, 国 为 齐 次 方程 (2.1.8) 式 的 解 . (2.1.21) 式 的 证 明 可 与 (1.1.35) 式 相 比较 . 
虽然 用 9 (7) 代 换 (2.1.21) 式 的 g+(7) 仍 是 (2.1.20) 式 的 解 , 但 从 物理 考虑 我 们 必 
须 扔 掉 这 一 解 . 由 证 明 (2.1.9) 式 的 过 程 可 知 : 

gt(t—t <0)=0,g (t-t>0)=0 (2.1.22) 
这 说 明 gt+(t 一 总 是 描述 了 源 在 # 时 刻 产生 影响 之 后 的 任意 t 时 刻 的 响应 , 而 
g(t 一 刀 则 只 能 描述 在 # 时 刻 之 前 的 行为 . 后 者 因 不 符合 因果 关系 而 舍 去 ， 由 
(2.1.9) 式 , 可 把 (2.1.21) 重 写成 


= p(7,t) + /anf Sr, rT’;t— tf (r,t dt (2.1.23) 


设 志 = 一 V2, 我 们 来 求 出 格林 函数 . 事实 上 只 要 有 了 5(7), 就 可 由 (2.1.9) 式 得 
到 g+(7). 本 例 中 最 方便 的 是 用 (2.1.12) 式 求 5(7). 了 (r) 的 本 征 函数 是 (1.2.1) 式 ， 
本 征 值 是 (1.2.2) 式 , 因此 


六 由 -ick2r 工 ik(rT—r’) _ ， dak ik.p—ick?27 
g(r, 7’;T) = ic》_e ye = 一 ic Caja (2.1.24) 
k 


其 中 利用 了 (1.2.5) 式 , p =7 一 +, d 是 空间 维 数 ，(2.2.1) 式 容易 按 直 角 坐 标 分 量 分 
别 积分 , 对 第 i 个 分 量 , 容易 算得 


dk; 1 
宣 epGnn — ick27) = 一 exp(ip? /4c7) 


2T[ 
所 以 

d d/2 d 2 
3 dk; 1 . p; 
/ 2 2 二 亲 

5(r,m ;7T) 一 -ieI/ Dr Pikips ick;7) = 一 ic (zs) exp > 禾 ] 

d/2 
1 
一 一 ic (zs ) eip /Aer (2.1.25) 


由 于 5(7) 是 时 间 演 化 算 符 的 含义 , (2.1.25) 式 表明 空间 中 一 个 自由 的 波 是 怎样 随时 
间 演 化 的 . 当 r =0 时 在 原点 处 有 一 个 5 型 波 包 , 那么 在 7 > 0 的 时 间 波 包 不 断 向 外 
扩展 , 峰值 不 断 降低 , 最 终 演化 为 无 限 大 空间 内 的 一 个 平面 波 .此 例 也 说 明 只 有 朝 
向 未 来 时 间 的 演化 才 有 物理 意义 . 
82.2 ”对 时 间 二 阶 导数 
现在 要 求 的 含 时 格林 函数 须 满足 下 述 对 时 间 求 二 次 导数 的 偏 微分 方程 ; 


2 入 
[让 襄 = jn)| g(r,r';t—t) = 6(r or)6t tt) (2.2.1) 
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其 中 是 一 个 正 的 常数 . 相应 的 齐 次 方程 与 非 齐 次 方程 为 


2 入 
1- 二 一 zj| Pp(r,t)=0 (2.2.2) 
2 入 
-we = fr (2.2.3) 
以 上 三 式 在 相同 的 区 域 中 求解 并 具有 相同 的 边界 . 利用 傅 里 叶 变换 
g(7) = 人 _ ewrglo) (2.2.4) | 


代入 (2.2.1) 式 并 与 (1.1.1) 式 比 较 , 有 
g(w) = G(w2 /ce2) (2.2.5) 


由 于 G(z) 是 复 z 平 面 上 除 实 > 轴 之 外 的 解析 函数 , g(w) 是 复 ” 平面 上 除 实 轴 和 虚 
轴 之 外 的 解析 函数 . 实 w 轴 上 的 g(w) 极点 来 自 于 正 半 z 实 轴 上 的 G(z) 的 极点 , 虚 
w 轴 上 的 极点 则 来 自 于 负 半 实 z 轴 上 的 极点 . 本 节 为 简单 起 见 , 我 们 假定 G(z) 只 
在 正 半 z 实 轴 上 有 极点 (例如 也 = 一 V? 的 情况 ), 这 时 g(w) 在 复 w 平面 上 只 有 实 
轴 上 有 极点 . 

由 于 现在 实 w 轴 上 有 极点 ，(2.2.4) 式 的 积分 仍 须 用 上 一 节 (2.1.5) 式 选择 路 径 
求 极 限 的 方法 . 


dw : dw w2 
C 〇 _ 1]， -iwr 1 一 jw 
9 (= 人 区 9(w)e de 人 二 (3F (2.2.6) 


在 所 有 可 选择 的 路 径 中 , 有 四 条 路 径 有 明显 的 物理 意义 , 见 图 2.2 中 前 四 个 图 . 其 中 
上 一 节 的 gt(7) 现在 分 别 记 为 g™*(7) 与 g^(7). 对 于 7 >0 或 +<0 的 时 间 , 分别 在 
下 半 平 面 或 上 半 平 面 补 上 回路 可 知 


ge(7 <0)=0,g*(7>0)=0 (2.2.7) 
图 2.2 中 的 第 四 个 路 径 定义 了 函数 g*, 它 其 实 不 是 独立 的 , 因为 有 
gr+g t=g+gr (2.2.8) 


通常, 取 9、gR、gA 为 三 个 基本 的 格林 函数 ,它们 在 物理 学 中 分 别称 为 因果 
(causal) 格林 函数 、 推 迟 (retarded) 格林 函数 与 超前 (advanced) 格林 函数 . 由 图 2.2 
的 积分 路 径 可 看 出 , 各 格林 函数 的 傅 里 叶 变换 为 


由 w2 十 2 
9(w) = i glw + in sgn(w)] = ee (性 十 =G (所 ) (2.2.9) 
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w 半 面 


9 一 Re(w) 
O 


w 半 面 
La 0 Rel(w) 


w 平面 
OC Re(w) 


ww 平 血 
人 一 Re(w) 
ww 平面 
1 三 
ww 平面 
7 Re(w) 
O 
2.2 一 些 积分 路 径 
gi(w) = A g(w +in) = By ,9 全 二 i sgn(w @)| (2.2.10) 
g*(w) = ey 9(w — in) = in, G 中 — iy sgn wj| (2.2.11) 


= ine) (n=) 0219 


其 中 
1, >0 


2.2.13 
一 LI，Z<0 ( ) 


sgn(Z) = 0(7) — 0(—7) = | 


这 是 符号 函数 , 宗 量 为 正 时 , 函数 值 为 +1; 宗 量 为 负 时 , 函数 值 为 -1. (2.2.12) 式 中 
w 是 实数 . 图 2.2 中 的 积分 路 径 代 表 的 是 (2.2.9)~(2.2.12) 式 中 第 一 个 等 号 右边 的 宗 
量 , 把 这 一 宗 基 平方 即 得 第 二 个 等 号 右边 的 宗 量 . 图 2.2 中 余下 的 三 个 格林 函数 为 


g>=g— ge (2.2.14) 
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g< 一 0 一 be (2.2.15) 

5= 名 一 的 =9> 一 9 (2.2.16) 

这 可 从 图 2.2 中 的 积分 路 径 看 出 来 . 再 次 提醒 读者 注意 : 5 只 满足 齐 次 方程 (2.2.2) 
而 非 (2.2.1). 


与 推导 (2.1.9) 的 方法 一 样 , 对 于 图 2.2 的 路 径 分 别 适 当地 在 上 半 平 面 或 下 半 平 
面 补 上 回路 , 可 得 到 以 下 关系 : 


9g(7) = 0(7)g” (7) + 0(—7)g™(7) (2.2.17) 
9 (7) = 0(7)9(7) (2.2.18) 

ge(7) = -0(—7)8(7) (2.2.19) 

9 (7) = —0(7)g<(7) — 0(—7)g> (7) (2.2.20) 


(2.2.14)~(2.2.20) 式 也 表明 可 用 go<、g> 来 表示 其 他 各 个 格林 函数 . 注意 , 9<、9> 的 
积分 路 径 是 包含 原点 的 . 总 之 , 将 (2.2.6) 式 中 的 被 积 函数 g(w)e-*7/(2n) 沿 图 2.2 
所 示 的 各 条 路 径 积分 , 可 得 到 以 上 各 个 格林 函数 以 时 间 7 为 变量 的 形式 . 

根据 (2.2.14) 式 、 图 2.2 中 的 积分 路 径 , 再 用 (2.2.9) 和 (2.2.11) 式 可 得 


2 
(r;r/;7) 本 Ze 人 (所 


(2.2.21) 
-i 
其 中 本 节 已 假定 了 VXn > 0. 和 对 于 9<, 有 
9<(r,r'7) -0 -元 oO pt(r')eicv 和 nr (2.2.22) 
从 (2.2.21) 与 (2.2.22) 式 得 
和 nr37)= 一 gm 了 (2.2.23) 
g(r,7';T) = 2 -元 comeie) sin(cV M7) (2.2.24) 
(2.2.24) 式 写成 算 符 的 形式 为 
G(T _ sin(Vin) ,yy 2.2.25 
9(7) JF ( £) ( ) 


注意 , 其 形式 与 一 阶 含 时 导数 的 形式 (2.1.13) 式 不 同 . 
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最 后 来 看 方程 (2.2.2) 与 (2.2.3) 的 解 . 假如 在 二 时刻 的 初始 条 件 p(t') 与 p(t') 
已 知 (其 中 一 点 表示 对 时 间 求 导 ), 则 


OE (2.2.26) 


是 齐 次 方程 (2.2.2) 式 的 解 . 9(t - 切 是 满足 (2.2.2) 式 的 , 而 且 由 (2.2.25) 式 可 
知 ，5(7) = 一 c2 cos(eV Er). 由 此 ，(2.2.26) 式 的 |p(?)) 当 tt 一 时, p(t) 一 p(t)， 
P(t) = (A). 

将 (2.2.26) 式 写 成 坐标 表 篆 的 形式 : 


P(r,t) = - 记 / dr’g(r, r,t —t)p(r’,t) — 站 dr’g(r,T'’;t—t)p(r’,t) (2.2.27) 
容易 验证 , 满足 非 齐 次 方程 (2.2.3) 式 的 具有 物理 意义 的 解 是 
Pr,t) = 9(r,t) + /arat gn(r, rst tet) 
=p(r, td) + f ar 三 dt'g(r,r';t — t)f (r,t) (2.2.28) 


其 中 yp(7, 为 是 齐 次 方程 (2.2.2) 式 的 解 , 后 一 等 式 用 到 (2.2.18) 式 . 

我 们 仍 以 上 = 一 V? 为 例 来 计算 格林 函数 . 

先 看 三 维 的 情况 . 令 p=|p|=|r 一 "1 正 实 本 征 值 和 的 格林 函数 已 由 (1.2.8) 的 
式 给 出 , 现在 入 =w?/e2. 由 (2.2.6) 式 取 图 2.2 中 g> 的 积分 路 径 . 


> ® dw :n+\A 一 i(w 二 i0+)7 N+ eo-i(w—iot)r 
pn=/ P+tiot)e ~ g(w ~iot)e 
0 
“dw —iwT (w 十 i0+)? (w i0+)? 
3 
oo 2 2 
=/ dw iwr G nit Ee < _i0+ 
0 27 C2 C2 


1 es ， 
本 Ce-iwr(eiwo/e 二 6 Wwe/e) (2.2.29) 
4rp Jo 27 


再 由 (2.2.23) 式 得 


1 ?dw 
gon =- 时 


rep (se (2.2.30) 
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将 上 两 式 相 减 , 由 (2.2.16) 
5(p， 7) Ee zh 2 (ewple 和 er-iwo/c)(eiwr a Gr) 


4rp Jo 
Be Se (eete/et®) -iv(p/e-n) = 1 GE (| 


~ dnp /_w 2 47p 
= 406(P + er) ~ élp ~ er) 
(2.2.31) 
再 由 (2.2.18) 和 (2.2.19) 式 有 
gi(r,r’;t Ct) = i —7'|— c(t—7#)) (2.2.32) 
g(r,r';t—t)= a 一 7 十 c(t 一)) (2.2.33) 
此 时 非 齐 次 方程 (2.2.3) 式 的 解 由 (2.2.28) 式 为 
V(r,t) = P(r,t) — 元 /sara 人 8 (4 一 人 一 切 ) A 
=p(r,t) — 二 / dr A (2.2.34) 


这 是 电动 力学 中 的 一 个 基本 结果 , 它 表明 ” 处 的 点 源 在 |r-”'|/e 的 时 间 后 在 7 处 
建立 的 势 . 
再 来 看 二 维 情况 ， 如 果 用 zi，za，zs 来 表示 直角 坐标 的 三 个 分 量 , 二 维 的 情 
况 可 以 这 样 来 考虑 ， 二 维 空间 中 (zi,z?) 处 的 点 源 可 以 看 成 是 三 维 空间 中 一 条 垂 
直 于 二 维 平面 的 长 直线 源 (x1，x2, zs). 任意 za 处 的 强度 都 与 za=0 处 的 强度 相 
等 , 因此 将 三 维 格林 函数 的 第 三 维 坐标 积分 , 就 得 到 二 维 格林 函数 , 令 R= (x1, x2)， 
=|R-R'|, 则 p?=p? + (za — 729)?. 


RR; 7) = dz35(p,7) = / dg( VP TFA,7) (2.2.35) 
将 (2.2.31) 式 代 入 , 得 到 二 维 格林 函数 为 
a O(cl7| — Pp)e 
5d(BR, R ;7) 一 (2.2.36) 
二 维 9 是 
R 2 cT 一 D)ec 
9 (R,R;7)= I (2.2.37) 


将 二 维 格林 函数 对 z 坐标 积分 就 得 到 一 维 格林 函数 


gR(zz';7) = -3b(er — |z— 2|) (2.2.38) 


第 二 部 分 


单 体格 林 函 数 


(One-Body Green's Functions) 


第 三 章 。” 单 体格 林 函 数 的 物理 意义 


83.1 单 体格 林 函 数 
一 个 系统 的 哈密 顿 量 玉 (7) 的 本 征 值 方程 是 
[BH(r)w(r)=0 (3.1.1) 
相应 地 , 该 系统 的 格林 函数 为 
思 一 豆 (m]Glrr E)= 6(r— 7’) (3.1.2) 


格林 函数 的 含义 在 以 后 会 作 较 详细 的 讨论 . 这 儿 我 们 只 是 简单 地 指出 : G(r, 7'; EE) 
的 物理 意义 是 在 没有 粒子 的 空间 (可 以 认为 是 真空 中 ) 在 ” 处 产生 一 个 能 量 为 E 
的 粒子 , 运动 到 ” 处 消失 的 传播 概率 幅 . 由 于 只 考虑 一 个 独立 粒子 的 运动 , 故 应 称 
为 单 体 单 粒子 格林 函数 , 或 简称 单 体格 林 函 数 . 由 于 只 有 一 个 粒子 , 所 以 哈密 顿 算 符 
昌 (7) 是 单 体 算 符 (3.1.1) 式 与 (3.1.2) 具有 同样 的 边界 条 件 . 这 两 式 已 在 第 一 章 中 作 
了 较 详 细 的 讨论 . 我 们 只 要 将 各 量 作 下 列 对 应 就 可 将 第 一 章 讨论 的 内 容 照 搬 过 来 . 


L(r) — H(r) (3.1.3a) 
入 一 万 (3.1.3b) 
Mn = En (3.1.3c) 


从 本 章 开 始 , 对 于 所 有 的 算 符 , 我 们 都 略 去 表示 算 符 含义 的 尖 头 . 现在 En 是 五 的 
分 立 本 征 值 , 表示 互 的 连续 谱 内 的 本 征 值 .E 也 用 来 一 般 地 表示 互 的 本 征 值 . 仍 
用 pn(7) 表示 互 的 本 征 函 数 . 单 体格 林 函 数 的 表示 式 为 


G(r,r';z)= >, (3.1.4) 
或 者 写成 算 符 形式 : 人 
G(z) = > 二 = 一半 (3.1.5) 


(3.1.1) 与 (3.1.2) 两 个 方程 实质 上 是 等 价 的 , 由 (3.1.4) 式 与 (3.1.5) 式 可 看 到 , 格林 
函数 包括 了 五 的 所 有 本 征 值 与 本 征 函 数 , 即 含有 系统 哈密 顿 量 的 全 部 信息 . 能 够 由 
决定 的 物理 内 容 , 用 格林 函数 也 应 该 能 够 给 出 . 格林 函数 的 作用 概括 如 下 : 
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(1) 格林 函数 G(z) 的 极点 对 应 于 互 的 分 立 本 征 值 , 反之 亦 然 . 
(2) 如 果 本 征 值 的 状态 是 f es 则 G 在 En 处 的 留 数 为 


ResG(r, mr ; EB,) > Pni(T) Pri(r (3.1.6) 


(3) 简 并 度 可 对 留 数 的 对 角 和 矩阵 元 积分 求 出 . 


f= | drResG(r,r; BE,) = trl[ResG(En,)] (3.1.7) 
将 (3.1.6) 式 代 入 (3.1.7) 式 得 证 . 对 于 非 简 并 情形 
pn(r)ox(r ) = ResG(r, r'; Bn,) (3.1.8) 


由 此 可 求 出 波 函 数 pn (7)=|pn(7)|exp[ 一 ipn(7)], 设 在 7=0 处 的 相位 为 零 , 则 由 pn(7) 
p%(0) 二 ResG(7, 0; En) 可 得 波 函 数 的 大 小 和 相位 分 别 为 


[pn(7)| = VResG(r, 五。) (3.1.9) 
二 (3.1.10) 


ResG(r, Tr; En)ResG!(0, 0; En, ) 

对 于 简 并 情形 , 一 定 还 有 一 个 量子 数 来 标记 简 并 态 . 

(4) G(z) 在 实 z 轴 上 的 支 割 线 对 应 于 五 的 连续 谱 , 反之 亦 然 . 

一 般 说 来 , 卫 的 分 立 谱 对 应 于 系统 的 孤立 态 或 局 域 态 , 连续 谱 则 对 应 于 扩展 态 
或 传播 态 . 

(5) 单位 体积 中 的 态 密度 是 格林 函数 对 角 矩 阵 元 的 虚 部 . 总 态 密度 是 格林 函数 
的 迹 的 虚 部 . 

Be FiImGt(r,r; BE) (3.1.11) 


一 ae 本 一 FitrlimG+(E) (3.1.12) 


式 (3.1.1) 实际 上 是 不 含 时 醉 定 请 方程 , 其 内 容 与 81.1 相对 应 . 
利用 82.1 的 结果 , 可 以 写 出 含 时 薛 定 请 (Schr6dinger) 方程 


(人 本 可 lp() = (3.1.13) 


的 形式 解 为 
(wt)) = Ut, to)|y (to)) (3.1.14) 


RS 
设 已 知 初始 条 件 to, 其 中 时 间 演 化 算 符 
Ul(t, to) = eitt-to)H/h (3.1.15) 
可 用 格林 函数 来 表达 
Ul(t,to) = ihG(t — to) = 这 人 ew [Gt (hw) — G- (fw) (3.1.16) 
(3.1.14) 式 写成 坐标 表象 中 的 形式 为 
wrt) = f rst to) blr to)dr’ (3.1.17) 


83.2 ”满足 苹 定 请 方程 的 自由 粒子 


自由 粒子 的 哈密 顿 量 为 
D2 司 2 
Ho = De i (3.2.1) 
由 于 薛 定 齐 方 程 是 
( 赎 十 所 吕 ) p(T,t)=0 (3.2.2) 
所 以 相应 的 格林 函数 所 满足 的 方程 应 是 
(+ a 二 | go(r, Tr’;t—t)=6(r—r)6t—t) (3.2.3) 


此 处 没有 势能 , 所 以 是 自由 粒子 的 格林 函数 所 满足 的 方程 . 用 82.1 中 傅 里 叶 变换 的 

方法 可 将 go(7) 变 成 Go(w), 从 而 只 需求 解 不 含 时 的 格林 函数 . 在 变换 时 w 是 取 的 

J 这 时 的 不 含 时 格林 函数 Go 只 能 取 侧 极限 G3. 我 们 可 以 直接 求 一 般 情 况 下 的 
含 时 格林 函数 Go. 


i 2 Lr 4 / 
(: 十 2) Go(T,T';2) = 6(r 一 六 ) (3.2.4) 
其 中 z 是 任意 复数 , z 为 实数 的 情况 只 是 它 的 特例 . 将 (3.2.4) 式 写 成 如 下 形式 : 
(以 十 | Le rr’;Z) = 6(r—7") (3.2.5) 
与 (1.2.3) 式 比 较 可 知 


2 2 
Go(r, 7’; z) = ie (mr 各 = (3.2.6) 
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其 中 G(r,r';z) 是 算 符 工 = -V3 的 格林 函数 , 它 已 在 $1.2 中 求 出 , 我 们 只 要 照搬 
z 一 五 为 实数 时 的 结果 如 下 ， 


1. 三 维 情况 
Er Mm 1 —kolr—7/| < 
Go(r,r’; E) 5 | a ,E<0 (3.2.7) 
十 /， 一 m1 土 iko|7 一 "| 
Go (7m ;五 ) = D7 pp ,E>0 (3.2.8) 
ko = V2mlE|/ 忆 0 (3.2.9) 


Golz) 在 正 实 z 轴 上 有 一 条 支 割 线 , 它 对 应 于 Ho 的 连续 谱 . 实 轴 两 侧 的 不 连续 性 定 
义 为 


Go(r,T’; E)= Gi(r,r’; E)— G5(r,r’;E) (3.2.10) 


> m sin(kolr — 7’|) 


Go(r, 7’; E) = 一 27i5 Eee 0(E) (3.2.11) 
按 (1.1.30) 式 的 定义 单位 体积 内 的 态 密度 
po(7) 五 ) = 二 -ImGH(rm 司 
(3.2.12) 
pO(E) 到 OB) ams VE 
注意 po(7, 已) 与 7 无关, 这 是 Ho 具有 平移 不 变性 的 结果 . 
2. 二 维 情 况 
仍 沿用 $1.2 的 结果 , 可 得 到 
Go(r, 7'; E) = -a Ko(kolr —_r),，E<0 (3.2.13) 
GE(r,r’; E) = -A (Ekolr —r|), E>0 (3.2.14) 
ko 的 表达 式 仍 如 (3.2.9) 式 . 单位 体积 内 的 态 密 度 是 
po(r, E) = FIm Gt (r,r; E) = 0(E) (3.2.15) 
3. 一 维 情况 
Go(r,7'; E) = i E<0 (3.2.16) 
GF(r,r’; E) = Tetikolz—2|, E>0 (3.2.17) 


hi2ko 


83.2 ”满足 薛 定 齐 方 程 的 自由 粒子 .27 . 


ko 仍 为 (3.2.9) 式 . 单位 体积 内 的 态 密度 


po0(Z, 五 ) = ee = 0(E) 有 (3.2.18) 


我 们 将 (3.2.12), (3.2.15), (3.2.18) 三 式 定性 地 表示 在 图 3.1 中 , 图 中 1D、2D 的 3D 
分 别 表示 一 维 (one-dimension)、 二 维 (two-dimension) 和 三 维 (three-dimension). 三 
种 情况 的 态 密度 都 有 一 个 下 限 =0. 这 个 值 以 下 的 任意 能 量 值 态 密 度 均 为 0. 在 固 
体 物理 中 =0 处 就 称 为 带 边 , 一 般 用 Ep 表示 . 态 密度 曲线 与 趋 于 带 边 时 的 形式 因 
维 数 的 变化 而 有 不 同 . 当 五 一 Ee 时 ,三 维 po 一 VB 一 BB 在 带 边 是 连续 的 ; 二 维 
po= C(C 为 数 ), 在 带 边 不 连续 ; 一 维 则 是 po 一 1 / VE 研 ， 在 带 边 有 一 无穷 


大 的 奇 点 . 只 要 是 自由 的 粒子 (或 者 处 于 一 个 常数 势 阱 中 ), 态 密 度 在 带 边 就 有 如 上 
的 特点 . 我 们 将 在 第 五 章 看 到 这 方面 的 一 个 例子 . 


冯 
0 2 4 6 
_ E 
图 3.1 一 维 、 二 维和 三 维 的 自由 粒子 的 态 密度 随 能 量 的 变化 
纵 坐 标的 单位 是 任意 的 


态 密度 是 个 相当 重要 的 物理 量 . 一 方面 , 许多 物理 量 的 计算 需要 用 到 态 密 度 , 如 
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计算 系统 热力 学 量 ， 这 方面 的 例子 可 参看 固体 物理 中 的 有 关公 式 , 计算 跃迁 概率 、 
跃迁 振幅 也 需要 依赖 初 态 与 末 态 的 态 密度 . 另 一 方面 , 态 密度 是 个 较 容易 测量 的 物 
理 量 . 在 由 哈密 顿 量 所 能 得 到 的 信息 中 , 本 征 值 , 特别 是 多 粒子 系统 的 本 征 值 是 不 
容易 测量 的 , 波 函 数 是 不 可 测量 的 物理 量 , 而 态 密 度 可 用 散射 等 各 种 手段 来 测量 , 所 
以 测量 和 计算 态 密 度 提供 了 一 条 验证 理论 是 否 和 实验 符合 的 途径 ， 格 林 函 数 对 于 
计算 态 密度 正好 是 比较 方便 的 , 计算 公式 就 是 (1.1.30), (1.1.31) 两 式 . 在 许多 情况 
下 可 作 数 值 计算 . 这 是 格林 函数 的 优点 之 一 
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在 量子 力学 中 , 相当 大 量 的 问题 是 无 法 通过 直接 求解 本 征 值 方程 得 到 本 征 值 与 
本 征 函 数 的 . 不 过 经 常 遇 到 这 样 的 情况 : 哈密 顿 量 分 成 严格 可 解 与 微 扰 两 部 分 , 从 
而 可 利用 微 扰 公式 求解 . 这 在 单 体 问题 中 可 用 . 而 在 多 体 问题 中 , 则 一 般 只 能 采用 
自治 场 这 样 的 大 计算 量 的 数值 方法 . 

在 格林 函数 方法 中 , 利用 微 扰 论 可 以 比较 方便 地 根据 它 的 极点 求 出 本 征 值 , 根 
据 它 的 虚 部 求 出 态 密度 . 格林 函数 微 扰 论 的 特点 是 公式 统一 ， 事实 上 , 本 书 第 三 部 
分 的 多 体格 林 函 数 的 图 形 技术 完全 是 一 种 多 体系 统 的 微 扰 技术 , 有 这 样 一 种 处 理 多 
体 问题 的 统一 的 方法 , 使 格林 函数 方法 可 被 广泛 应 用 . 对 于 单 体 格林 函数 的 微 扰 论 ， 
它 还 有 公式 简洁 、 使 用 方便 的 特点 . 


84.1 不 含 时 情形 
哈密 顿 量 厅 分 为 未 微 扰 部 分 Ho 与 微 扰 部 分 栈 ，， 
H=Ho+Hi (4.1.1) 


其 中 Ho 的 本 征 值 与 本 征 函 数 可 以 容易 地 求 得 , 从 而 可 直接 得 到 格林 函数 Go. 问题 
是 要 求 出 的 格林 函数 G. 通常 是 采用 以 下 的 步 又: @ 先 求 出 相应 于 未 微 扰 部 分 
Ho 的 格林 函数 Go; 多 用 Go 与 Hi 来 求 出 总 哈密 顿 量 H 的 格林 函数 G; @ 从 G 
得 到 及 的 本 征 值 、 态 密度 等 有 关 信 息 . 其 中 第 三 步 已 如 第 一 章 与 83.1 所 述 . 第 一 
步 的 做 法 我 们 已 在 83.2 中 给 出 一 个 最 简单 又 很 重要 的 例子 Ho = p?/(2m). 第 五 章 
中 我 们 将 考虑 另 一 个 重要 的 情况 点 阵 的 互 o 一 一 并 计算 其 Go. 本 节 专 门 讨论 
上 述 第 二 个 步骤. 
根据 (1.1.14) 式 


(4.1.2) 


G(z) = (4.1.3) 
用 (4.1.1) 式 代 入 (4.1.3) 式 的 分 母 


G(z)=(z— Ho— Hi) = {(z— Ho)ll— (2— Ho)-tHi]}! 
l , (4.1.4) 
| Te = Ho) 一 [1 = Go(z)Hi| Go(z) 
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这 里 应 注意 算 符 求 逆 的 规则 , (4B)-! = B-14-1. 在 (4.1.4) 式 两 边 用 1- Go(z) 本 
左 乘 , 得 

G=Go+GoHiG (4.1.5) 
如 果 将 (4.1.4) 式 的 第 二 个 等 式 写成 {[1 - 豆 (z 一 Ho)-!](z 一 Ho)}-! 的 形式 , 则 可 
得 到 另 一 个 形式 


G=Go+GHIiGo (4.1.6) 
将 (4.1.5) 或 (4.1.6) 式 反复 迭 代 可 得 
G= G0 (HiGo)" = (GoHi)"Go (4.1.7) 
n=0 n=0 


也 可 以 在 (4.1.4) 式 中 将 [1-Go (z)Hi]-! 按照 . (1 一 xz)-! 在 x <1l 时 的 展开 式 展开 ， 
同样 可 得 到 (4.1.4)~(4.1.6) 三 式 . 
将 (4.1.5) 式 写 成 坐标 表象 的 形式 


G(T,r';2) = Go(r,r’;z) 十 faridraGolr, rs z)Hi(ri,r2)G(r2,7’;z) (4.1.8) 


有 些 情况 下 
Hi(r1,72) 一 V(r1)6(r1 < 72 (4.1.9) 
那么 (4.1.8) 式 简化 为 
G(r,T’;z) = Go(7, 7’'; Zz)+ f ariGolr, ri a) V(r G(r ra) (4.1.10) 


(4.1.5) 式 在 k 空间 中 的 表示 式 为 


G(k,k’;z) = Go(k, k’;z)+ 》 Golk, ki;z)H(k1, k2)G(k2, k’';z) (4.1.11) 
kik2 


其 中 采用 了 加 入 》 |k)(k| = 1, (k|Go(z)|k') = Go(k, k'; z) 等 手续 . 如 果 考 虑 到 自 
k 


由 粒子 波 函 数 在 坐标 空间 的 投影 就 是 平面 波 , 即 (1.2.1) 式 , 且 用 (1.2.5) 式 化 成 积 
分 , 那么 (4.1.10) 式 与 (4.1.11) 互 为 傅 里 时 变换 . 
现在 引入 一 个 工 和 矩阵 了 (z), 这 是 个 在 散射 理论 中 极为 重要 的 物理 基 . 


T(z) = HiG(z)(z 一 万 0) (4.1.12) 


此 定义 式 成 立 的 条 件 是 z 关 {En}, 其 中 {En} 是 万 的 本 征 值 , 因为 在 本 征 值 处 G 有 
极点 . 如 果 z=. 为 的 连续 谱 , 则 定义 侧 极限 


T+(E)= HIG+(E)(E — Ho) (4.1.13) 
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在 :={Eon} 为 互 的 分 立 本 征 值 时 , 只 有 一 种 情况 有 定义 , 即 E 正好 也 是 色 的 本 
征 值 . 这 时 (4.1.12) 式 的 分 母 xz 一 瑟 一 ,一 Ho, 正好 与 分 子 书 , ~- Ho 相 消 , 这 时 
7(z) 在 En 处 也 解析 . 

7(z) 与 G(z) 具有 相同 的 解析 结构 : 在 除 实 轴 以 外 的 整个 复 z 平面 上 解析 ; 在 
实 z 轴 上 有 极点 , 分 立 极点 给 出 H 的 异 于 Ho 的 新 的 分 立 本 征 值 , 反之 亦 然 . 电 的 
连续 谱 给 出 T(z) 的 支 制 线 . 在 这 个 意义 上 , 可 认为 G 与 了 等 价 . T(z) 不 能 越过 支 
割 线 作 解析 延 拓 , 因为 这 样 会 在 复 平面 上 产生 新 的 奇 点 . 

将 (4.1.7) 式 代入 (4.1.12) 式 可 知 


T(z) 一 > (HiGo)”Hi 一 Hi 2_(GoHi)” (4.1.14) 
n=0 n=0 
由 此 式 立 即 可 得 
T(z) = Hi 二 TGoHi = Hi + HiGoT = 万 十 万 GD (4.1.15) 
由 此 式 得 到 
HiG=TG0, GHi= GoT (4.1.16) 
再 将 (4.1.7) 式 中 利用 (4.1.14) 式 , 得 
G(z) = Go(z) + Go(z)T(z)Go(z) (4.1.17) 


此 式 表明 , 有 了 T(z) 与 Go, G 就 被 完全 决定 了 . 
可 以 将 上 述 各 式 写成 + 表象 或 表象 中 的 形式 . 例如 在 表象 中 ， 


T(k,k’;z) = Hi(k,k) + >, Hi(k, ki)Go(ki, ko2;z)T(k2, ke’;z) (4.1.18) 

k1,k2 

其 中 
Hi(k,k’) = (k|Hilk’) = / drdr/e—ikrtik rH (r, r’) (4.1.19) 


Go(k1, k2; z) 二 (ki|Go(z)|k2) 一 ¥ /rarae mhreGotrurai (4.1.20) 


T(k,k';z) = (ki1|T(z)|k2) = ¥ f ror ti Ty, 7:2) (4.1.21) 
对 于 (4.1.9) 式 的 特别 简单 的 情况 , Hi(k, k&') 简化 为 
Hi(k,k’) =V(k—k)/V (4.1.22) 


其 中 V(q) 是 V(r) 的 傅 里 叶 变换 


V(g) = / drV(r)e-ig7 (4.1.23) 
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在 第 一 章 末尾 曾 提 到 , 均匀 空间 中 Go(r, r'; z) 是 rr’ 的 函数 . 这 时 (4.1.20) 式 简 
化 为 


Go(k1, k2; z) 一 Opi1k2 Go (Rk1; z) (4.1.24) 
其 中 Go(k; z) 是 Go(71, 72; z) 的 关于 p = 71 一 72 的 傅 里 时 变换 .(4.1.18) 也 简化 为 
T(k, k’'; z)=V(k— k’) 十 / hv — ki1)Go(k1; z)T"(k1, k’ z) (4.1.25) 


格林 函数 G 算出 以 后 , 可 从 它 的 极点 得 到 互 的 分 立 本 征 值 , 也 可 求 出 态 密度 
下 面 要 从 形式 上 解 出 属于 妃 的 连续 谱 的 本 征 态 . 先 将 定 态 薛 定 谓 方 程 写成 如 下 形 
式 : 

(B — Ho)IW) = Hily) (4.1.26) 


此 处 妃 是 互 的 连续 谱 . 对 照 非 齐 次 方程 (1.1.34) 式 的 解 (1.1.35) 式 , 可 写 出 (4.1.26) 
式 的 解 为 
Ww) = + G3(E)Hilyt) (4.1.27) 


其 中 |w) 是 to 的 本 征 函 数 : (一 Ho)|p)=0. 此 处 我 们 认为 的 连续 谱 也 可 能 就 
是 Ho 的 连续 谱 , 但 各 自 的 本 征 函 数 不 同 , 这 在 单 体格 林 函 数 中 是 经 常 出 现 的 情况 . 
(4.1.27) 式 中 消 的 上 标 士 是 为 了 将 对 应 于 Gy 和 G5 的 解 区 分 开 来 . 此 式 是 关于 未 
知 函数 IW) 的 积分 方程 , 写成 坐标 表象 中 的 形式 为 


wt(r) = pr) + aridraGE (rs rs B)H (ri ra)wt(r2) (4.1.28) 
或 者 在 (4.1.9) 式 的 简单 情况 下 
ee | 人 (4.1.29) 


如 果 五 不 属于 Ho 的 本 征 值 , 应 该 取 yp(7)=0, 此 时 
ee / Ee (4.1.30) 


通常 , 把 五 分 成 Ho 和 Hi 两 部 分 时 是 这 样 选择 的 : 使 H 和 Ho 的 连续 谱 相 一 致 

那么 (4.1. 28), (4.1.29) 两 式 用 于 求 互 的 连续 谱 的 本 征 函 数 , (4.1.30) 式 则 用 来 求 

的 分 立 本 征 值 及 其 本 征 函 数 , 其 中 本 征 值 实际 上 由 G 或 工 矩 阵 的 极点 就 得 到 了 . 
将 (4.1.27) 式 反复 迭代 , 并 用 (4.1.14) 式 得 ， 


WW) = |p) +G7 2 肌 (GE 有 po) = |p) + GHTt|y) (4.1.31) 


了 一 0 
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把 (4.1.16) 代入 (4.1.31) 式 , 得 到 
WW) = |p) + G+ Hily) (4.1.32) 


可 以 这 么 说 , 归根 到 底 要 求 了 和 矩阵 . 有 了 了 抢 阵 之 后 , 格林 函数 G, 互 的 本 征 值 与 
本 征 函 数 就 都 可 以 求 出 来 了 . 
比较 (4.1.31) 式 与 (4.1.27) 式 还 可 得 到 


Tt|yp) = Hilyt) (4.1.33) 
84.2 含 时 情形 
含 时 攻 定 请 方程 写成 如 下 形式 ， 
(二 Ho ) sg) = HOIW) (4.2.1) 
微 扰 哈 密 顿 量 蕊 可 能 是 含 时 的 . 对 照 方程 (2.1.20) 及 其 解 式 (2.1.21), 可 得 解 为 
| 二 人) + dt'gi (t—t)Hi(t) y(t)) (4.2.2) 


根据 对 因果 关系 的 讨论 (2.1.21) 式 可 知 , 只 有 | w+) 的 解 才 是 有 物理 意义 的 , 即 我 们 
讨论 的 是 丘 开始 作用 以 后 系统 的 行为 . 将 (4.2.2) 式 逐 次 迭代 


Wt) = oO) + /dig (tH) H(t lp) 
+ dtidt2gd (t — t1)Hi(t1)93 (ti — to)Hi(t2)|p(t2)) + +.. (4.2.3) 


设 在 t< to 时 名 (t) = 0, 此 时 |y (to)) 是 名 的 一 个 本 征 态 , 例如 为 p，. 则 按时 间 
演化 算 符 的 定义 (2.1.13)~(2.1.15), 以 后 t 时 刻 Ho 系统 状态 为 


[p(t)) = ifigo(t — to)|pn) = eT oto /hp,) = ei Erle to)/h ly,,) (4.2.4) 
将 此 式 代入 (4.2.3) 式 中 的 每 一 项 , 将 结果 写成 
[w+ (t)) = Alt, to)|pn) (4.2.5) 


其 中 


t 
Alt, to) a iiigolt 二 to) 十 二 dtigo(t t1)Hi(ti)go(ti to) 


to 


t 
th/ dtidt290(t 一 ti)Hi (t1)90(t1 一 t2)Hi(t2)Go(to 一 to) 十 …， (4.2.6) 
to 
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其 中 用 到 了 关系 式 gt+ (r)=9 (7)$(7). 
在 t 时刻 系统 处 于 pm 态 的 概率 幅 为 
(om| 人 的 ) = (pmlAlt, to)lpn) 


二 t . . 
= (iBmttiBnto)/h[(pn, lpn,) Es i/ dt (Pmleo5a/ HP 2 
to 


;pt 
一 1 。 el 3 
+ 二 | dtidta(pmle' oi/ H(t1)gt (ti — ta)Hi(t2a)e 02 /Rp ) + ...] (4.2.7) 
to 


为 了 去 掉 前 面 的 不 重要 的 相 因 子 , 定义 另外 一 个 算 符 
OI se/ At ep/ (4.2.8) 
(4.2.7) 式 方 括号 中 的 量 就 是 矩阵 元 (pm|S(t, to)|pn). 把 它 重 写成 


Se 
一 上 四 
《2m|3 人 加 )|pn) = mn 十 到/ dtie~™"™ (pmlHi(ti)|pn) 
to 


3 t : 日 
1 | nan f Ee ond tn) Cho) Hh (to)lipn) + 
(4.2.9) 
其 中 令 Wn 一 n/h, Wm 二 m/hh, Wmn—Wm— Wn, 并 将 格林 函数 做 傅 里 叶 变换 . 如 果 
将 此 式 的 积分 区 间 扩大 为 -oo 至 +oo, 则 定义 5 矩阵 


5= ,lim S(t,to) (4.2.10) 


对 于 厂 不 含 时 间 的 特例 
(pmlSlpn) = bmmn 十 (on 本 lo 元 dtiewmmta 


—i [dw E i(wm—w)ti si(w 一 wn) 
十 而 / 37 (PmlH1Go (iw)Hlen) | a | dtoe “和 le 2/2. 
= 6mn — 27i6(En, — Em)(pml|Tt (En,)|pn) (4.2.11) 


其 中 用 到 5 函数 的 展开 式 


1 


OO 
2 eiPt/Rqt (4.2.12) 


一 Do 


6(E) 


跃迁 概率 |(pmlSlpn)|?=(270)?6(En 一 Bm) 5(En 一 Em)|(pmlT+(En)|pn)l?, 其 中 全 掉 
了 第 一 项 inm, 因为 在 m = n 时 它 远 小 于 6 函数 项 ， 现 在 将 其 中 一 个 6 函数 按 
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(4.2.12) 式 展 开 , 由 于 还 有 一 个 5(En 一 Em) 函数 保证 了 只 当 n=Em 时 结果 才 不 为 . 
零 . 因此 可 令 积 分 号 内 exp(iwmnt 中 的 wmn= 0, 得 到 跃迁 概率 为 


(omlSlon) = 天 5(B — Br) (pm T+(Eo)lon) PE { dt C4213) 
因此 单位 时 间 内 的 唉 迁 概率 为 
Wan = Tl(pmlT+ (Bn) leon) 6(En — Em) (4.2.14) 


(4.2.14) 式 被 称 为 费 米 “ 黄 金 规 则 ”. 它 的 物理 意义 是 : 系统 在 初始 时 刻 处 于 Ho 的 
pn 本 征 态 , 加 上 微 扰 Hl 之 后 , 系统 可 能 跃迁 到 其 他 的 本 征 态 , 例如 pm, 那么 单 
位 时 间 内 从 pn 到 wm 的 跃迁 概率 就 是 (4.2.14) 式 . 但 要 注意 , 系统 所 处 的 状态 是 
w+), 它 是 Ho 的 pn 本 征 态 的 线性 秋 加 . 

设 |pn) 和 |% +) 都 是 归 一 化 的 , 那么 


1= (W(t)) = (pnlATlt, to) Alt, to)lipn) (4.2.15) 


此 式 说 明 4( 如 ) 是 么 正 的 . 由 (4.2.8) 式 , S(t, to) 也 是 么 正 的 . 同样 , 8 矩阵 也 是 和 
正 的 ， 
StS = SSt=1 (4.2.16) 


下 面 我 们 要 把 5 抢 阵 写成 一 个 更 为 紧凑 的 形式 . 将 (4.2.9) 式 扩 大 积分 限 并 去 
掉 (om| 和 |pn》 可 写成 


oo ti 
5=-1+ 天 人 da 人 b) 二 (3 | dao 人 dtaHi(t2) + ... (4.2.17) 
其 中 定义 了 


Hi(t) = eifot/h H(t)e™iHot/h (4.2.18) 
并 利用 了 (2.1.9), (2.1.13) 二 式 
90 (ti — t2) = 0(t1 — t2)Go(t1 ~ t2) = 0(t1 一 0 (4.2.19) 


如 果 Hi(ti) 只 是 个 数 , 我 们 可 以 把 (4.2.17) 式 的 第 n 项 的 积分 上 限 都 扩大 至 + o%， 
再 除 以 因子 (n 一 1)! 使 结果 保持 不 变 . 例如 


OO t1 > Co Co 
/. dti a dt 
1 ££ dt 人 ds=5/ db / ds / dts (4.2.20) 
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可 是 虽然 H(ti) 之 间 是 可 交换 的 , 但 (4.2.18) 式 定义 的 一 全) 之 间 是 不 可 交换 的 ， 
原因 是 Ho 与 如 不 对 易 . 这 样 , (4.2.17) 式 中 各 项 的 时 间 顺 序 不 可 颠倒 . 如 第 三 项 
中 应 保持 鼠 > ts 的 顺序 . 但 是 我 们 还 想 运 用 (4.2.20) 以 便 把 (4.2.17) 式 写 成 紧凑 的 
形式 . 为 此 引入 时 序 算 符 或 者 称 为 编 时 算 符 丈 , 它 的 作用 是 将 各 个 相 乘 的 算 符 按时 
间 从 小 到 大 的 顺序 从 右 往 左 排列 . 例如 

Hi(ti)Hi(ta), ti>t, 
Hi (t2) Hi (ti), to > 三 


积分 区 域 见 图 4.1. 对 于 ZL[ 硬 ( 刀 ) 硬 (t2) 有 (ts)], 按 不 同 的 时 间 顺 序 关 系 则 可 写成 六 
项 , 每 一 项 总 是 保持 最 早 的 时 间 在 最 右边 , 越 往 左 的 算 符 时 间 上 越 靠 后 . 对 于 nn 个 
可 i(&i) 的 乘积 用 Ts 作用 后 应 写成 n! 项 , 而 且 每 一 项 积分 的 贡献 都 相等 . 由 于 加 上 
了 编 时 算 符 , 现在 可 以 扩大 积分 限 而 使 用 (4.2.20) 式 . 由 此 将 (4.2.17) 式 写 成 


THI(ti)Hi(t2)] = | (4.2.21) 


4.1 (4.2.21) 式 中 的 积分 区 域 


— 一 i 1 Ss i i 
0 (a) 站 andt dio TE) Ht) 


= 人 Texp 所 人 dtHi gj| (4.2.22) 


这 样 确实 把 3 矩阵 写成 了 最 简单 的 形式 . 但 是 要 注意 , (4.2.22) 式 只 是 一 个 形式 , 不 
能 因此 而 把 5 矩阵 理解 为 就 是 一 个 指数 函数 . 如 果真 的 要 对 5 矩阵 作 具 体 计算 , 应 
将 (4.2.22) 式 的 指数 函数 展开 , 并 将 到 逐 项 作用 上 去 , 最 后 实质 上 还 是 按 (4.2.17) 
式 来 做 计算 . 可 是 这 绝 不 说 明 引 入 编 时 算 符 是 没有 意义 的 , 在 本 书 第 三 部 分 我 们 将 
看 到 到 的 引入 对 于 讨论 问题 带 来 很 大 的 方便 . 

(4.2.16) 式 也 可 依照 (4.2.11) 式 用 了 和 矩阵 表示 : 


(nlT (En)|p) — (pnlT™ (En)|p) 


84.3 应用: 散射 理论 (B > 0) 7 
A 


= 一 2ri> (pnlT (Bn)lpm) (pmlTTt (En)lp1)6( Bm — En) (4.2.23) 


此 式 也 可 用 下 列 方式 推导 , T = Fi + HiGHIi 意味 着 T+ _T- = 及 (G+ _G-) 
有 = -2rig( 瑟 - 百 ) 矶 . 两边 做 矩阵 元 , 插入 对 Iw +)(w +| 的 求 和 , 再 利用 (4.1.33) 
式 , 就 得 (4.2.23) 式 . 在 下 一 节 将 看 到 , (4.2.23) 式 等 价 于 散射 理论 中 的 光学 定理 . 换 
言 之 , 光学 定理 的 基础 是 8 矩阵 的 么 正 性 . 


84.3 应用, 散射 理论 (E > 0) 


本 节 与 84.4 我 们 取 =P2/(2m)= 一 尼 V?/(2m); 微 扰 哈密 顿 下 (rm) 具有 
(7 一 ?V(r) 的 形式 , 其 中 V(r) 只 是 在 有 限 区 域 不 为 零 (或 是 在 7 一 co 时 Y(r) 
足够 快 地 趋 于 零 ).Ho 具有 (0, + co) 范围 内 的 连续 谱 . 玉 具有 与 丽 完全 一 致 的 连续 
谱 , 不 过 假如 V(r) 在 某 些 区 域 是 负 值 的 话 , H 可 能 会 出 现 一 些 负 能 量 的 分 立 本 征 
值 . 

本 闻 主 要 是 针对 巨 > 0 时 的 散射 问题 : 一 个 具有 能 量 = 大 如 /(2m)、 未 微 拢 
波 函数 是 平面 波 (1.2.1) 的 粒子 进入 微 扰 为 了 (r) 的 区 域 , 然后 出 射 , 在 这 一 过 程 中 
波 函 数 发 生 了 改变 , 或 者 说 受到 了 调制 . 我 们 的 目的 是 要 午 清 波 函数 是 怎样 受到 调 
制 的 . 

在 we) 明显 不 为 等 的 区 域 要 和 弄 清 这 个 问题 是 相当 困难 的 . 这 时 要 解 定 态 薛 定 
油 方 程 : 二 V2y(z) +V(w)y(w) = By(z). 如 果 V(r) 是 球 对 称 的 , 则 解 一 般 是 由 
塞 尔 函 数 , 为 了 确定 各 个 系数 , 需要 将 入 射 的 平面 波 按 球 贝 塞 尔 函数 展开 , 在 V(7) 
的 边界 上 使 波 函 数 及 其 导数 相等 . 这 样 的 做 法 是 相当 复杂 的 , 常常 是 无 法 求解 的 . 在 
凝聚 态 物 理 的 范围 内 , 我 们 确实 也 不 大 需要 这 方面 的 信息 . 

在 粒子 出 射 后 远离 V(r) 作用 的 区 域 来 求解 波 函 数 受到 调制 的 情况 则 相对 简单 
得 多 , 而 且 这 也 是 在 做 散射 实验 时 需要 知道 的 信息 . 所 以 我 们 只 求 7 一 oo 时 波 函 
数 的 行为 . 首先 , 出 射 粒 子 的 波 函数 可 分 成 两 部 分 : 入 射 部 分 与 散射 部 分 , 入 射 部 分 
仍 是 原平 面 波 ， 而 散射 部 分 可 以 看 作 是 以 7 一 co 时 的 区 域 为 源 向 空间 所 有 的 方向 
出 射 , 所 以 应 有 球面 波 的 形式 , 只 是 其 振幅 要 在 解 的 过 程 中 定 出 来 ; 其 次 在 
7 一 co 的 区 域 , Y(”) 为 零 , 由 能 量 守恒 , 散射 波 的 波 矢 &' 的 大 小 应 与 的 相同 , 只 
是 方向 不 同 . 

我 们 只 考虑 三 维 的 解 . 由 (4.1.31) 式 , 写成 坐标 表象 的 形式 ， 

w+(r) = -ee 十 元 fariarsG# tr, rT1)T+(r1, r2)eik "2? (4.3.1) 
Gt 的 表达 式 见 (3.2.8) 式 , 得 


+t/ ikr _Mm e 
VVWb (7)=e@ 了 | ariars i 


土 ik|7—71| ' 
T+(r1, r2)eik'"? (4.3.2) 
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其 中 = V2mE/ 有 成. 由 于 我 们 只 考虑 "一 ce 时 的 渐 近 行为 , T+(r1, rs) cc 有 (ra， 

72) 二 V(7)6(71 一 ?2), 所 以 对 dri 和 drs 的 积分 实际 上 只 在 了 (>) 起 作用 的 范围 内 进 

行 . 因此 在 7 > ri 时, 在 (4.3.2) 式 的 分 母 中 略 去 ri. 在 指数 上 则 作 简化 : jr-ra| 3 

7 一 71c0s9, 因此 kr 一 71| 守 kr 一 kricos9 二 kr 一 kt. 71. 0 是 ri 和 7 之 间 的 严 角 ,1 
距 是 7 方向 上 、 数值 为 的 散射 波 矢 . 这 样 , 对 于 大 7, 可 将 (4.3.2) 式 改写 为 

ee m etikr 

OV 

ik.r dE 6 

9 


/ dr1 draeTikeri (ri1 |T#(E) |r2)eik'"2 


—— (tkrlT’t(E)|k) 
(4.3.3) 
为 了 获得 第 二 个 等 式 , 我 们 使 用 了 关系 式 《r|k) = et" /VV, T'=VT, 与 完备 性 
(1.1.9) 式 . 
(4.3.3) 式 表明 , Vy” 解 中 散射 的 球面 波 是 从 外 向 球 心 传播 的 , 不 合 物理 实际 , 故 
全 去 又 从 上 而 的 讨 沦 可 知 ,x 一 oo 时 流 本 数 应 有 下 述 形式 
4 元 二 cx |e*" Jr 有 打 -| (C 为 沉 娄 ) 043 


人 一 Oo 


这 儿 散 射 球面 波 的 振幅 是 入 射 态 ( 初 态 ) 波 矢 上 与 散射 态 ( 终 态 ) 波 矢 ks 的 函数 . 比 
较 (4.3.4) 与 (4.3.3) 两 式 , 得 


f (kr, k) = jzlT (五 )|R) (4.3.5) 


( 
27 or 
其 中 E= 避 底 /(2m)== 甩 如 /(2m)，(4.3.5) 式 表明 , 了 抢 阵 在 表象 中 初 、 终 态 之 间 
的 矩阵 元 与 散射 振幅 成 正比 ， Se do /dy 的 关系 为 

=|fP = 
将 (4.3.5) 式 代 入 (4.1.24) 式 
dk1 V (kr — k) 


人 + 1/ (2n)3 E — FR3/(2m) 十 i0+ 
这 是 关于 散射 振幅 的 积分 方程 . 只 取 第 一 项 就 是 一 级 近似 ， 
f (ke, k) S -paV (kt —k) (4.3.8) 


其 中 V(g) 是 V(7) 的 傅 里 叶 变换 (4.1.22) 式 .(4.3.8) 式 是 散射 振幅 的 玻 恩 近似 . 
也 可 以 用 另 一 种 方法 来 推导 (4.3.6) 式 . 微分 散射 截面 的 定义 为 : 单位 时 间 内 
k 一 kt 的 跃迁 概率 fx 乘 以 终 态 的 数目 , 除 以 4r, 再 除 以 入 射 粒子 的 流量 7 = wv/V. 
da V 


47 = pe dB NB) Wes (4.3.9) 


pa a Talker (BE) (4.3.6) 


f(ki,k) (4.3.7) 
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”pp 一 


将 (4.2.14) 式 与 (3.2.12) 式 代 入 , 就 得 (4.3.6) 式 


总 的 散射 截面 为 
| dy 于 (4.3.10) 
它 的 计算 用 到 (4.3.9), (4.2.14)， 人 2. 式 
oD We = (kilT+ (E)Ik)|?6(B: 一 可 
kr 


ey (Een) (ertT+ (ES — 
kr 


Ty 
= 2 
2V 


= mkITT (E)|k) (4.3.11) 


上 式 可 按 (4.3.5) 式 重 写 为 


—I(kIT+(E )|kee) — (kelT™ (BE)Ik)] 


二 ml f(k, k)] (4.3.12) 


此 式 被 称 为 光学 定理 , 它 给 出 了 总 散射 截面 与 向 前 散射 振幅 之 间 的 关系 . 

按 (4.3.6) 式 , 正 能 基 值 的 散射 振幅 f 与 微分 散射 截面 直接 相 联 系 . 后 者 是 个 很 
重要 的 可 观察 量 . 负 能 量 时 f 的 极点 也 是 有 物理 意义 的 , 因 f(E) 的 极点 (也 就 是 
T(B) 的 极点 , 见 (4.3.5) 式 ) 给 出 了 系统 的 分 立 本 征 值 . 换 句 话说 : 如 果 散 射 问题 已 
经 解 出 并 得 到 了 f 随 EE 的 函数 关系 , 我 们 只 要 找 出 了 的 极点 的 位 置 就 可 得 到 系统 
的 分 立 本 征 值 . 当然 , 这 些 极点 是 在 已 的 负 半 轴 上 . 同时 也 应 指出 , f 随 E( 或 T+ 随 

妃 ) 的 变化 或 会 在 某 些 正 能 量 处 显 出 尖锐 的 峰 , 这 种 情况 称 为 共振 , 尖峰 位 置 对 应 的 
态 称 为 共振 态 . 第 六 章 中 我 们 将 讨论 共振 态 . 
我 们 现在 来 看 一 个 典型 的 例子 , 即 V(r) 是 库仑 吸引 势 


e2 


V(7) = 2 (4.3.13) 
这 时 可 算出 散射 振幅 为 
= a yy ee We ee 
其 中 
= V2mE/?, Imk >0 (4.3.15) 
me (4.3.16) 


4neoh2k 
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9 是 上 与 ke 之 间 的 夹 角 . 由 工 函 数 的 性 质 可 知 , (1-- 认 ) 的 宗 量 为 非 正 整数 ， 即 


=1l+p=n, n= 1,2,3,.. (4.3.17) 
代入 (4.3.16) 和 (4.3.15) 式 , 得 到 吸引 库仑 势 的 分 立 本 征 值 
Re a (4.3.18) 


2(4neo)?h2 n2’ 


这 正 是 氧 原子 的 能 级 . 对 于 这 个 问题 , 我 们 解 的 是 7 在 任意 距离 处 的 行为 而 不 止 是 
无 限 远 处 的 渐 近 行为 . 如 果 势 是 排斥 库仑 势 , 即 (4.3.13) 式 中 取 正 号 , 那么 解 出 来 的 
散射 振幅 只 要 在 (4.3.14) 式 中 用 -i 代替 i 即 可 . 这 时 (4.3.14) 式 分 子 上 工 函数 的 宗 
量 就 不 可 能 为 负 值 , f 也 就 没有 极点 , 系统 就 没有 分 立 本 征 值 , 这 也 是 排斥 势 所 应 当 
具有 的 结果 . 


84.4 应 用 : 浅 杂质 势 阱 中 的 束缚 态 (EB < 0) 
本 节 我 们 设 势能 为 
V(r7)= -WW, re ho (4.4.1a) 
V(r)=0, r¢ fo (4.4.1b) 


此 处 f20 是 实 空间 内 的 一 个 有 限 的 区 域 ,Vo 是 个 正 的 但 很 小 的 量 : V6。 一 0+. 我 们 
感 兴趣 的 是 , 当 一 个 自由 粒子 经 过 该 区 域 时 , 是 否 会 有 一 个 分 立 本 征 值 Bo 出 现 ; 如 
果 出 现 , 它 与 Ww 的 大 小 有 什么 关系 . 这 只 要 找 格林 函数 G(E) 的 极点 就 行 了 . 现在 
未 微 扰 哈密 顿 量 即 自由 粒子 Fo 的 格林 函数 Go 已 由 第 三 章 算出 . 微 扰 哈密 顿 量 是 
(4.4.1) 式 , 要 计算 总 的 格林 函数 , 用 (4.1.7) 式 并 写成 ” 表象 中 的 形式 . 


G(T,T';Z) =Go(r,7’; Zz) 一 wf dri1Go(r, 71; 2)Go(rT1, 7 ; 2) 十 


20 


+we |/ dr / dr2Go(T, 71; 2)Go(r1, 72; 2)Go(r2, 7’; 2) + 
Do Po 


(4.4.2) 
我 们 用 不 同 维 数 下 EE <0 的 格林 函数 Go (EB) 代入 , 看 是 否 有 极点 . 
1. 三 维 空间 
Go(T, m1; 五 ) 汪汪 二 Er 大 过 2 和 


见 (3.2.7) 式 . 这 时 的 Go (E) 始终 是 个 有 限 值 , 因此 (4.4.2) 式 中 的 各 项 积分 是 个 有 
限 值 .G - Go 的 级 数 的 求 和 也 是 一 个 有 限 值 , 且 正 比 于 Ww. 当 Ww 一 0+ 时 G 一 Go， 


84.4 应 用 : 浅 杂质 势 阱 中 的 束缚 态 (E < 0) .41 . 
Ne SR Rh a 


所 以 G 不 出 现 极点 . 结论 是 : 三 维 中 足够 浅 的 有 限 势 阱 内 不 产生 分 立 能 级 . 只 有 乘 
积 ft0W 超过 一 个 临界 值 时 才 有 可 能 出 现 第 一 个 分 立 能 级 . 
2. 二 维 空间 


m 2mlE 
Go(r7, 71; E) = 一 opolr — 71|), ko = 


见 (3.2.13) 式 . 加 值 有 限时 Go 是 个 有 限 值 . 但 当 |B| 一 0+ 时 , kho 一 0+, 这 时 小 宗 量 
的 Ko 函数 的 展开 式 为 ， 


Go(7, T1; 五 ) 一 二 ln(ko|r 一 71|) 十 C1 (4.4.3) 
Ci 是 个 已 知 常数 . 将 (4.4.3) 式 代入 (4.4.2) 式 , 每 一 项 中 只 取 发 散 最 快 的 项 . 在 积 
分 时 作 一 近似 的 简化 : 设 二 维 势 阱 区 域 fo 与 面积 5 同一 量 级 , 8 是 个 常数 , 用 V5 
来 代替 积分 变量 |"- il, 使 我 们 可 以 求 出 积 


Com 7r1; E) ~ Go(r, rT1; E) 3 - NE ee .0 2 


2 人 
Ll Th 1 十 min(khoV3 ) 
(4.4.4) 
G(B) 出 现 极点 Bo 的 条 件 是 
7 2nh? hi2 1 
i ed A 二 二 = .4. 
”wor 275 ne) 2m5 二 二) 


其 中 po=m/(2x 居 ) 是 单位 面积 中 的 未 微 扰 态 密度 , 见 (3.2.15) 式 ， 结 论 是 ， 二 维 
空间 中 无 论 势 阱 多 么 小, 总 是 存在 分 立 的 束缚 态 . 这 一 性 质 来 源 于 在 带 边 B=0 处 
Co (B) 是 对 数 发 散 的 , 它 导 致 在 带 边 态 密度 是 不 连续 的 . 一 般 情况 下 , 只 要 未 微 扰 
态 密度 在 带 边 不 连续 就 会 因 微 扰 而 出 现 孤 立 极点 . 

对 于 圆 形势 阱 的 特殊 情况 , 本 问题 可 从 薛 定 请 方程 直接 严格 求解 , 结果 分 立 能 
级 是 : 


nh? 2nh? 
Eo a 2m exp (2 ) (4.4.6) 
其 中 fo 是 圆 形势 阱 的 面积 . 对 所 有 其 他 形状 的 势 阱 , 则 无 法 以 桩 定 汕 方程 严格 求 
解 . 这 时 只 能 估计 格林 函数 的 数量 级 , 采用 与 获得 (4.4.5) 式 时 同样 的 方法 .注意 : 
势 阱 的 形状 不 影响 到 指数 因子 , 只 影响 到 指数 前 面 的 系数 因子 . 
3. 一 维 空间 


mm 


—ko|z—z1| La 2mlE| 
hi2ko "TV 


Go(z, 2’; E) =.— 


e 
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见 (3.2.16) 式 . 当 Bo0 一 0-, ko 一 0+, 这 时 Go 近似 为 


mm 


Go(z,7 ;五 ) = 二 77 万 (4.4.7) 
这 是 一 个 随 忆 发散 的 函数 . 代入 (4.4.2) 式 积 
— Go Go 
GG ey 1 A PD = 4.4.8 
"2 UO on 4% 
G 的 极点 为 
mm 
Fo = 一 2 Ve (4.4.9) 


(2 是 一 维 势 阱 的 长 度 . 结论 是 一 维 势 阱 中 总 是 存在 束缚 态 . 本 例 与 二 维 空间 中 的 情 
况 相 似 . 都 是 在 带 边 =0 处 , 未 微 扰 态 密度 不 连续 , 未 微 扰 格 林 函 数 Go() 发 散 . 


第 五 章 ” 紧 束 缚 哈密 顿 量 的 格林 函数 
85.1 紧 束缚 哈密 顿 量 


紧 束 缚 模型 (TBM, Tight Binding Model) 是 从 实际 的 晶体 抽象 出 来 的 模型 . 由 
于 在 许多 晶体 中 的 电子 主要 在 原子 附近 运动 , 将 晶体 格 点 抽象 为 一 个 完全 的 几何 点 
称 为 格 点 , 忽略 格 点 内 部 的 所 有 细节 , 每 个 格 点 只 起 到 一 个 势 阱 (或 势 急 ) 的 作用 . 
格 点 的 周期 性 排列 构成 点 阵 . 任意 两 个 格 点 之 间 有 一 定 的 路 迁 概率 . 

紧 束 缚 模型 的 特点 是 : @ 它 是 一 个 可 解 模 型 . 能 谱 是 连续 的 , 这 与 自 由 空间 中 
的 自由 粒子 一 样 . 但 要 说 明 的 是 : 在 得 到 无 限 大 空间 中 自由 粒子 的 波 函数 
时 , 我 们 用 了 箱 归 一 化 的 条 件 , 即 认为 空间 是 一 个 体积 为 了 = L3 的 立方 体 . 边界 条 
件 有 两 种 : 一 种 是 波 函数 在 Y 的 表面 上 为 零 , 这 样 得 到 的 波 函 数 是 驻 波 ; 另 一 种 是 
采用 周期 性 边界 条 件 , 这 样 得 到 的 是 行 波 . 通常 采用 后 一 种 , 比较 符合 物理 现实 . 这 
时 波 矢 在 每 个 方向 上 的 分 量 为 有 =2xni/L, ms 是 自然 数 , 这 在 数学 上 是 分 立 值 但 
是 由 于 工 相 当 大 , 因此 点 的 分 布 是 相当 密 的 ; 物理 上 认为 是 连续 谱 . 这 时 , 对 大 点 
的 求 和 可 利用 (1.2.5) 式 化 为 积分 计算 . 在 点 阵 中 与 自由 空间 中 稍 有 不 同 的 是 , 因为 
在 i 方向 上 有 Ni 个 周期 , 每 个 周期 的 长 度 为 ai, 所 以 波 和 撩 可 写成 =2xni/ Nias. 由 
于 加 了 周期 性 边界 条 件 , 如 果 懂 = 应 +2rmy/as m 为 正 整数 , 则 具有 ki 与 kk 的 波 
函数 是 相同 的 . 这 样 , 可 在 m=0 的 有 限 k 区 域 ( 称 为 第 一 布 里 渊 区 , 1BZ) 中 讨论 波 
函数 与 能 带 . 因此 能 量 是 连续 谱 , 但 又 有 上 、 下 限 . 由 于 可 取 正 、 反 两 个 方向 , 利 
用 周期 性 边界 条 件 , 习惯 上 将 第 一 布 里 渊 区 定 为 ke [n/ai,n/ai| 的 范围 , 即 以 原 
点 为 对 称 中 心 . 周期 性 条 件 和 能 带 是 有 限 的 这 两 个 原因 , 使 我 们 得 到 了 比 在 自由 空 
间 中 更 为 丰富 的 物理 信息 . 这 些 信息 当然 是 周期 性 点 阵 所 特有 的 , 所 以 它们 对 于 理 
解 固态 晶体 中 的 某 些 性 质 是 非常 有 用 的 . @ 在 这 一 模型 中 加 入 杂质 格 点 , 用 第 4 章 
介绍 的 微 扰 方法 来 处 理 也 是 非常 方便 的 . 这 样 就 有 助 于 了 解 真 实 晶体 中 有 挫 杂 时 的 
物理 信息 . 

现在 点 阵 中 的 格 点 是 在 空间 中 分 立 排 列 的 , 可 将 电子 的 运动 简单 地 理解 为 在 格 
点 之 间 的 路 迁 运动 , 因为 格 点 之 间 的 其 他 细节 都 忽略 了 而 只 认为 是 真空 . 这 样 我 们 
把 格 点 可 看 作 是 波 函 数 的 坐标 , 这 样 的 表象 称 为 格 点 表象 , 它 与 + 表象 应 该 是 完 
等 价 的 . 下 面 我 们 看 怎样 将 晶体 中 7 表象 的 波 函数 转换 成 格 点 表象 

晶体 中 哈密 顿 量 的 本 征 函 数 为 布 洛 赫 (Bloch) 波 : 
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Wnk(T) = -ro (5.1.1) 


它 类 似 于 自由 空间 中 的 平面 波 , 只 是 振幅 受到 调制 . 调制 函数 wnk(r) 是 周期 函数 ， 
以 铝 格 常量 为 周期 . ”是 能 带 指标 , k 只 取 第 一 布 里 渊 区 内 的 值 . 这 个 函数 有 一 个 特 
点 : 

nk (r+) = ev ignp(r) (5.1.2) 
此 处 了 是 晶 格 矢量 , 是 起 点 与 终点 为 任意 两 个 格 点 的 矢量 . 如 果 在 第 i 方向 的 最 小 
品格 常量 为 ui, 则 


d 
1 = >》 Wai (li 是 整数 ,d 是 维 数 ) (5.1.3) 


i=1 


现在 构造 万 尼 尔 (Wannier) 函数 Wi,( 7 一 D): 
Wn,(r —1)= 元 De wiypng(r) (5.1.4) 


k 
其 中 NN 是 晶体 中 总 的 晶 胞 数目 ，! 与 pwr(7) 的 表达 式 分 别 见 (5.1.3), (5.1.1) 式 . 由 
于 对 第 一 布 里 渊 区 内 的 所 有 点 求 和 , 所 以 fn(r-D) 只 剩 下 能 带 指标 . 这 一 函数 
的 特点 是 , 在 格 点 ! 处 波 函 数 有 最 大 值 , 而 在 离开 ! 时 波 函 数 迅速 下 降 . 可 以 这 样 来 
粗略 作 佑 计 : 假定 unk(7) 近似 为 一 常数 w, 则 将 (5.1.1) 式 代 入 , 得 


1 1 ee 
W,, SE ME eikltik ri 六 
(5.1.5) 
VC VN VT 


此 时 电子 可 被 认为 是 束缚 或 局 域 在 1 这 个 格 点 上 的 , 称 为 此 格 点 上 的 束缚 态 或 局 域 
态 . 万 尼 尔 波 函 数 就 是 紧 束 缚 波 函 数 . 晶体 中 有 N 个 格 点 , 所 以 万 尼 尔 波 函 数 有 N 
个 , 它们 构成 一 个 完备 集 ， 它 与 布 洛 替 波 函数 是 完全 等 价 的 , 它们 之 间 是 一 个 线性 
变换 的 关系 (5.1.4) 式 . 如 果 以 万 尼 尔 波 函 数 为 基 组 , 则 任何 算 符 , 包括 晶体 哈密 顿 
量 都 可 以 用 这 个 表象 来 表示 . 设 不 同 能 带 之 间 的 路 迁 可 忽略 不 计 , 我 们 只 考虑 一 个 
能 带 内 的 情况 , 称 为 单 带 模型 , 故 可 忽略 下 标 n. 

现在 万 尼 尔 函 数 是 属于 格 点 的 波 函 数 , 只 是 写成 了 坐标 表象 中 的 形式 , 可 写成 


W(r -1) = (rlD (5.1.6) 
0) 就 是 格 点 表象 中 的 波 函 数 . 在 此 表象 中 哈密 顿 矩 阵 元 为 


{UHIm) = erb1m + Vim (5.1.7) 
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其 物理 意义 是 : 在 格 点 ! 上 有 束缚 能 si( 起 到 一 个 势 阱 的 作用 ), 在 两 个 格 点 之 间 有 
一 定 的 跃迁 概率 . 由 万 尼 尔 函 数 的 大 致 形状 及 (5.1.5) 式 可 以 大 致 估计 到 不 同 格 点 
之 间 的 万 尼 尔 函 数 交 彼 很 小 , 是 接近 正 交 的 . 我 们 就 直接 作 近 似 , 认为 不 同 格 点 的 波 
函数 之 间 是 正 交 的 ， 

(lm) = bm (5.1.8) 
前 面 已 提 到 , 格 点 波 函 数 是 完备 的 ， 


> DU=1 (5.1.9) 
7 


这 样 我 们 就 将 唱 格 中 波 函 数 经 过 近似 后 转变 成 了 点 阵 中 的 格 点 波 函 数 ， 格 点 表象 
与 7 表象 类 比 的 话 , 分 立 的 坐标 ! 就 类 似 于 连续 的 空间 坐标 >. 上 述 近似 称 为 紧 束 
缚 近似 (TBA, Tight Binding Approximation). 此 模型 称 为 紧 束 缚 模型 . 相应 的 紧 束 
缚 哈密 顿 量 (TBH, Tight Binding Hamiltonian) 的 形式 为 
H= 2 Darlll + >》 IDVim(m (5.1.10) 
lm 

开 的 矩阵 元 是 (5.1.7) 式 , 对 角 元 是 &1, 非 对 角 元 是 Vimn. 

对 于 (5.1.10) 式 , 还 可 作 近 一 步 的 近似 . 考虑 点 阵 中 每 个 格 点 都 是 等 价 的 ( 即 布 
拉 维 格子 或 称 简单 点 阵 ), 每 个 格 点 上 的 束缚 能 或 称 在 位 能 应 该 相等 . 


El 一 50 (5.1.11) 


(对 于 复式 格子 , 可 分 成 子 唱 格 作 类 似 的 讨论 .) 对 于 格 点 之 间 的 跃迁 项 , 我 们 这 儿 只 
考虑 最 近邻 格 点 之 间 的 跃迁 , 并 认为 跃迁 概率 都 相等 . 所 以 最 简单 的 哈密 顿 量 为 


ey 风 (N+ 2 Dom (5.1.12) 


1 m(nn) 


其 中 > 表示 对 mm 的 求 和 只 涉及 1 格 点 的 最 近邻 格 点 ( 同 此 , 也 可 再 加 上 第 二 、 


m (nn) 


第 三 近邻 的 跃迁 等 等 ). 

如 果 一 个 波 函 数 确 实 是 完全 局 域 在 ! 格 点 上 的 , 则 它 在 / 格 点 上 的 投影 为 也 三 
其 他 格 点 上 无 投影 . 这 个 波 函 数 的 能 量 即 为 a1. 一 般 情况 下 , 点 阵 中 的 任 一 波 函 数 
在 所 有 格 点 上 有 一 投影 分 布 , 格 点 波 函数 是 正 交 完 备 集 , 见 (5.1.8), (5.1.9) 式 . 

对 于 (5.1.12) 式 的 简单 格子 且 只 考虑 最 近邻 牙 迁 的 哈密 顿 量 , 易 求 出 其 本 征 函 
数 与 本 征 能 量 . 本 征 函 数 为 


E 育 > eiklll) (5.1.13) 
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这 是 点 阵 中 波 矢 为 的 行 波 , 在 每 个 格 点 上 的 投影 振幅 相等 . 位 相 为 p=kl， 将 
(5.1.2). 式 的 互 作用 于 |k) 的 可 得 到 能 量 本 征 值 为 
E(k)=eo t+W 》 ew*! (5.1.14) 
lnn) 
由 于 所 有 格 点 都 是 等 价 的 , 我 们 只 取 位 于 原点 的 格 点 , (5.1.14) 式 对 1 的 求 和 只 取 原 
点 的 最 近邻 格 点 . 这 样 对 于 不 同 维 数 的 简单 格子 , 依次 得 到 


一 维 简 单 格子 
E(k) = so + 2V coska (5.1.15) 

二 维 正方 格子 
E(k) = eo0 + 2Vi(cos kia 十 cos kza) (5.1.16) 

三 维 立 方 格子 
E(k) = so 十 2W(cos kia 十 cos aa + cos kaa) (5.1.17) 


这 几 ,kz, ks 分 别 表示 在 x, y, z 方向 上 的 分 量 . a 是 唱 格 常量 , 也 称 点 阵 常数 

在 图 5.1 中 画 出 了 一 维 情况 (5.1.15) 式 的 色散 曲线 .k 限于 第 一 布 里 渊 区 [n/a， 
7/a] 内 . 在 k=0 处 即 布 里 渊 区 中 心 , 能 量 B(k) 的 有 极 大 值 , 即 上 能 带 边 已 nax=so 十 
2Vi. 在 大 = 士 r/a 处 即 布 里 渊 区 边界 , 能 带 有 极 小 值 , 即 下 能 带 边 已 nin=eo 一 2 凤 . 
此 能 带 在 [eo-2V, eo+2WV] 的 范围 内 是 连续 的 . 能 带宽 度 为 4Vi. 从 (5.1.15)~(5.1.17) 
式 容易 看 出 , 从 一 维 到 三 维 的 简单 方 格子 的 能 带 范围 是 [eo 一 2Vi, eo+2V14], 这 儿 2 
是 最 近邻 格 点 数目 . 能 带 半 宽 是 B= 2Vt. 下 面 我 们 就 用 (5.1.15)~(5.1.17) 式 计算 
相应 的 格林 函数 . 


0.5 


0.0 


(E-e Yr. 


一 1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 
k(n/a) 


图 5.1 一 维 点 阵 的 能 带 
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85.2 ”点 阵 格林 函数 
求 格林 函数 用 (1.1.15) 式 . 
0 (5211) 


本 节 只 讨论 方形 的 简单 格子 , 本 征 函 数 |k) 与 本 征 值 E(k) 都 已 在 上 一 节 中 求 出 . 格 
林 函 数 在 格 点 表象 中 的 矩阵 元 为 
Gll,m;z) =(UG(z)|m) = > Ue 
(5.2.2) 


V @ik:(L—m) 


= Wem /os Bt) 
其 中 积分 号 的 下 标 1BZ 表示 积分 区 域 仅 限于 第 一 布 里 渊 区 (Brillouin zone). 对 角 
矩阵 元 为 有 
Go(2 4; z) 也 称 为 1 格 点 的 格林 函数 . 所 有 格 点 的 格林 函数 都 是 相同 的 . 对 于 足够 
大 的 z, 可 在 分 母 上 忽略 E(k) 而 成 为 
1 VV 

GI(l, 1;z) Do | dk 

而 第 一 布 里 渊 区 的 体积 为 (2m)4/Vo, 其 中 Vs =V/N 是 单位 原 胞 的 体积 . 因此 ， 


G(L 1L;2z) 一 一 . (5.2.4) 


之 一 CO 忆 
(5.2.4) 式 也 可 以 这 样 来 理解 : 将 (5.2.3) 式 对 波 矢 的 积分 写成 加 上 态 密度 的 权重 之 
后 对 能 量 的 积 
GI(L, 1; z) = / ae — ; / wm)d 
此 外 有 / p(B)aE = 1 因为 每 个 格 点 只 有 一 个 态 .格林 函数 都 有 (5.2.4) 式 的 渐 近 
行为 . 也 可 见 (1.1.16) 式 . 
由 格 点 格林 函数 可 算出 格 点 态 密度 : 
po(E) = 下 ImG+ (1,1; E) (5.2.5) 


下 面 按照 d=1, 2, 3 分 别 作 具 体 的 计算 . 
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把 (5.1.15) 式 代 入 (5.2.2) 式 , 得 到 


T/a eika(l—m) i 
N27n a z—é€0— 2Vcoska 


1 " eip(l—m) d 
= 二 人 一 和 
首先 注意 到 , 积分 只 依赖 于 指数 上 的 绝对 值 | 一 mm, 因为 e"=cosz+isinz, 奇 函 数 部 


分 积分 为 零 . 其 次 用 变换 w =ei?, dw =iwdy 将 对 p 的 积分 变 成 在 复 w 平面 上 沿 单 
位 圆 作 积分 : 


Gl(l,m; z) = 
(5.2.6) 


三 | 一 到 | 
其 中 z=(z-e0)/B, B=2Vi. 计算 积分 就 是 要 看 单位 圆 内 有 无 极点 . w2 一 2w+1=(w 一 
P1) (w 一 p2)=0. 必 有 两 个 根 : 


pi=72— Vrx2—1 (5.2.8a) 
02 一 2 十 Vz2 一 1 (5.2.8b) 


显然 , 有 pip2=1. 先 看 |z| > 1 的 情况 . 当 z > loll < 当 z< -=1|pzl <1. 即 两 
个 根 中 必 有 一 个 在 单位 圆 内 , 另 一 个 在 单位 圆 外 . | pi| < 1 时 积分 结果 为 


_1 li—ml li—ml 
RW ee ee Se A (5.2.9a) 
VW pi 一 Da (z 一 co)2 一 万 2 
loz| < 1 时 的 结果 也 可 类 似 地 得 到 
_1 pu pli—m™| 
Gm;2) = = (5.2.9b) 
Vi p2—p1 (z— £0 一 也? 


除了 z 是 实数 且 在 |z| <1 以 外 的 区 域 , 必 有 | 由 | <1, |ox| > 十 
当 zz 是 实数 且 |z| <1 时 , 两 个 根 都 在 单位 圆 上 . 这 时 格林 函数 没有 定义 .只 能 
利用 侧 极 限 : 


Ti re 


相当 于 总 是 只 取 (5.2.8) 中 的 pi1. 这 时 因为 |z| <1, 所 以 能 量 五 处 于 能 带 内 : 


eo—_B<E<eot+B (5.2.11) 
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计算 格 点 态 密 度 : 


1 0(B—|E— eol) 
To EE A es 0 RAiled 
polB) = = (7,4; PB) nV 


(5.2.12) 
图 5.2 画 出 了 z 为 实数 时 的 格 点 格林 函数 的 实 部 和 虚 部 . 在 能 带 内 , 只 有 虚 部 而 没 
有 实 部 ， 在 能 带 外 , 则 只 有 实 部 而 无 虚 部 .在 能 带 边 上 ， 入 密度 以 平方 根 倒数 的 形 
式 趋 于 无 限 大 : 例如 在 上 能 带 边 , 当 E-eo 一 B-6 时 ， 0 二 J 


5 一 0. 格林 函数 的 实 部 则 当 一 e0 一 B-6, 6 一 0 时 以 1/ 5 的 方式 趋 于 无 限 大 . 这 
与 自由 空间 中 的 现象 相同 , 见 图 3.1 和 (1.2.23) 式 . 这 些 是 一 维 连续 谱 的 特点 . 


图 5.2 在 (5.2.10) 式 中 取 1= m 算得 的 一 维 点 阵 格 林 函 数 


与 第 三 章 中 开头 部 分 的 说 明 类 似 , 我 们 在 这 儿 人 简单 指出 格林 函数 矩阵 元 Go(1， 
m; z) 的 物理 意义 : 在 1 格 点 产生 一 个 能 量 为 z 的 粒子 , 运动 到 m 格 点 处 消失 的 传 
播 概率 幅 , 或 者 简称 为 一 个 粒子 从 i 格 点 到 m 格 点 的 传播 概率 幅 . 从 (5.2.9) 式 可 
看 到 , 在 能 带 外 , |pi| < 1, 这 一 传播 概率 是 随 格 点 之 间 的 距离 而 指数 下 降 的 . 在 能 带 
内 . |pi|=1. 这 一 传播 概率 是 不 变 的 . 它 可 以 训 无 阻碍 地 传播 到 任意 远 处 . 但 是 产生 
一 个 粒子 后 的 传播 与 行 波 解 (5.1.13) 式 是 不 同 的 概念 . 两 者 不 能 混为一谈 . 


5.2.2 ”二 维 正方 点 阵 
把 (5.1.16) 式 代 入 (5.2.2) 式 , 得 


Gll Se 2.13 
We) (27)? |/, Zz —é€0— 2V(coskia + cosk2a) Be 
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其 中 

k-. 0 = m) 一 alki(l1 去 701 ) 十 K2(12 < m2)] (5.2.14) 
,12, mi, m2 都 是 整数 ，a 是 品格 常量 ， 第 一 布 里 渊 区 的 范围 是 ， -N/a &< ki < 
T /a, 一 x/a < kz < N/a. 现在 把 (5.2.13) 式 重 写 为 


GL, @iP1(l1—m1)+ip2(l2—m2) 
dopo -一 一 一- 5.2.15 
0 my) do i (cos p1 十 cos p2) ( 9 


coslplUl — m1) 十 p2(12 一 ma)] 
二 一 一 一 d 6 De ON wd 
5 Sf . | es 50 — 2W (cos pl 十 cos p2) 


1 由 W [cos(l1—m1 +l2—m2)p1i][cos(11—m1i—l2+m2)p2] 
= 天- A 
(2 et Z— €0— 4V cos picoswa 


(5.2.15b) 


最 后 一 个 等 式 是 作 了 变量 代 换 , 将 21, 22 变换 成 pi + pa 和 Pp1 一 p2( 即 令 p1=a+b， 
Pp2 一 Q 一 B, 再 把 a 和 和 6 写成 p1 和 po). 对 角 和 矩阵 元 为 


(A /i /i 
Co P1597 二 人 


二 [a 1 本 1 i dp 
27 /x 2 (z—é0)2— B2cos2w1 nNn(z—é0) .Jo VTIT 一 和 2 cos2 


K(A\) (5.2.16) 


其 中 


， B= 4V (5.2.17) 
ZZ—E0 


K (和 ) 是 第 一 类 椭圆 积分 . 当 z = 已 为 实数 时 , 具体 的 表达 式 如 下 : 


2 
二 a 
ReG+(1,1; E) = sx ( 


Eeo 
B 


).-B<E-e<0 


ReG+(L,1; B) = -天 Cy i 


ImG+(L,1; E) = FsK( V1—(E—eo)/B),|E -el<B (5.2.18) 
格 点 态 密度 为 
p(E) = FImG+(L,1; 五) = 0(B -IE-eo)K(V1i— (已 -so)2/B2) (5.2.19) 
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图 5.3 画 出 了 格 点 格林 函数 随 实 能 量 值 的 关系 曲线 . 虚 部 , 即 态 密 度 , 只 在 能 带 
内 才 不 为 零 . 在 能 带 边 上 , 态 密度 以 斜率 趋 于 零 的 方式 趋 于 能 带 边 . 实 部 在 能 带 边 
则 有 对 数 奇 点 . 这 些 是 二 维 连 续 谱 的 特点 . 自由 粒子 的 能 带 也 有 此 特点 , 见 图 3.1 与 
(1.2.18), (1.2.19) 式 . 不 过 图 5.3 在 能 带 中 央 的 态 密 度 有 一 极点 , 此 点 上 格林 函数 的 
实 部 也 不 连续 . 这 是 点 阵 与 自由 空间 的 不 同 之 处 . 对 于 其 他 形式 的 二 维 点 阵 (如 三 
角 格 子 等 ) 的 计算 也 表明 , 能 带 内 态 密 度 会 出 现 奇 点 , 并 且 在 奇 点 位 置 处 格林 函数 的 


图 5.3 用 (5.2.16) 式 算得 的 二 维 方 点 阵 的 格 点 格林 函数 


计算 表明 : 当 z 在 能 带 之 外 时 , 传播 概率 幅 G(1, m; z) 是 随 两 个 格 点 之 间 的 距 
离 | 一 mm| 指数 下 降 的 . 当 互 在 能 带 内 时 , 传播 概率 幅 G(1, ms; 如 按 | 一 ml-12 并 
以 振荡 的 方式 衰减 . 这 与 一 维 的 情况 不 同 , 一 维 点 阵 中 在 能 带 内 的 传播 概率 幅 是 不 
衰减 的 . 这 一 现象 也 说 明 , 由 格林 函数 的 矩阵 元 G(1, m; 吾 ) 所 反映 的 传播 概率 幅 与 
(5.1.13) 式 的 行 波 解 不 是 一 回 事 . 

上 面 已 经 看 到 , 格 点 格林 函数 必须 作 数值 计算 ， 在 对 问题 做 定性 讨论 时 , 如 果 
对 于 细节 不 太 关心 而 只 注重 接近 带 边 时 的 行为 的 话 , 可 用 下 面 这 个 函数 代替 方 格子 
的 格 点 格林 函数 ， 


G(L,1;z) = 二 In (3) (5.2.20) 
相应 的 格 点 态 密 度 i 
pmo(B) = 550(B -IE eol) (5.2.21) 


是 个 常量 . (5.2.20) 式 的 随 实 能 量 值 的 曲线 画 于 图 5.4 中 . 接近 带 边 处 给 出 了 正确 的 
行为 . 但 在 能 带 内 部 不 能 出 现 奇 点 . (5.2.20) 式 并 不 是 哪个 点 阵 的 格林 函数 . 只 是 因 
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为 这 是 个 特别 简单 的 函数 , 用 它 来 代替 方 格子 的 格林 函数 也 是 能 给 出 能 带 边 处 的 正 
确 的 行为 , 所 以 有 时 利用 它 来 对 某 些 问题 作 定性 的 讨论 ， 


一 一 一 一 一 -~ ~ 一 ~ 人 


2 
: (E-e,)/B 


: ReC 
，--- ImG* 


图 5.4 用 (5.2.20) 式 算得 的 格林 函数 


5.2.3 ”三 维 简 立方 点 阵 


简 立 方 格子 的 第 一 布 里 浏 区 -n/a < 有 i, kz2, ka < x /a, 其 中 a 是 晶 格 常量 . 将 
(5.1.17) 式 代 入 (5.2.2) 式 , 并 引入 变量 mi = kia, i=1, 2, 3, 得 到 


1 2 开 s[(l1 — mi)pit(l2 一 7n2)p2(13 一 703 )0: 
Cums / rf dp/ 和 


(2x ze0-2Vi(cos pl+Cos 92 十 cos p3) 
(5.2.22) 
对 角 和 矩阵 元 为 
cutia9= 人 /1 J/ - 
人 
(5.2.23) 
对 于 pi 和 p 可 以 进行 积分 , 结果 为 
1 Tt 
a .2.24 
GB) = FT | dptK(t) (5.2.24) 
a 4V 
NR (5.2.25) 


必 一 50 一 2VY cos 


K(t) 仍 为 第 一 类 椭圆 积分 , 所 以 (5.2.24) 式 中 有 二 重 积分 . 我 们 用 对 (5.2.23) 式 直 接 
做 三 重 数值 积分 计算 得 到 对 角 元 C+ (4l; 五 ) 随 实 能 其 已 值 的 曲线 见 图 5.5. 仍然 先 
看 带 边 的 行为 , 态 密度 在 带 边 是 连续 的 , 并 以 V6 的 方式 趋 于 带 边 , 当 5 一 0 时 , 格林 
函数 的 实 部 在 带 边 处 也 是 连续 的 ; 格林 函数 的 实 部 总 是 有 限 的 ; 在 能 带 之 外 , 格林 函 
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数 实 部 的 斜率 为 负 的 , 且 在 趋 于 带 边 时 斜率 趋 于 -co. 自由 空间 中 的 粒子 也 有 这 些 
性 质 , 见 图 3.1 和 (1.2.8), (1.2.9) 两 式 . 一 般 说 来 , 这 些 特 点 是 三 维 的 连续 谱 所 普遍 
具有 的 , 但 有 例外 对面 心 立方 和 体 心 立方 格子 的 计算 表明 , 它们 的 格林 函数 在 下 
能 带 边 与 带 内 会 趋向 无 穷 , 不 过 一 个 小 的 微 扰 , 例如 考虑 次 近邻 跃迁 , 可 以 消除 这 
种 病态 行为 . 在 能 带 内 存在 范 . 霍 夫 (van Hove) 奇 点 , 在 这 些 点 上 曲线 是 连续 的 但 
是 斜率 趋 于 无 穷 . 


图 55 由 (5.2.23) 式 计算 得 到 格林 函数 
格林 函数 的 虚 部 的 最 大 值 和 实 部 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 的 位 置 是 相同 的 , 即 它们 的 横 坐 标 相同 


计算 表明 : 当 z 在 能 带 之 外 时 , 传播 概率 幅 G(1, m; z) 是 随 两 个 格 点 之 间 的 距 
离 |l-m| 指数 下 降 的 . 当 已 在 能 带 内 时 , 传播 概率 幅 G(1, m; ) 按 |1-m|-! 并 以 
振荡 的 方式 衰减 . 

如 果 只 强调 格林 函数 接近 带 边 时 的 行为 , 对 于 带 内 的 细节 不 注重 , 则 可 以 用 一 
个 简单 的 函数 表达 式 


Gl(l,l;z) = 


2 一 50 十 Sgn(Re(z 一 so))V(z 一 so)2 一 已 ? 
来 代替 简 立 方 格子 的 格 点 格林 函数 . (5.2.26) 式 中 取 虚 部 ImnV(z 一 so0)2 二 有 和 Imz 
具有 相同 的 符号 . (5.2.26) 式 是 由 哈 伯 德 (Hubbard) 提出 来 的 , 故 称 为 哈 伯 德 格林 函 
数 . 当然 它 并 不 是 某 一 真是 点 阵 的 格林 函数 , 只 是 用 它 来 代替 真实 的 格林 函数 在 定 
性 讨论 某 些 问题 时 会 方便 些 . 下 一 章 就 可 以 用 到 这 一 形式 . 由 这 一 函数 算出 的 态 密 


度 为 
po(B) = eS BI (Reo (5.2.27) 


(5.2.26) 
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(5.2.26) 式 算出 的 曲线 见 图 5.6, 其 中 实 部 在 能 带 之 外 及 趋 于 能 带 边 时 的 行为 是 正确 
的 , 虚 部 趋 于 能 带 边 时 的 行为 也 是 正确 的 . 


图 5.6 由 (5.2.26) 式 计 算得 到 格林 函数 


习 是 


1. 为 什么 对 于 二 维和 三 维 的 情况 , 产生 的 粒子 的 能 量 在 能 带 内 , 其 传播 概率 幅 
会 随 着 传播 距离 而 衰减 , 而 能 带 内 的 本 征 态 是 平面 波 , 可 以 传播 到 任意 远 处 ? 


第 六 章 “” 单 杂 质 散射 
86.1 理 论 


本 章 考 虑 的 问题 是 : 在 紧 束 缚 的 点 阵 中 有 一 个 杂质 . 一 方面 , 这 是 个 可 以 用 第 
四 章 介 绍 的 微 扰 论 严格 求解 的 例子 ; 另 一 方面 , 它 有 助 于 了 解 真实 晶体 中 加 入 杂质 
之 后 的 一 些 物理 信息 . 

最 简单 的 杂质 模型 是 : 在 lo 格 点 上 的 自 能 有 一 个 偏离 so+e. 这 相当 于 在 理想 
品 体 中 有 一 个 外 来 的 杂质 原子 蔡 代 了 晶体 中 的 一 个 原子 . 这 时 的 TBH 是 


H= Ho+Hi (6.1.1) 
其 中 未 微 扰 部 分 仍 取 第 五 章 所 用 过 的 最 简单 的 形式 (5.1.12) 式 : 
Ho=e0d DU+WY Dm (6.1.2) 
1 1 m(nn) 
由 替 位 杂质 引起 的 微 扰 部 分 则 是 
Hi = ello) (lo (6.1.3) 


包 所 对 应 的 格林 函数 Go 已 在 上 一 章 中 求 出 . 现在 的 任务 是 利用 Go 和 FH 求 出 万 
所 对 应 的 格林 函数 G. 这 可 用 $4.1 的 理论 . 我 们 运用 (4.1.14), (4117) 两 式 


a > (GoH1)” (6.1.4) 
n=0 
G= Go+tGoTGo (6.1.5) 
先 求 出 散射 矩阵 了 , 再 用 它 来 求 出 格林 函数 . 
将 (6.1.3) 式 代 入 (6.1.4) 式 . 


T= |l0)e(lo| + llo)e(lolGollo)e(lo| + llo)e(lolGollo)e(lolGollo)e(lo| + 


I co) 9 


其 中 
Go(1o,1o) = (lolGollo) (6.1.7) 
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将 (6.1.6) 式 代 入 (6.1.5) 式 ， 


Ge (lo|Go (6.1.8) 


6 
1 — eGollo, Lo) 
从 此 式 可 以 看 出 , Go 所 具有 的 极点 G 都 有 , 所 以 G 的 连续 谱 与 Go 的 连续 谱 完 全 
一 致 . 现在 G( 或 了 ) 多 出 来 一 个 极点 . 令 此 处 的 能 量 为 EP: 
Gollo, lo; EP) 一 (6.1.9) 


这 一 极点 的 位 置 肯定 不 在 原 连 续 谱 内 , 因为 连续 谱 内 的 能 级 处 的 Go(lo, lo; BB) 是 没 
有 定义 的 , 而 只 能 用 其 侧 极 限 . 所 以 Ep 必须 是 位 于 连续 谱 之 外 的 一 个 孤立 极点 . 现 
在 求 G 在 Ep 处 的 留 数 . 


Go(m, lo; Ep)Gollo, n; Ep) 
Go (lo, lo; EP) 


分 母 的 Go 上 的 一 撒 表 示 对 能 量变 数 求 导 . 可 用 (3.1.7) 式 求 这 个 能 级 的 简 并 度 


fe = 好 [ResG(EP)] ed (m, m; Ep) 


ResG(m, n; Ep) = — (6.1.10) 


(ol(Ep — Ho) ?lo) 
= ek) Colm ty)Gollom) = ~ = 


(6.1.11) 
其 中 用 到 了 (1.1.33) 式 . 由 此 可 知 , 这 个 能 级 只 有 一 个 态 , 记 为 |0), 那么 它 在 m 格 
点 上 的 投影 为 (mlb). 根据 (3.1.8) 式 ， 


(mlb) (bn) = ResG(m, n; EP) (6.1.12) 


将 (6.1.10) 式 代入 后 容易 得 到 


Gol EP)|lo) 
—Gollo, lo; EP) 


注意 此 式 并 不 表明 |b) 只 在 lo 格 点 上 有 投影 , 因为 Go (Ep) 现在 是 个 算 符 形式 , 未 
写成 矩阵 元 . |) 态 在 各 格 点 上 的 投影 分 布 为 


二 网 (n| 一 一 一 一 二 一 二 一 Co Br) lo) =O. bln) (6.1.14) 
—Go(lo, lo; EP) 


| = (6.1.13) 


Go (n, Lo; Ep) 
—Go(lo, lo; EP) 


由 于 EP 不 处 于 Go 的 连续 谱 内 , 所 以 由 (1.1.33) 式 , 一 GI(1o, lo; Bp) 一 定 是 个 正 数 . 


bn, = (6.1.15) 
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由 第 五 章 的 讨论 我 们 知道 , 当 不 在 Go 的 能 带 内 时 , Go (mn, lo; 已 ) 是 随 格 点 
之 间 的 距离 Rwo = |n 一 lo| 而 指数 下 降 的 , 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


Go(n, lo; Ep) x e— “(Br)Rno (6.1.16) 


其 中 a(BP) > 0. 所 以 jb) 态 在 lo 格 点 上 的 投影 最 大 , 离开 杂质 格 点 时 在 各 格 点 上 
的 投影 值 按 指数 衰减 . 这 个 态 是 局 域 在 lo 格 点 及 其 附近 的 , 因此 是 个 局 域 态 . 正如 
我 们 在 第 三 章 中 所 指出 的 , 孤立 能 级 对 应 局 域 态 . 量 1/a(EPp) 可 以 看 作 是 此 态 在 空 
间 延 展 范围 的 半径 . 一 维 情况 下 的 a() 可 由 (5.2.9), (5.2.10) 式 得 到 为 


| 有 二， /三 -so 1 
B B? 


现在 来 看 微 扰 对 于 连续 谱 的 影响 , 主要 是 对 连续 谱 态 密度 的 影响 . 这 一 点 是 明 
显 的 , 因为 点 阵 中 有 N 个 格 点 , 每 个 格 点 上 有 一 个 态 , 共有 N 个 态 , 未 微 扰 情 况 下 
这 N 个 态 在 连续 谱 内 有 一 分 布 . 加 入 微 扰 H' 后 , 格 点 数 并 没有 变化 , 但 孤立 能 级 
占有 了 一 个 态 , 只 有 N-1 个 态 分 布 在 连续 谱 内 , 因此 连续 谱 内 的 态 密度 必然 有 所 
变化 . 格 点 态 密度 是 格 点 格林 函数 的 虚 部 . 由 (6.1.8) 式 ， 


a(E)= = ln 


,IE-eo|>B (6.1.17) 


1 € 
p(n; E) = po(n; E)— -I 


nlG+ (EE 6.1.18 
i 1 Gr "| 0 (E)llo)| ( ) 


说 明 相对 于 未 微 扰 时 的 态 密度 确实 有 一 变化 . 对 于 lo 格 点 的 态 密度 , 可 作 简 化 . 令 
Go (lo,lo; EP) = a 十 记 , 即将 实 部 与 虚 部 分 开 , 则 有 po(1o; EE) = 一 b/n. 经 过 简单 的 
运算 可 得 
pollo; E) 

|1 ~ eG# (Lo, 0; ED 
由 (6.1.18) 式 可 知 , 在 原 连 续 谱 的 能 带 范围 内 , p(n; EB) 是 个 非 零 有 限 的 量 , 因此 p(n; 
五 ) 与 po(m; 五 ) 的 连续 谱 的 范围 是 相同 的 . 但 po(n; 五 ) 在 连续 谱 范围 之 外 还 有 一 个 
6 峰 , 这 就 是 孤立 能 级 Ep. 


pllo: E) = (6.1.19) 


Go(n, lo; Ep)Gollo, n; Ep) 
—Gollo, lo; EP) 
=|bn|’6(E — Ep);E ~ Ep (6.1.20) 


p(n, E)= 6(E— EP) 


此 式 的 求法 是 , 在 计算 ImnG(E+i01) 时 令 巨 一 Bp, 分 子 分 母 同时 乘 以 一 Epi0+， 
并 用 (1.1.23) 式 , 取 虚 部 即 可 . 
每 个 格 点 上 只 有 一 个 态 . 


克 ， p(n, E)dE =1 (6.1.21) 
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现在 把 连续 谱 和 孤立 谱 明 确 区 分 开 来 . 将 (6.1.21) 式 重 写成 
E, 
上 p(n, E)dE +|bn|*=1 (6.1.22) 
El 


此 处 轧 和 及 分 别 表示 连续 谱 的 下 带 边 和 上 带 边 . 将 (6.1.22) 式 对 所 有 格 点 求 和 | 
就 是 总 的 状态 数 N. 利用 束缚 态 已 经 是 归 一 化 了 的 , 即 》 |bwl? = 1( 见 (6.1.10) 和 


(6.1.11) 式 ), 得 到 


Eu 
D(E)dE 十 1 三 和 (6.1.23) 
El 


这 就 是 前 面 所 作 的 分 析 的 数学 表达 ，(6.1.22) 式 表明 每 个 格 点 上 都 贡献 出 jp? 的 
部 分 给 孤立 态 . 而 bn 正 是 孤立 态 | 在 格 点 n 上 的 投影 . 在 杂质 格 点 lo。 上 有 最 大 
的 贡献 , 远离 杂质 格 点 , 对 局 域 态 的 贡献 按 指数 下 降 ( 见 (6.1.16) 式 ). 
现在 求 连续 谱 内 的 本 征 态 . Ho 的 本 征 态 已 知 为 (5.1.13) 式 的 |k). 的 本 征 态 
根据 (4.1.31) 式 为 
IwE) = |k) + Go (E)TT (E)|k) (6.1.24) 


将 (6.1.6) 式 代入 , 得 到 |wE) 在 n 格 点 上 的 投影 值 : 


(nlG# (E)llo)e(lolk) 
1 0 Sr 


第 一 项 是 未 微 扰 的 行 波 . 后 一 项 是 受到 散射 的 效应 , 是 散射 波 . 特别 是 在 杂质 格 点 
上 的 投影 为 


(6.1.25) 


(lolk) 
1 — eG (lo, lo; E) 
第 四 章 (4.2.14) 式 给 出 了 有 散射 的 情况 下 初 终 态 之 间 单 位 时 间 内 的 跃迁 概率 . 现在 
初始 行 波 态 |k;) 跃迁 到 最 终 行 波 态 |kr) 的 散射 截面 是 正比 于 这 个 概率 的 . 


(lolws) = (6.1.26) 


£2 


2 Wi; kre|TT(E)R) = 一 一 一 一 一 一 
1 x Wei ce |(Re|TH(E)|Ri)| |1 ~ eG+ (lo, lo; EP 


(6.1.27) 
其 中 代入 了 (6.1.6) 式 和 (5.1.13) 式 . 

现在 我 们 来 讨论 连续 谱 内 的 共振 态 . 按照 对 (6.1.8) 式 的 讨论 , 由 于 现在 巨 在 
Ho 的 能 带 之 内 , 1 -eG# (io, 1o; 已 ) 不 为 零 . 然而 在 某 些 条 件 下 , |1 - eG#(lo,1o0; EE)|? 
可 能 在 某 一 值 处 很 小 . 那么 当 EE = 玉 时 , (6.1.26) 式 的 |(lo| Ye)|2 表现 出 极 
大 值 . 由 第 五 章 的 讨论 可 知 , 对 二 维和 三 维 情况 , 格 点 n 远离 lo, 即 Rao 一 co 时 
Go(n, Lo; 五) 一 0, 因此 (6.1.26) 式 (nm |yE) 一 (mn | ). 因此 |y,) 在 远离 杂质 处 趋 
于 未 微 扰 的 行 波 | k). 对 一 维 情况 , 能 带 内 的 Go(n，lo; EE) 一 常数 . 总 之 , 这 类 情 
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况 可 以 用 图 6.1(b) 表示 出 来 . 这 样 的 态 称 为 共振 态 ， 作 为 比较 , 图 6.1(a), 图 6.1(c) 
画 出 了 (属于 孤立 能 级 的 ) 束缚 态 与 一 个 扩展 态 ( 即 |1 -eGt (lo,1o; 理 )? 不 很 小 的 
情况 ). 一 方面 , 共振 态 类 似 于 局 域 态 , 在 lo 杂质 格 点 上 有 最 大 投影 值 , 且 离 开 杂 质 
格 点 时 投影 迅速 下 降 . 另 一 方面 , 它 又 类 似 于 扩展 态 , 可 传播 到 很 远 处 . 


| 站 
0 R, 


(a) 局 域 态 
AA | 
0 R, 
(b) 共振 态 
[Kaly > 
0 R, 
(0) 扩展 态 


图 6.1 三 种 典型 状态 的 粒子 数 密度 随 距 离 的 变化 (杂质 位 于 原点 ) 


注意 在 共振 能 量 及 处 , 散射 截面 会 出 现 一 个 峰值 , 见 (6.1.27) 式 . 杂质 格 点 的 
态 密度 p(1o; 五 ) 也 会 在 轧 附近 出 现 峰 值 , 见 (6.1.19) 式 . 由 于 p(lo; B) 因子 的 存在 ， 
峰值 不 一 定 正 好 在 及 处 , 而 是 在 其 附近 . 
现在 将 |1 一 eG5 (lo,1o; 万 )| 写成 (1- sReGf)2 +e2(ImGdt)2, 那么 出 现 共振 峰 
的 条 件 是 
1— eReGi (lo,lo; BE.)NT0 (6.1.28) 


和 
e?2[ImGt (lo,lo; EP? < 和 1 
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假设 在 及 附近 , ReGo(lo, lo; B) 的 导数 是 互 的 缓 变 函 数 , 则 作 展 开 ReG+ (E) = 
ReGt (B) + ReG+ (BE)(E 一 忆 .), 结合 (6.1.28) 式 ， 


|1 ~ eGt (lo,lo; EN 2 ATI(E -E+ TE E, (6.1.29) 


其 中 TT = |ImGi (lo, lo; B)/ReG$ (lo,lo; Ei)l, A-! = | eReG# (10,l0; Bi)|， 代入 
(6.1.19), (6.1.26), (6.1.27) 式 , 有 


A?pollo; E) _ A2pollo;E) 


; = Es -二 
【0 (6.1.31) 
A? A2e? 
2 
= BAT AE (6.1.32) 
其 中 
[ty RE (6.1.33) 


注意 2 的 虚 部 应 取 负 号 . 因此 , 如 果 (6.1.29) 式 有 效 的 话 , 由 (6.1.8) 式 , 有 G+(lo, lo; 
FE) = GF(lo, lo; EB)/[1 -eG#(lo,lo; 世 )], 再 利用 G- = (G+)*, 可 写 出 
0 Go (lo, Lo; E) 


GT (lo, lo; E) = 0 三 


.1.34 
7 Be (59 


由 此 可 见 , 如 果 硬 将 G+(1o, 1o; EB) 越过 支 制 线 向 下 半 平 面 作 解 析 延 拓 , 在 下 半 平 面 
内 的 极点 就 是 共振 态 ; 同 理 , 将 G- (lo, lo; B) 越过 支 割 线 作 解 析 延 拓 , 在 上 半 平 面 
内 的 极点 就 是 共振 态 . 反之 , 也 可 以 这 么 说 : 如 果 G+ (lo, lo; B) 解析 延 拓 越 过 支 割 
线 后 在 实 轴 附近 (7/B < 1, B 是 能 带 半 宽 ) 有 一 极点 , 就 会 出 现 一 个 共振 态 (注意 
G-( lo, lo; 五) 越过 支 割 线 的 解析 延 拓 会 导致 复杂 的 结构 .p(1o; E), |( lo| wp) 上 2? 和 
lf 这些 晤 也 不 是 (6.1.30)~(6.1.32) 式 这 样 简单 的 形式 了 . 这 种 情况 的 一 个 例子 是 
在 接近 带 边 处 出 现 共振 ). 下 一 节 将 看 到 当 孤 立 极点 Ep 很 靠近 带 边 时 会 发 生 强 烈 
共振 的 情况 . 
现在 考虑 一 个 具有 能 量 五 的 粒子 的 运动 . 根据 第 二 章 含 时 格林 函数 的 理论 ， 
p(T,t) = 六 /ri —t)p(r’,t) dr’ = a/ ot(r,r hw)e tp(r’, 0)dr’ 

其 中 令 p(7',t) = p(7',0)6(t), 即 在 t=0 时 产生 一 个 粒子 , 以 这 一 时 刻 为 起 点 , 考虑 
波 函 数 的 变化 . 将 此 式 变 成 格 点 表象 中 的 形式 . 设 初始 时 刻 , 波 函 数 为 Cn,(0)= 6no， 
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即 产生 的 粒子 处 于 杂质 格 点 上 . 那么 t >0 时 lo 格 点 上 振幅 的 演化 为 
”2 


Colt) eiBt/NG+ (Lo, lo; E)dE (6.1.35) 
积分 路 径 是 在 上 半 平 面 紧 靠 实 轴 处 . 可 在 下 半 平 面 补 上 无 穷 大 半圆 构成 回路 . 回路 
中 包括 实 轴 上 连续 谱 的 所 有 极点 , 孤立 极点 与 下 半 平 面 的 极点 马 . 下 面 我 们 分 
别 看 这 三 种 极点 的 贡献 并 只 注意 随时 间 变 化 的 行为 : 

1. 只 取 孤 立 极点 的 贡献 


C0,.6(t) = -2ni ResGt (lo, lo; Ep)e Brt/h ~ |bo|2e-iBrt/h (6.1.36) 


此 式 意味 着 处 于 局 域 态 的 粒子 不 会 完全 扩散 . 即使 + 一 co, 粒子 驻 留 在 杂质 格 点 上 
的 概率 仍然 是 有 限 的 |bo|*. 
2. 连续 谱 内 某 个 态 的 贡献 


Co,B(t) ~ eloB 4 hi/B (6.1.37) 


其 中 |a| 的 数量 级 为 1. 这 样 能 带 内 的 态 在 大 约 太 /B 的 特征 时 间 从 杂质 格 点 扩散 掉 . 
Oot nae Nee (6.1.38) 


在 时 间 t < 友 /T, 粒子 基本 上 是 驻 留 在 杂质 格 点 上 的 , 其 行为 类 似 于 束缚 态 . 条 件 
是 > B, 即 共振 峰 宽度 远 小 于 带宽 , 否则 其 行为 就 与 扩展 态 基本 相同 了 . 在 长 时 
间 后 , 粒子 还 是 可 以 扩散 至 无 穷 远 处 . 由 (6.1.38) 式 知 , (6.1.33) 式 极点 的 虚 部 必须 
取 负 值 , 否则 物理 上 无 意义 . 

最 后 应 指出 , 共振 态 是 一 个 在 杂质 格 点 上 投影 振幅 显著 增 大 的 扩展 态 . 共振 态 
的 能 量 仍 在 连续 谱 的 范围 内 , 只 是 多 出 一 个 虚 部 也. 由 (6.1.38) 式 , 当 t > /TT 时 ， 
共振 态 就 消失 了 . 所 以 共振 态 是 有 寿命 的 , 其 寿命 约 为 有 /T， 因此 共振 态 极 点 的 实 
部 表示 其 能 量 值 , 虚 部 倒数 表示 其 寿命 . 
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6.2.1 ”三维 情况 


我 们 仍 以 简 立 方 格子 为 例 讨论 ， 由 第 五 章 的 结果 可 知 : 对 于 理想 点 阵 , 在 能 带 
之 外 , 格 点 格林 函数 无 虚 部 、 数 值 处 处 有 限 、 斜 率 总 是 为 负 . 记 能 带 的 上 下 限 分 别 
为 轧 ,, 画 , 则 有 ( 见 图 6.2): 


五 = ReGo(ll;B) < Go(LL; EB) < 0, 当 EE<DH (6.2.1a) 
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6.2 三 维 简 立 方 点 阵 格 点 格林 函数 的 实 部 和 虚 部 


0 < Gollo,lo; EF) <h=ReGolll;B,), 当 E> 及 时 (6.2.1b) 


加 入 微 扰 后 孤立 能 级 的 解 应 区 分 几 种 情况 : 

(1) e < 1/1, 则 有 且 仪 有 一 个 孤立 极点 Ep < 瓦 . 

(2) 1/1,< e < 0, 这 时 直线 1/e 在 能 带 之 外 与 格林 函数 不 相交 , 所 以 没有 孤立 
能 级 出 现 . 这 一 结果 的 物理 解释 是 : 一 个 吸引 杂质 势 (= <0) 只 有 其 强度 超过 一 个 临 
界 值 (le| > LV/ 可 ), 才能 产生 一 个 束缚 态 . 

(3) 对 于 s > 0, 行为 是 类 似 的 . 只 有 当 排 斥 势 的 强度 超过 一 个 临界 值 (le| > 
L/|z|) 时 , 才能 产生 一 个 束缚 态 , 其 能 级 Ep > EB. 足够 强 的 排斥 势能 够 产生 高 外 
量 的 束缚 态 , 这 是 量子 力学 中 有 能 带 上 限 后 出 现 的 特点 . 对 这 一 特点 的 解释 是 : 在 
固体 物理 中 能 带 顶 附 近 的 电子 的 有 效 质量 为 负 , 其 行为 相当 于 带 正 电荷 的 电子 , 所 
以 对 负电 荷 的 排斥 就 是 对 正 电荷 的 吸引 .这 是 晶 格 周期 性 的 结果 . 对 于 自由 空间 ， 
自由 粒子 的 连续 谱 = 局/(2m) 只 有 下 限 E=0 而 无 上 限 , 任何 排斥 势 都 不 能 捕 
获 粒子 . 

总 之 , 当 e < -L/ 和 el > 1/h 时 , 各 有 一 个 孤立 能 级 分 别 在 能 带 的 下 限 以 
下 和 上 限 以 上 . 在 -1/|1| <e < 1/ 范围 内 则 无 束缚 态 . 

现在 来 看 一 下 当 |e| 从 零 逐 渐 增 加 时 , 五 的 态 密度 是 如 何 变化 的 为 了 便于 讨论 ， 


采用 哈 伯 德 格林 函数 (5.2.26) 式 . G+ (1o, 1o; E)= pe IC 


在 这 一 简单 情况 下 1/|1|=1/ 太 =B/2. 由 (6.1.9) 式 算出 孤立 极点 为 Bp=(B?+4e?)/(4e)， 
条 件 是 |e| > B/2. 由 (6.1.19) 式 算出 有 微 扰 后 杂质 格 点 的 态 密度 为 


2 VB 一 五 ? 


pllo; E) = i BIT Ase 五 | < 如 (6.2.2) 
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设 p(lo; EB) 在 EB 处 有 极 大 值 , 那么 8p(lo; E)/8E|g-g, = 0， 


4eB? 


EF = 一 一 一 一 一 
"  B2+4e? 


(6.2.3) 
如 果 及 处 的 峰 显得 比较 尖锐 的 话 , 就 可 认为 是 个 共振 能 量 了 . 图 6.3 画 出 了 e 为 各 
负 值 时 p(lo; E) 的 曲线 . 当 |e| 从 零 开始 增加 时 , 态 密度 的 最 大 值 朝 下 能 带 边 的 方向 
移动 , 且 越 靠近 能 带 边 峰 宽 逐渐 变 窄 . 在 很 接近 能 带 边 处 出 现 尖锐 共振 峰 . 最 强烈 
的 共振 出 现在 带 边 |e| = B/2 处 . 当 |e| 超过 B/2, 共振 峰 的 一 部 分 分 裂 出 来 成 为 一 
个 5 函数 , 这 就 是 对 应 于 束缚 态 的 孤立 能 级 Ep, 这 一 5 峰 的 权重 是 |bo|?, 见 (6.1.22) 
式 . 由 (6.1.15) 式 的 计算 ， 


le| 的 进一步 增加 使 共振 峰 内 态 密度 的 损失 更 多 , 从 而 5 峰 的 权重 |bo? 在 不 断 增加 ， 
Ep 的 位 置 也 向 能 量 更 低 的 方向 移动 . 同时 共振 峰 的 位 置 也 向 能 带 中 央 方 向 退回 去 ， 
峰 高 也 减弱 直至 缓慢 消失 . 由 于 现在 画 的 是 lo 格 点 上 的 一 个 粒子 的 态 密度 , 可 以 看 
出 , 当 |e| 一 oo 时 , Bp 一 co, 5 峰 的 权重 |bol? 一 1, 能 带 内 的 态 密度 则 完全 消失 . 对 
于 6 > 0 的 情况 可 完全 照 此 讨论 . 注意 在 复杂 系统 中 , 孤立 能 级 和 共振 态 都 可 能 出 
现 不 止 一 个 . 

图 6.3 画 的 是 s < 0 的 情况 . 对 于 e < 0 的 情况 可 同样 作曲 线 讨论 

实际 上 , 既然 格 点 的 格林 函数 Gd (lo, 1o; 忆 ) 可 以 数值 计算 如 图 5.5, 那么 杂质 格 
点 的 格林 函数 G+ (1o, lo; 忆 ) 也 完全 可 以 用 (6.1.8) 式 数值 计算 得 到 . 取 其 虚 部 就 得 
到 杂质 格 点 上 的 态 密 度 p(1o; ). 结果 如 图 6.4 所 示 . 物理 讨论 与 图 6.3 完全 相同 . 


6.2.2 ”一 维 情 况 
”一 维 的 未 微 扰 态 密度 在 趋 于 带 边 时 的 行为 是 


pW; E) —— -7 (6.2.4) 
格 点 格林 函数 都 是 恒 
Gollo, lo; 五 ) 一 一 一 一 一 一 oo (6.2.5) 
五 一 万 Hb —_E 


五 和 五 都 是 无 限 的 , 见 图 5.2. 因此 杂质 势 的 强度 |e| 无 论 多 么 小 , 总 是 会 在 能 带 之 
外 出 现 一 个 孤立 能 级 , 即 产生 一 个 束缚 态 . 如 果 s < 0 且 数 值 很 小 , 那么 孤立 态 的 束 
缚 能 为 

Eb =|Ep— 已 | 一 0 (6.2.6) 
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< 一- 8/B=-0.3 


2E 有 =-0.4 
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图 6.4 点 线 、 点 划 线 和 双 点 划 线 的 峰 高 分 别 约 为 1000, 6000 和 20000. 
态 密 度 的 转折 点 正好 在 无 杂质 的 格林 函数 的 实 部 和 虚 部 的 最 大 值 处 
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如 果 在 自由 的 一 维 空间 有 一 个 势 阱 , 深度 为 仿 , 线 度 为 00; 则 je 一 全 ,由 (4.4.7) 
式 , C = 0 Vm 有 n. 那么 束缚 能 是 , Bo 二 一 -他 交 yz, 正 与 (4.4.9) 式 相同 


wmpo -0 2 总 

由 于 一 维 问题 的 简单 性 , 可 以 引入 透射 与 反射 的 概念 而 无 需 高 维 空间 中 散射 截 

面 这 样 的 概念 . 现在 透射 率 | 直 与 反射 率 |r|? 的 定义 为 

1 
|1 = eGollo, lo; 五) 
a leGo(lo, lo; E)l? 

|1 ~ eGollo, lo; 五 )|? 

在 能 带 内 , 由 于 格 点 格林 函数 只 有 虚 部 , 所 以 | 二 |r]?=1. 用 (6.2.7) 将 (6.1.19) 式 
写成 


上 2 = (6.2.7) 


(6.2.8) 


pllo; E) = pollo; 万 | 十 (6.2.9) 
类 似 地 , (6.1.31) 式 写 成 


opw)P = 地 (6.2.10) 


因为 | 起 <1, 所 以 | 由 随 EB 出 现 尖锐 共振 由 意味 状 | 由 从 远 小 于 1 急剧 上 升 至 接 
近 | 
对 一 维 点 阵 ( 取 so=0): 
1 


束缚 能 级 为 
Ep = sgn(e)V 万 2 十 2? (6.2.12) 
其 中 sgn 函数 见 (2.2.13) 式 . 透射 率 为 
B? a 五 2 
引 = Bi Bie (6.2.13) 


此 式 不 显示 共振 结构 , 原因 是 一 维 人 简单 格子 的 系统 太 简单 (没有 产生 干涉 效应 的 可 
能 性 ), 故 不 足以 出 现 共振 . 


6.2.3 ”二 维 情况 


对 于 二 维 方 点 阵 也 可 以 作 同 样 的 讨论 . 结论 是 无 论 |e| 多 小 总 是 会 出 现 孤 立 能 
级 , 这 从 图 5.3 中 的 格 点 格林 函数 的 曲线 上 就 能 看 出 来 . 

本 节 的 结果 与 84.4 的 结果 是 一 致 的 . 即 在 一 维和 二 维 的 连续 谱 外 , 无 论 杂质 微 
扰 势 多 么 小 , 总 能 够 产生 一 个 束缚 态 . 而 三 维 的 连续 能 谱 之 外 , 杂质 微 扰 势 只 有 超 
过 一 定 的 强度 , 才 会 产生 一 个 束缚 态 . 

对 于 三 维 情况 与 一 维 、 二 维 之 间 的 这 种 差别 ， 有 一 个 简单 的 物理 解释 . 考虑 d 
维 空间 的 一 个 势 阱 , 它 的 深度 是 -|e|, 线 度 为 a. 为 了 捕获 一 个 质量 为 m 的 粒子 , 使 


. 66. 六 章 单 杂 质 散 射 
Es i 
这 个 粒子 驻 留 于 势 阱 周围 和 的 线 度 之 内 , 那么 粒子 在 势 阱 周 围 活动 而 在 势能 上 的 降 
低 AV, 必须 大 于 它 在 动能 上 的 增加 AT. AV 的 计算 式 是 


/ (ng2dar ~ adlel/Xd, A>a 
站 访 汪 
f vwpaer ~ |el, 入 <a 


为 一 方面 , AT s P2/(2m) x 避 /(2mX?), 其 中 用 到 了 不 确定 原理 . 很 小 的 jel, 对 应 
于 很 大 的 和, 因为 越 浅 的 势 阱 对 粒子 的 束缚 越 弱 . 这 时 当 d > 2 时 AT < AV, 当 
d < 2 时 AT > AV. 因此 如 果 d < 2, 很 小 的 |e| 就 可 形成 束缚 态 . 如 果 d > 2, 小 |a| 
就 不 能 形成 束缚 态 . d=2 是 个 边缘 情况 , 只 能 依赖 于 具体 问题 的 计算 . 本 节 与 84.4 
的 例子 表明 二 维 时 小 je| 也 能 形成 束缚 态 , 只 不 过 束缚 能 很 小 . 

本 章 介绍 的 是 杂质 模型 中 最 简单 的 情况 . 另外 还 可 以 设 哈密 顿 量 (5.1.12) 式 中 
只 有 一 个 WV 为 异常 的 情况 , 可 称 为 杂质 交 释 (而 非 杂 质 格 点 ) 模型 . 如 考虑 理想 点 
阵 中 有 两 个 杂质 的 情况 , 即 双 杂质 模型 , 也 可 以 用 本 章 先 求 散射 矩阵 了 再 求 格林 函 
数 的 步 双 求 解 . 这 些 都 是 可 解 模 型 . 对 于 很 多 的 不 规则 排 布 的 杂质 , 则 是 无 序 模型， 
有 不 同 的 解决 办 法 . 

以 上 介绍 的 都 是 整数 维 的 情况 , 即 点 阵 的 维 数 d=1, 2, 3. 对 于 非 整 数 维 的 情况 ， 
例如 奈 合 的 一 维 平行 链 , 可 用 同样 的 方法 处 理 是. 


习 是 


1. 由 (6.1.18) 式 证 明 (6.1.19) 和 (6.1.20) 式 . 

2. 利用 二 维 点 阵 格 林 函 数 的 简化 形式 (5.2.20) 式 , 对 于 有 一 替 位 杂质 时 的 术 密 
度 的 变化 ,类似 三 维 那 祥 作 各 种 计算 并 讨论 结果 . 

3. 设 一 维 点 阵 哈密 顿 量 (5.1.12) 式 中 只 有 一 个 所 为 异常 , 即 杂质 交 芝 的 情况 ， 
计算 由 此 引起 的 态 密度 的 变化 . 

4. 两 个 全 同 的 一 维 平行 链 , 之 间 有 一 链 桥 相连 , 如 下 图 . 计算 由 这 一 链 桥 而 出 
现 的 新 的 能 级 , 并 讨论 相应 的 波 函 数 的 情况 器. 
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37.1 引言 


第 五 章 我 们 建立 了 紧 束 缚 模型 , 引入 了 格 点 表象 并 计算 了 最 简单 的 点 阵 的 格林 
函数 . 在 这 里 先 把 基本 的 公式 复述 一 遍 , 所 用 的 符号 与 前 面 有 些 不 同 , 以 便 大 家 部 
悉 一 下 文献 资料 上 的 符号 习惯 

如 果 在 格 点 表象 中 已 写 出 哈密 顿 量 五, 那么 它 应 是 一 个 矩阵 , 其 矩阵 元 为 (5.1.7) 
式 . 这 时 格林 函数 G(z) 也 是 个 矩阵 , 应 把 (1.1.14) 式 写 成 


(z) = i = (zI— H)-! (7.1.1) 
其 中 工 是 与 五 同 阶 的 单位 矩阵 . 在 格 点 表象 中 的 本 征 值 方程 也 应 为 矩阵 形式 . 
>》 ， Hijujv = QyUiv (7.1.2) 


J 


这 里 av 是 本 征 值 , wj 显然 是 第 v 个 本 征 波 函 数 在 第 7 格 点 上 的 投影 (; | w). 我 
们 现在 略 去 了 指标 ; 上 的 矢量 符号 , 只 要 对 于 不 同 的 格 点 j 的 数值 是 不 同 的 , 这 样 
的 省 略 记 法 不 会 对 后 面 讨论 问题 带 来 影响 . 本 征 函 数 具有 正 交 性 和 完备 性 : 


> ， Uivujy = 0 >》 Ujvujy, 一 0 (7.1.3) 
现在 将 (7.1.1) 式 改造 成 》_(ilG(z)|j)(j|zI 一 HIk)(klwy) = 人 lu) = wv; 利用 (7.1.2)， 
jk 
(7.1.3) 两 式 , 可 得 到 格林 函数 的 矩阵 元 


Gij(z) = G(i, 7;z) = >》 ， 2 (7.1.4) 
格 点 态 密 度 D;(E) 是 格 点 格林 函数 的 虚 部 ， 
Di;(B) = -ImGs (E+ in) (7.1.5) 


理论 上 , 7 应 该 是 一 正 的 无 穷 小 量 . 在 作 数 值 计算 时 , 7 一 般 取 一 个 适当 的 小 量 ( 辟 
如 为 整个 能 带 范围 的 10-3), 使 计算 出 来 的 态 密度 的 峰值 不 是 太 尖 锐 .7 的 值 选取 得 
越 大 计算 得 到 的 峰 高 越 低 , 峰 的 宽度 则 越 大 . 
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利用 (1.1.23) 式 得 到 格 点 态 密 度 为 


Di(E)= 》 |uiwl?d(B— a,) (7.1.6) 


/Di(B)aE-1 说 明 每 个 格 点 上 有 一 个 态 . 整个 点 阵 的 总 态 密度 为 
D(E)= >》 Di(E)= >》 6BE—o) (7.1.7) 


可 将 (7.1.6), (7.1.7) 式 与 (1.1.28), (1.1.27) 式 作 一 比较 . 

这 一 方法 的 具体 运用 并 不 像 上 述 原理 的 表述 那么 简单 ， 从 第 五 章 我 们 已 经 看 
到 , 即使 二 维和 三 维 的 最 简单 的 方 点 阵 模型 , 就 已 用 到 椭圆 积分 . 对 其 他 模型 的 处 理 
将 更 为 复杂 . / 

本 章 要 介绍 一 种 方法 书 , 使 得 对 某 些 稍微 复杂 的 哈密 顿 量 , 有 一 个 较为 简便 的 
处 理 方法 . 思路 如 下 : 如 果 一 个 较为 简单 的 点 阵 哈密 顿 量 五 的 格林 函数 G(z) 与 态 
密度 Di(B) 是 可 以 直接 计算 出 来 的 . 有 一 个 较为 复杂 的 哈密 顿 量 五 * 是 五 以 某 种 
方式 构造 而 成 的 , H* 就 称 为 了 H 的 扩展 哈密 顿 量 .H* 所 对 应 的 点 阵 自然 要 比 五 的 
复杂 . 我 们 的 目的 是 要 利用 五 的 G(z) 和 Di(E) 计算 出 扩展 格林 函数 G*(z) 和 扩展 
态 密 度 D?(E). 

$7.2 讨论 的 是 H* 由 H 的 寡 级 数 构造 而 成 . 由 此 可 由 最 近邻 跃迁 的 结果 求解 
次 近邻 及 更 远近 邻 路 迁 的 点 阵 模型 . 87.3 中 , H* 是 由 互 的 直 积 构成 的 , 这 可 使 用 低 
维 点 阵 的 结果 求解 高 维 的 点 阵 模型 . 第 四 节 处 理 的 问题 是 : 哈密 顿 量 He* 难于 直接 
表达 出 来 , 但 点 阵 本 身 的 扩展 规则 是 非常 清楚 的 , 即 点 阵 是 由 极 简 单 的 部 分 一 一 一 
个 或 极 少数 几 个 “种 子 ” 按 一 定 规则 构建 而 成 的 . 这 时 可 建立 迭代 关系 来 计算 格 点 
的 态 密 度 等 . 


87.2 ”哈密 顿 量 的 容 级 数 扩展 
如 果 一 个 哈密 顿 量 He 由 下 述 方式 构成 ， 


H°=aol +aH+aH?+...= 》_anH"= f(H) (7.2.1) 


其 中 五 可 按 (7.1.1)~(7.1.7) 的 办 法 求解 , 我 们 要 求 出 He* 所 对 应 的 Ce(z) 与 D*(z). 
首先 , 容易 求 出 五 * 的 本 征 函 数 与 本 征 值 . 本 征 函 数 与 玉 的 相同 . 本 征 值 为 


ae = ao 十 alav 十 aaa2 十 … ,一 >》 ana? = f(a,) (7.2.2) 
Nn 
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这 里 f(a) 是 个 实 函 数 , 它 可 能 就 是 一 个 寡 级 数 的 形式 ; 也 可 能 是 求 和 后 的 一 个 解 
析 表 达 式 , 这 时 它 本 身 不 含 系数 {an}, 它 的 宕 级 数 展开 确定 了 {a}. 称 f(z) 为 扩展 
函数 . 

扩展 态 密度 仿照 (7.1.7) 式 , 应 该 是 


= 2 ,dE — /oo (7.2.3) 


假如 方程 一 f(z)=0 的 根 是 {zr(B)}( 或 称 {zk(E)} 是 妃 - f(z) 的 零点 , 这 里 零点 位 
置 随 EE 而 变化 , 下 标 表明 零点 可 能 不 止 一 个 ), 由 简单 的 数学 推导 (将 f(a) 在 
Zk() 附近 做 泰勒 展开 ), 我 们 得 到 


6(zZk(E)— or) (zx(E)) 
-2 2 rE ee 司 )j 


(7.2.4) 式 可 能 会 出 现 原先 D(E) 所 没有 的 新 的 极点 , 这 是 因为 (7.2.1) 式 的 变 
换 是 非 线性 的 . 这 些 奇 点 是 有 物理 意义 的 , 但 它们 与 D(E) 无 关 , 所 以 它们 的 峰 宽 不 
因 (7.1.5) 式 中 7 的 取 值 而 展 宽 . 为 了 使 它们 与 原 D(E) 中 的 峰 有 一 致 的 宽度 , 在 分 
母 上 同样 引入 一 个 小 的 虚 部 户 (zk( 瑟 )) 十 im. 这 样 定义 


T(z)= VCZ))2 + (7.2.5) 
那么 
ce 二 0 (7.2.6) 


扩展 局 域 态 密度 D?(B) 的 计算 方法 显然 与 (7.2.4), (7.2.6) 式 是 一 样 的 . 下 面 计 
算 扩展 格林 函 数 的 矩阵 元 G9 (z)， 


CS 人 二 > SF ee (7.2.7) 
现在 由 于 有 波 函 数 wiuuj,*, 它们 一 般 为 复数 , 而 且 现在 的 自 变量 > 是 复数 , 与 (7.2.3) 
式 中 自 变 量 五 为 实数 的 情况 不 同 , 结果 应 比 (7.2.4) 式 复 杂 些 . 如 果 z 和 s 都 为 复 
数 的 复 变 函数 FF(s)=1/[z 一 f(s)] 的 极点 为 {sk(2)}, 那么 (还 是 将 /av) 在 sk(z) 附 
近 做 泰勒 展开 ) 


Gi (z) = 


(7.2.8) 


订 


R(z) 是 由 这 样 来 确定 的 : 
(1) 如 果 f(s) 是 个 多 项 式 或 是 在 无 限 远 处 无 界 的 有 理 函 数 , 那么 R(z)=0 
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(2) 如 果 f(s) 是 个 有 理 函 数 且 在 无 限 远 s 一 oo 处 的 值 有 限 , 那么 R(z) = 
Fr(s 一 00). 
(3) 除 上 述 两 种 情况 之 外 , 
1 


1 
Mm 


(7.2.9) 
下 面 来 应 用 上 述 理论 , 将 一 维 简 单 点 阵 从 最 邻近 跃迁 扩展 到 次 近邻 跃迁 . 先 将 
一 维 最 近邻 跃迁 的 模型 再 计算 一 遍 , 读者 由 此 看 到 解决 一 个 问题 可 以 有 不 同 的 途径 . 
本 闻 的 方法 避免 了 求解 本 征 函 数 . 
(5.1.12) 式 哈 密 顿 量 的 矩阵 元 可 写 为 


二 m+1n 十 0m -1m m,n 一 一 Co 人 二 co (7.2.10) 


其 中 为 简单 计 , 格 点 的 自 能 eo 取 为 零 , 最 近邻 跃迁 取 为 人 =1. 由 于 平移 对 称 性 , 可 
以 只 计算 格林 函数 矩阵 的 第 零 列 元 素 . 取 [27 一 H]G(z) = 了 的 第 m 行 第 0 列 元 素 ， 
有 

ZGmo(z) sz Gm+1,0() = Gm-_1,0() 一 bmo0 (7.2.11) 


求解 差分 方程 (7.2.11) 式 的 方法 是 建立 一 个 母 函 数 g(x), 它 的 宪 级 数 展开 系数 是 
Co(2z). 


Oo 


g(z) = >》 ，zmGmo(z) (7.2.12) 


将 (7.2.11) 式 两 边 乘 以 zm 并 对 m 求 和 可 得 
9g(zZ) = ( 一 2 一 =) (7.2.13) 


现在 对 g(z) 作 z 的 震级 数 展开 . 展开 时 z 应 处 于 使 级 数 能 够 收敛 的 范围 内 . 分 析 可 
以 得 到 , 0 < lz| < 1 的 范围 展开 级 数 是 收敛 的 . 现在 利用 g(z) = z/(zz 一 x? 一 1)= 
一 X/(Z 一 p1)(z 一 p2) 可 写成 如 下 的 形式 : 


1 1 1 
pr rere We 
其 中 | 
gq(z) = Le 一 V2z22 一 4 (7.2.15) 


将 (7.2.14) 式 右 边 的 两 项 分 别 展开 后 , 得 到 (7.2.12) 式 的 形式 , 其 展开 系数 为 
z)lIm| 


7.2.16 
a (7.2.16) 
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格林 函数 矩阵 元 的 这 一 形式 与 前 面 的 (5.2.10) 式 完全 相同 . 格 点 态 密度 自然 是 


Do(E) = 人 (7.2.17) 
也 与 (5.2.12) 式 相同 . 
我 们 先 推广 到 次 近邻 跃迁 的 模型 . 此 时 的 哈密 顿 矩阵 元 为 
(H®)mm = (6m+in + bm_1n) + b(6m+2n + 6m_2,n) (7.2.18) 
将 (7.2.10) 式 的 矩阵 取 平 方 可 以 发 现 
H°=bH?+H— 20I (7.2.19) 
由 此 , 对 照 (7.2.1), (7.2.2) 式 , 扩展 函数 是 
f(s)=bs*+s—2b (7.2.20) 


先 找 出 z 一 f(s)=0 的 根 为 
a [1 + VIT WG + 20) (7.2.21) 


再 求 出 (s+(z)). 因为 f(s) 是 个 多 项 式 , (7.2.8) 式 中 的 R(z)=0. 故 由 (7.2.8) 式 得 
到 扩展 格林 函数 的 矩阵 元 为 


ce- Bear， pe- 


(7.2.22) 
[2bs+(z)+1]/s3(z2)—4 [2bs_(z)+1]/s2(z2)—4 
格 点 态 密度 为 
De(E) = 09(1/45—20— E) |0(4— s4(E)) 0(4— s2(E)) (7.2.23) 


TV1+4b(E+2b) | /4—s3(E) /4-s2(E) 


其 中 第 一 个 9 因子 是 为 了 保证 1 十 4b(E +25) < 2. 

此 例 是 一 个 比较 简单 的 例子 , 由 扩展 哈密 顿 矩阵 (7.2.18) 式 , 容易 发 现 它 是 怎 
样 通过 原 哈密 顿 量 来 构造 得 (7.2.19) 式 , 从 而 得 到 扩展 函数 (7.2.20). 但 在 一 般 情况 
下 , 写 出 H° 矩阵 后 , 不 见得 立即 能 找 出 扩展 函数 f(z). 对 于 一 维 周期 点 阵 , 我 们 有 
下 列 比较 统一 而 方便 的 办 法 . 

由 于 平移 对 称 性 , 我 们 对 扩展 哈密 顿 量 也 只 考虑 其 第 零 列 矩阵 元 Hs,0. 构造 下 
列 两 个 母 函数 : 


h(z)= >》，zmBnojhe(g) = 》、 y"Heo (7.2.24) 


m= 一 O00 ?1 一 一 OO 
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现在 将 (7.2.1) 式 第 一 个 等 号 的 两 边 取 第 m 行 第 0 列 抢 阵 元 , 乘 以 y” 再 对 m 求 和 ， 
利用 平移 对 称 性 , 可 得 到 


he(y) = a0 + oih(y) + a2h?(y) + aah3(y) + .+ = f(h(y)) (7.2.25) 


令 z = h(y) 并 假设 其 反 函 数 存 在 , 如 果 反 函数 不 止 一 个 , 则 任 取 其 中 一 个 即 可 , 记 
为 y 二 h-1(z). 那么 ， 
f(z) = he(h- 1(z)) (7.2.26) 
现在 如 果 选 择 的 基本 哈密 顿 量 是 (7.2.10) 式 , 那么 由 (7.2.24) 式 , h(y) = y+1/y. 反 
z= = =Yy+1/y (7.2.27) 


=h- (x) = 5 人 十 Vz2 一 和 |z|>2 (7.2.28) 


事实 上 , 由 于 平移 对 称 性 , 总 是 有 he(1/y) = he(y). 这 可 由 定义 式 (7.2.24) 看 出 来 . 
he(y) 的 展开 式 中 , y? 与 y 2 总 是 成 对 出 现 , 而 如 +y72 又 可 表达 为 z = y+1/y 的 
大 级 数 . 因此 如 果 he(y) 的 展开 是 有 限 项 , f(z) 就 一 定 是 个 多 项 式 . 一 旦 f(z) 找到 
以 后 即 可 按照 本 市 开头 的 理论 , 从 (7.2.3) 式 往 下 按部就班 地 操作 . 

我 们 来 看 一 个 扩展 到 无 限 远 近邻 跃迁 的 例子 . 


Oo 


Ho = > (n+po 十 bm_po)bz-1 (7.2.29) 
p=1 
其 中 |b| < 1. 由 于 Hs 含有 无 限 多 项 , f(z) 一 定 不 是 个 多 项 式 . 用 (7.2.24) 式 得 到 
母 函 数 为 


he(y) = i 证 ji (7.2.30) 
因此 扩展 函数 为 
fn) = (7.2.31) 
函数 z 一 f(s) 只 有 一 个 零点 
,一下 十 的 z 十 由 
ne (7.2.32) 
a 
因为 = oo 处 f(s) 是 有 限 的 , 根据 前 面 的 理论 R(z) ~ 二 一 天 最 后 得 
到 扩展 格林 函数 的 矩阵 元 为 
Gmolz) = 全 A (7.2.33) 


二 ee 
we (bz 十 1)2Vs2(z) 一 4 
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这 里 应 注意 的 是 , 表面 上 看 (7.2.33) 式 在 z = 一 1/b 处 有 一 奇 点 , 这 是 原来 的 Gmo 所 
没有 的 . 但 是 仔细 计算 可 发 现 并 不 出 现 这 样 的 奇 点 : 


—b(1 + b>) 
1—b 
[2 

~ 1b 
Gmo(—1/b) =0,Im|>1 


Gio(-1/b) = 


Gio(—1/0) 


因此 g 2 

a J 二 Bo (7.2.34) 
:三 Joo)=-1/ 是 s(z) 一 0% 时 z 一 f(s) 的 零点 .(7.2.33) 式 的 第 一 项 是 与 万 无 关 
的 , 它 的 极点 与 后 项 (与 忌 有 关 ) 在 s(z) 一 co 时 的 极点 相抵 消 . 这 意味 着 当 z 一 co 
时 Gmo(z) 的 行为 应 当 与 五 无 关 . 实际 上 也 正 是 如 此 , z 一 ce 时, (7.1.1) 式 格林 画 
数 G(z) 一 T/z. 


Goo(—1/0) = 
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设 有 两 个 哈密 顿 量 万 和 K. 第 一 个 哈密 顿 量 的 本 征 值 与 本 征 函数 集 分 别 
是 {ow} 和 {wi}. 第 二 个 哈密 顿 量 K 的 则 是 {Bu} 和 {ww}. 它们 的 格林 函数 与 态 
密度 均 可 求 得 . 五 所 代表 的 点 阵 用 了 (五 ) 来 表示 , K 的 点 阵 用 V(K) 表示 .V() 与 
V(K) 可 能 相同 , 也 可 能 不 同 . 如 果 4 是 点 阵 V(H) 的 任 一 矩阵 , B 是 点 阵 V(K) 的 
任 一 矩阵 , 那么 它们 的 直 积 表示 为 


(A® B)Gnrn = (Ain)(Bi) (7.3.1) 
如 果 一 个 哈密 顿 量 He* 是 由 下 述 方式 构成 : 


H*=avooI®I+aoH®I+aoH®K+aHeoK 
+azo0H *®I+awH® K+... 
E 入 ， amnH™ ® K" (7.3.2) 
我 们 希望 根据 太 的 格林 函数 G( 五 ) 和 态 密度 D(H) 与 的 G(K) 和 D(K) 计算 
出 He* 所 对 应 的 Ge 与 Ds. 
容易 看 出 , He 的 本 征 函 数 ww 是 互 的 本 征 函 数 {uw} 入 的 本 征 函 {vw} 的 
直 积 : 
W(k, Dnv 二 (Upn) (Vy) (7.3.3) 
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相应 的 本 征 值 为 
Y= oa Fa) (7.3.4) 


函数 f(z,y) 是 震级 数 展开 系数 {amn} 的 扩展 函数 
总 态 密 度 的 计算 方法 如 下 : 
De(E) = 2 f (a, Bs)) 


- 下 Dsly Bs) DoE flou,y))ay 
a - 
9 / ~ DO (y) DU (BE)dy (7.3.5) 


此 处 态 密度 D((3.)(E) 是 属于 本 征 值 为 fa, g 的 , 它 与 87.2 中 所 讲 的 产生 函数 
f(ay) 的 唯一 不 同 之 处 是 多 了 一 个 参 变量 y. 因此 DU(E2)( 已 ) 完全 可 以 用 上 一 节 
的 方法 来 计算 . 例如 , 仿照 (7.2.4) 式 ， 


D(H )( 


(7.3.6) 式 中 的 {zp(y,)} 是 实 函 数 一 f(z,y) 的 实 零 点 , 它 有 y 和 已 两 个 参量 
f(T;y) 表示 对 z 的 偏 导数 8f(z,y)/8z. 为 了 在 数值 计算 中 避免 因 (7.3.6) 式 中 分 母 
为 零 而 出 现 的 奇 点 , 仍然 按照 (7.2.5) 式 的 方法 引入 了 一 个 峰 宽 7 


Tp(y, E) = V f2(zp(y, E),Y) 十 972 (7.3.7) 


用 Tp(y,E) 来 代替 (7.3.6) 式 的 分 母 . 对 于 格 点 态 密度 , 按照 (7.1.6) 式 , 有 Ds(B) = 
2 ld SB- f(ay,Bo)), 用 (7.3.3) 式 代入 后 可 得 到 其 计算 表达 式 与 (7.3.5) 式 


是 完全 一 样 的 . 
现在 来 计算 扩展 格林 函数 的 矩阵 元 . 首先 由 (7.1.4) 式 得 


一 =ImlG 人 (z+in)] = >， UivuUjv6(T 一 av) (7.3.8) 


此 处 z 是 实数 并 用 到 (1.1.23) 式 . 现在 从 (7.1.4) 式 出 发 , 用 与 (7.3.5) 一 样 的 方法 ， 
将 (7.3.3), (7.3.8) 式 代入 后 得 到 


e Wp (kD pr 人 Vy 
es 三 2 wivvwdly — ee fl ny 


= 一 = |/ Im[GY? (y + im)] GH (2)qy (7.3.9) 


$7.3 ”哈密 顿 量 的 直 积 扩展 . 75 . 


其 中 被 积 函 数 中 后 一 个 因子 用 (7.2.8) 式 的 方法 计算 : 


GCC 9)) (z) = R(y, 2)6ix + 2 CC 二) (7.3.10) 


要 注意 其 中 z 是 复数 ，y 是 实数 , 对 p 的 求 和 遍及 复 函 数 z - f(s) 的 所 有 复 零 
点 {sp(yz)}. R(y,z) 的 决定 与 (7.2.9) 式 及 之 上 的 讨论 一 样 . 
作为 例子 , 考虑 一 个 二 维 方 格子 的 点 阵 , 具有 第 一 、 第 二 、 第 三 近邻 跃迁 . 扩展 
了 哈密 顿 量 7* 为 
(H®)(m,n)(0,0) = (6m+10 + 6m_1,0)6n,0 + 6m,0(6nt+1,0 + On—1,0) 
+ a(bmt10 + 6m_10)(6nt10 + 6n_1,0) 
十 b[(6m+2,0 十 Om—_2,0)6n,0 十 Om,0(6n+2,0 十 6n—2,0)| (7.3.11) 


仍 用 (7.2.10) 式 为 基本 哈密 顿 量 五 , 此 例 V(H) 与 V(K) 相同 , 可 算得 


H°=I@®H+H®@I+aH®H+bI®(H? 21) +b(H? — 27)®I 
=—4bI®I+I®H+H®@I+aH@H+bH*®I+I®H? (7.3.12) 
扩展 函数 : 
f(z,y) = —4b+7r+y+ary + br + by (7.3.13) 
函数 z 一 f(s, y) 的 根 为 


s+(y,2) = 大 V Aly, 2) (7.3.14) 
其 中 
A(y, 2) = (oa? — 4b2)y? — 2(2b — a)y + (16b? + 4bz + 1) (7.3.15) 


再 求 出 f(z,9) = 1 + ay + 2bz, fo(si(y,z),y) = 士 [4(yz)]12. 代入 (7.3.9) 式 得 到 
扩展 格林 函数 矩阵 元 的 积分 表达 式 : 


ce Im(G(E) i 
Gono =i ts, ,0)) ~ GP(s_ (ya)lay 


VA(y, 2). 


其 中 吾 的 格林 函数 见 (7.2.16) 式 . 
现在 格林 函数 的 支 割 线 有 两 个 来 源 : 一 是 G( 互 ) 的 表达 式 (7.2.16) 中 本 身 所 具 


有 的 ， 
V/s4(y,z = Vls+(y,2) — 2][s+(y, 2) + 2] (7.3.17) 


(7.3.16) 
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为 一 个 是 (7.3.16) 式 中 分 母 上 的 因子 ， 
VA(Yy,2)= Vo? — ADV (y — y+(2))(y — y-(2)) (7.3.18) 


其 中 
y+(2) = (a? — 4b2)[2b + a+t VB(z)] (7.3.19) 
B(z) = 40(22 一 a)[1 + 4b(2b + a) + (26b + a)2] (7.3.20) 


在 f(z,y) 更 复杂 的 情况 下 , 支 割 线 的 位 置 可 能 很 不 容易 找到 . 不 过 一 般 情况 下 , 极 
点 的 位 置 y(z) 是 z 的 函数 , 而 y 一 定 是 实数 , 那么 在 做 具体 计算 时 可 以 按照 (7.3.7) 
式 的 办 法 来 避免 奇 点 . 

对 于 某 些 特殊 情况 , 公式 显得 更 加 简化 . 例如 H* = H@I+I®@K, 则 f(z, 
妇 =Z 十 % 那么 积分 (7.3.5), (7.3.9) 化 为 简单 的 卷 积 . 对 于 哈密 顿 量 矿 加 上 一 个 数 
基 y 的 情况 , 容易 从 格林 函数 的 定义 式 (7.1.1) 看 出 : G(3+%)(z) = GE)(z -gy). 同 
理 , 对 于 态 密度 , 有 D+ (万 ) = D( 丰 (一 y). 因此 (7.3.5),(7.3.9) 式 简化 为 


Deoo (五 ) = / DVBE-yD (ydy (7.3.21) 
1 /ee 
GD (2) = / ImlG 和 Gy + in)]G( (zx — y)dy (7.3.22) 
一 个 最 简单 的 例子 是 , 在 (7.3.11) 式 中 只 保留 最 近邻 跃迁 而 去 掉 其 他 项 . 这 时 
He ny)(o,0) = (6m+1,0 + 6m_1,0)6n,0 十 bm,0(6n+1,0 + 6n_1,0) (7.3.23) 
H*=I@H+H®I (7.3.24) 


将 (7.2.17) 式 代入 (7.3.21) a 得 
De (E) = ”0(4 一 (E 0(4— (E— 7x)) 0(4 | 
oy oo V4— (Ba Va 
确定 zx 和 忆 的 范围 , 由 两 个 9 因子 知 : -2<zx<2,B-2<zx<Ei2. 当 Bp -bE 
时 , 可 作 z 一 -2z 的 积分 变换 , 积分 相同 . 所 以 只 需 考虑 妃 > 0 的 部 分 , 又 由 不 等 式 
知 五 不 能 超过 4, 故 0 入 一 入 4 
和 dz 4 4 一 
DoolB) = , V Bi mat war ( 
K(y) 是 第 一 类 完全 椭圆 积分 . 态 密度 关于 原点 对 称 , 且 在 |E| >4 的 范围 为 零 . 把 
(7.2.16) 式 代 入 (7.3.22) 式 得 到 格 点 格林 函数 为 


dz (7.3.25) 


7) (7.3.26) 


2 4 
—K(- 7.3.27 
Go 0)(0， 0) 2 sf i ) ( ) 
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它 与 (5.2.16) 式 完全 相同 .(7.3.26) 式 则 可 作 一 个 变换 到 (5.2.19) 式 . 一 般 的 格林 函 
数 和 矩阵 元 G%,,, oo(z) 也 可 表 为 椭圆 积分 , 因为 由 (7.3.22) 和 (7.2.16) 可 知 , 被 积 
函数 只 是 变量 z、(z? - 2 和 [(z - z)2 一 名!/2 的 有 理 函 数 . 

现在 我 们 来 求 出 一 维 半 无 限 长 链 的 格林 函数 , 这 样 可 以 利用 该 结果 来 计算 二 维 
半 无 限 大 点 阵 边 上 格 点 与 四 分 之 一 无 限 大 二 维 点 阵 角 上 格 点 的 格林 函数 与 态 密度 . 
为 建立 一 维 半 无 限 长 链 的 模型 , 在 一 维 无 限 长 链 的 第 0 个 格 点 上 加 一 个 无 限 大 势 刍 
Vv. 则 粒子 只 能 在 正 半 链 运动 而 成 为 实际 上 的 半 无 限 长 链 V(K), K = 五 +V 是 相 
应 的 哈密 顿 量 . 我 们 把 K 的 格林 函数 G(X) 和 格 点 态 密度 DW*) 用 无 限 长 链 互 的 格 
林 函 数 GL 和 格 点 态 密度 DY) 表示 出 来 (注意 各 点 的 DW 相同 但 各 点 的 万 镀 ) 
不 同 ). 可 以 推 得 


Gh (2) = GI (z) — Gl (z) GUD)(z), Ln>0 (7.3.28) 


5 ) 


此 式 的 推导 过 程 为 : 先 设 Y 的 数值 有 限 , 可 以 运用 $4.1 的 微 扰 理论 ， G(R) = GD + 
GH VG(H) > (VG )™ = GUI + GIDVGOD(IT - YGCD)-1， 注 意 将 此 式 看 


7 一 0 
成 是 矩阵 形式 , 微 扰 矩阵 V 只 在 (0, 0) 位 置 上 有 一 个 矩阵 元 , 可 写成 (V)mn = 
Vo6mo6no; 写 出 (1 一 VG 如 )-! 的 矩阵 可 以 发 现 , 其 (0, 0) 位 置 上 矩阵 元 的 数值 为 
(I 一 WG4)-1, 其 他 的 矩阵 元 则 全 为 零 . 现在 取 Ww 一 co 的 极限 , 再 将 两 边 取 (1,n) 
的 第 阵 元 即 得 (7.3.28) 式 . 也 可 以 在 (6.1.8) 式 中 令 e 一 co 得 (7.3.28) 式 . 将 (7.2.16) 
式 代入 : 


600) = Tao -gal (7.3.29) 


其 中 q(z) 为 (7.2.15) 式 . 格 点 态 密度 


1 1 1- [a(E +in)]? 
DU a a = = 
7 T (E+in)?—4 


将 g(x) 化 成 exp(-ig) 的 形式 计算 后 得 : 
DE) = DD (E) 1 一 cos (2larc cos 2)| = DD (E) E i (5) (7.3.30) 


其 中 用 到 了 切 比 雪夫 多 项 式 的 定义 : Ti(z)=cos (larc cosz). 

现在 已 知 V() 是 一 维 无 限 长 链 , V(K) 是 一 维 半 无 限 长 链 . 如 果 要 求 二 维 方 
格子 的 内 部 格 点 , 则 构造 Ho = 五 @ T+ IT@ 五 如 (7.3.23) 式 . 要 研究 半 无 限 二 维 
格子 边 上 点 的 格林 函数 , 则 构造 Hi = 五 @ 了 T+ IT&% KK. 研究 二 维 角 上 的 点 , 则 用 
H2 一 K8I+I®@K. 由 于 的 态 密度 (7.2.17) 和 K 的 态 密度 (7.3.30) 式 都 已 
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知 , 代入 (7.3.21) 式 即 可 作 计算 . 格林 函数 矩阵 元 则 是 将 (7.2.16) 与 (7.3.29) 式 代入 
(7.3.22) 式 计算 . 

要 研究 三 维 方 格子 , 可 按 如 下 方法 来 构成 扩展 哈密 顿 量 ， 体 内 的 格 点 : Hs = 
H@I®I+I@QH8I+ISISH = HoBI+I®I®H. 表面 上 的 格 点 : Hs = H@I8I+I® 
H8I+I8I8K = Ho8I+1I8I8K. 边 上 的 点 : Hs = H@I8I+I®SK8I+I8I8K = 
Hi8I+I8I@K. 角 上 的 点 : He = KS8I@ITI@K8@II@®I®K = Hy8I+I®I%®K. 
它们 可 以 根据 (7.3.21)、(7.3.22), 利用 已 算出 的 五、 KK 、Ho、Hi 和 Hz 的 格林 函数 
与 态 密 度 来 作 计 算 . 

对 于 一 维 情 况 来 说 , 用 (7.2.24) 式 的 方法 来 寻找 扩展 函数 是 有 效 而 迅速 的 方法 . 
对 于 高 维 情况 来 说 , 这 一 方法 并 不 总 是 有 效 的 . 现在 母 函 数 的 定义 为 


A 开间 0 到 二 帮 (7.3.31) 
仿照 一 维 时 的 步 又, 可 得 
he(wu,v) = f(h(u), k(vV)) (7.3.32) 
这 里 h(w) 和 k(v) 分 别 为 五 和 KK 的 函数 . 利用 它们 的 反 函 数 得 到 扩展 函数 
f(x,y) = he(h™ (2), k™ (y)) (7.3.33) 


如 果 作 m 一 -m 或 n 一-n 的 变换 时 太 * 不 变 , 这 时 系统 具有 算 形 对 称 性 , (7.3.33) 
式 可 作 进 一 步 的 计算 . 除了 这 种 情况 之 外 , f(z, y) 的 条 件 不 足以 推出 (7.3.10) 式 
一 个 失败 的 例子 是 二 维 三 角 点 阵 . 其 扩展 哈密 顿 矩 阵 元 为 


Ho n)(0,0) 一 = (6m+1, 0 十 6m— 1 ,0) On, 0 十 Om ,0 (On+1, 0 


+6n 1,0) + (6m+1,06n_1,0 + 6m_1,00n41,0) 0 
用 (7.3.31) 式 写 出 
he(u,v)Mm= (+1/u) + V+1/v) + (v/v tv/u) (7.3.35) 
再 用 (7.2.27), (7.2.28) 得 到 扩展 函数 
f(y) = tyt ony SV Oo (7.3.36) 


此 式 尽管 在 z=0, y=0 点 邻近 可 作 洛 朗 (Laurent) 展开 , 它 还 是 不 能 导致 (7.3.10) 式 
故 本 方法 不 能 计算 这 一 点 阵 . 
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本 节 的 方法 没有 一 个 统一 的 理论 公式 可 以 叙述 , 只 能 通过 一 个 具体 的 事例 来 说 
明 如 何 掌 握 这 种 方法 . 要 点 是 熟练 运用 微 扰 公 式 (4.1.5), (4.1.6) 的 矩阵 形式 


G00+4 G0VG (7.4.1) 


其 中 V 是 微 扰 哈密 顿 量 . 

笼统 地 说 , 点 阵 是 由 一 个 或 极 少 几 个 点 作为 “种子” 逐 级 构成 而 来 的 . 当 构成 至 
第 n 级 时 , 第 n 级 点 阵 本 与 其 他 部 分 (一 般 为 Hn 或 HH_1) 用 微 扰 VV 连接 起 来 构 
成 第 n+l1 级 点 阵 . 运用 (7.4.1) 式 , 可 将 第 n+1 级 点 阵 的 格林 函数 Gm+D 用 Gy)， 
GO-D 等 表达 出 来 , 由 此 可 得 到 一 组 迭代 关系 , 最 终 可 用 “种 子 ” 的 格林 函数 来 表 
不 . 

注意 : 为 了 简单 起 见 , 我 们 仍 称 (7.4.1) 式 中 的 了 是 微 扰 . 其 实 就 本 节 的 情况 而 
言 ,V 可 以 是 任意 强度 的 . 因为 在 得 到 (4.1.5), (4.1.6) 式 时 还 没有 用 到 Hi! 是 微 扰 的 
条 件 . 

本 节 考 虑 一 维 斐 波 那 契 (Fibonacci) 点 阵 , 它 是 准 周期 (quasiperiodical) 点 阵 中 
最 简单 的 模型 . 现在 将 相 邻 两 个 格 点 之 间 的 路 迁 简 称 为 键 , 在 周期 点 阵 中 , 键 的 强度 
都 一 样 . 在 一 维 斐 波 那 契 长 链 中 , 所 有 格 点 能 都 相同 , 键 的 强度 则 有 两 种 , 它们 按 斐 
波 那 契 系 列 的 规则 排 布 . 以 a 和。 表示 这 两 种 键 的 强度 . 为 简单 起 见 , 省 略 键 两 端的 
格 点 , 如 aab 实际 上 表示 -a.a.b. 如 果 第 n 级 链 用 五, 表示 , 则 规定 页 = ww 而 = b， 
第 .41 级 链 的 构造 成 方式 为 


= 二 Bi WS1 (7.4.2) 
即 把 所 ,_1 级 链 直接 拼 成 第 柬 级 链 后 面 构成 第 ,1 级 链 , 结果 如 下 . 
Fi 了 2 Fs Fa Fs Fe 人 (7.4.3a) 
a ab aba abaab abaababa abaababaabaab … (7.4.3b) 


由 于 (7.4.2) 式 正 是 斐 波 那 契 数列 的 构造 方式 , 故 以 此 来 命名 这 个 一 维 点 阵 . 显然 它 
是 无 周期 的 , 但 又 不 是 无 序 的 , 格 点 的 排 布 是 有 一 定 规则 的 . 如 果 用 及 +1 表示 第 n 
级 链 中 字母 的 个 数 , 那么 其 中 有 个 a 和 到,_1 个 b. 当 n 一 00 时 ,字母 a 与 5 的 
个 数 之 比 是 有 一 极限 的 , 令 此 极限 为 7, 则 有 


= lim (1+ ee!) =1+ 一 (7.4.4) 


1+V5 
2 


解 得 7 = = 1.618033.… 它 的 倒数 正 是 黄金 分 割 1/7 = 0.618033…… 
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另外 一 种 称 为 膨胀 - 收缩 (inflation-deflation) 的 方法 可 产生 出 同样 的 链 . 即 从 a 
出 发 , 每 次 都 作 a 一 ab,b 一 a 的 变换 , 则 逐 级 成 长 的 步骤 为 a ab- yaba_»abaab-»aba 
一 aboba 一 …，, 与 (7.4.3) 式 是 完全 一 样 的 . 反之 , 如 果 作 a 一 5,ab-; a 这 样 的 变换 
可 将 长 链 收缩 为 一 点 . 具有 这 种 性 质 的 点 阵 一 般 称 为 具有 自 相似 性 (self-similarity). 
因为 如 果 令 五, 整个 为 基 元 a, F_1 为 基 元 5( 例 如 aba 为 a, 此 时 ab 为 四 , 那么 排 
布 的 结果 与 基 元 a、b 的 排 布 结果 完全 一 样 , 而 且 在 每 个 层次 上 都 是 如 此 . 
本 用 前 一 种 方式 来 构成 链 , 见 图 7.1. 取 最 初 的 两 个 种 子 为 Hi = ., Ha = .b.. 
如 果 第 n 级 链 和 第 n-1 级 链 (哈密 顿 量 分 别 为 五, 与 H,_1) 都 已 构造 出 来 , 则 将 
Hn-1 放 在 厂 ,, 右边 , 之 间 用 a 相连 .Hy1 = HnaHn_1( 左 端 还 缺 一 个 a, 只 要 在 最 
后 往 左 端 补 上 一 个 a 即 可 ). 现在 第 ”级 链 两 端 格 点 是 1, 2, 涉及 三 个 格林 函数 矩阵 
元 911(z), g22(z), 912(2). 
也 H,, 
1 2 ” 3 4 
H 


n+l 


图 7.1 链 的 构造 


对 第 ”--1 级 链 , 则 需要 知道 ga3(z), gaa(z)， 934(z). 要 在 此 基础 上 求 出 第 n+1 
级 链 的 Cii(z),， G44a(z), G34(z). 现在 以 a 为 (7.4.1) 式 中 的 相互 作用 . Hit1 = Hn 十 
Hn-1 十 a, 应 用 (7.4.1) 式 可 得 到 一 组 关系 式 : 


G11(2) 和 911(2) + 912(2)aG31(z) (7.4.5a) 


G31 (2) 二 933(2)aG21 (2) (7.4.5b) 


等 等 . 读者 可 以 自己 把 其 余 的 关系 式 都 写 出 来 . 为 方便 , 记 zw = agii(z), y= 
ag22(2), zn = Qag912(2); Xn-_1 = 0.g33(2), Yn_1 = 0.944(2), Zn_1 = Qg34(2); Znt1 = 
aG11(2), yn+1 二 0G44(2), zn+1 二 aG14(z); 由 (7.4.5) 式 可 推 得 : 


4 三 1 一 Tn—1yn, Tnt1 = Zn 十 ale A 


(7.4.6) 
Yn+1 三 Yn-1 十 ynzZi_1/ An, 2m 十 1 一 2n_12n/L4n 


这 样 , 第 "+1 级 链 的 格林 函数 矩阵 元 可 通过 第 n 与 第 n-1 级 链 的 矩阵 元 而 计算 出 
来 . 
由 最 初 选择 的 两 个 种 子 可 知 : 
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刁 题 81 ， 


其 中 设 格 点 能 so=0. 现在 可 以 根据 迭代 关系 (7.4.6) 算出 任意 长 链 的 格林 函数 端 
点 的 态 密度 


Di(E) = Imenti(B + i0+) (7.4.8) 

Ds(E) = -Imyani(E + i0+) (7.4.9) 
内 点 的 态 密度 ge 

D2(E) = 二 Im mA Brio) (7.4.10) 

a (7.4.11) 


二 ATi 
当 a = 时 , 自动 得 到 周期 点 阵 ， 此 方法 可 以 计算 任意 有 限 长 链 中 任意 格 点 的 态 密 
度 本 章 的 习题 5v8 也 完全 可 以 用 此 方法 做 

习题 7 中 的 谢 尔 平 斯 基地 和 模型 是 所 谓 分 形 (fractal) 点 阵 的 一 个 著名 的 例子. 
分 形 是 指点 阵 的 维 数 不 是 整数 ,对 于 一 、 二 、 三 维 的 方形 点 阵 , 其 中 的 格 点 数 随 边 
长 工分 别 以 世 、L2、L3 的 速度 增长, 因此 它们 的 维 数 d 一 了 全 = mw n=1.2,3. 而 
对 于 希 尔 平 斯 基 图 形 来 说 , 每 一 级 图 形 中 的 格 点 数 随 边 长 的 关系 如 下 ( 设 最 小 三 


形 的 边 长 为 1): 
级 数 0 1 2 3 “ n 
点 数 ”. 30 31 32 33 I 3n 
边 长 20 一 1 21—1 22 一 1 23—1 “1 27—1 
因此 按照 维 数 的 定义 : 


lim A 三 3 
no001n(27—1) ln2 
它 的 维 数 小 于 2 又 大 于 1. 也 有 的 分 形 点 阵 的 维 数 恰好 是 整数 的 , 习题 8 中 的 四 方 
地 毯 模 型 就 是 一 例 . 它 的 维 数 d=2. 

本 节 介 绍 的 点 阵 构造 的 扩展 方法 特别 适 于 准 周期 点 阵 或 者 分 形 点 阵 , 这 样 的 图 
形 可 能 很 复杂 , 而 且 往 往 无 法 求 出 其 本 征 波 函 数 , 所 以 用 通常 的 方法 难于 处 理 . 但 
它们 以 “种 子 ”出 发 的 构造 规则 简单 , 容易 用 本 节 的 方法 处 理 . 本 节 方 法 的 短处 是 一 
般 只 能 处 理 仅 含 最 近邻 跃迁 的 模型 . 


d= 


习 题 


1. 利用 (7.2.24) 式 , 仿照 从 (7.2.29) 式 得 到 (7.2.31) 式 的 步骤 , 从 (7.2.18) 式 得 
到 (7.2.20) 式 . 
2. 用 与 得 到 (7.329) 式 类 似 的 方法 , 求 一 维 有 限 长 链 的 格林 函数 . 


. 82 . 第 七 章 点 阵 格林 函数 的 扩展 理论 


3. 计算 一 维 有 限 长 链 的 端点 、 问 点 最 近邻 、 广 点 次 近邻 的 格 点 态 密 度 . 

4. 计算 一 维 半 无 限 长 链 的 痛 点 、 端 点 最 近邻 、 端 点 次 近邻 的 格 点 态 密度 ， 

用 点 阵 构 造 的 扩展 的 方法 求 下 列 模型 的 格 点 态 密度 . 

5. 对 角 模 型 的 斐 波 那 契 长 链 : 即 链 的 强度 全 都 一 样 , 格 点 自 能 为 a、b 两 种 并 
且 校 (7.4.3) 的 方式 排列 

6.， 梯 子 模型 由, 兄 图 7.2， 对 于 第 n 级 梯子 , 需 写 出 六 个 格林 函数 的 矩阵 
元 : g11(z), 933(2), 912(2), 913(2), g14(2), 934(2). 


图 7.2 梯子 模型 的 构造 


7, 谢 尔 平 斯 基 (Sierpinski) 地 堆 模 型 , 见 图 7.3. 所 有 格 点 的 自 能 都 相同 . 所 有 
键 的 强度 都 相等 . 在 第 nn 级 图 形 中 ,除了 顶 角 上 的 三 个 点 是 二 配 位 的 , 所 有 其 他 的 点 
都 是 三 配 位 的 . 对 于 第 见 级 图 形 需要 写 出 的 格林 函数 矩阵 元 为 : g11(2) = g22(2) = 
g33(2), 912(2) = 923(z) = 913(2). 


AL 


图 7.3 谢 尔 平 斯 基地 起 模型 的 构造 


8. 四 方 地 稚 模 型 , 见 图 7.4. 所 有 格 点 的 自 能 都 相同 . 所 有 键 的 强度 都 相等 . 第 
n 级 图 形 中 要 写 出 的 格林 函数 和 矩阵 元 为 : g11(z) = g22(2) = g33(2) = 944(z);912(z) = 
913(2) = gs4(z) = 9g24(2), 914(2) = 9g23(2)， 
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图 7.4 ”四方 地 起 模 型 的 构造 
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第 三 部 分 


多 体格 林 函 数 


(Many-Body Green's Functions) 


第 八 章 。 场 算 符 与 三 种 绘 景 


88.1 场 算 符 
在 二 次 量子 化 表象 中 , 系统 的 单 体 算 符 》) 4(zi) 写成 如 下 形式 : 


4- 允 Ww) 4ca(w)wels)ar (8.1.1) 
其 中 最 常见 的 是 动能 、 粒 子 数 算 符 和 外 场 ， 
T= 二 Wve)as (8.1.2) 
> [EAA (8.1.3) 
ED Wveste)wale)ae (8.1.4) 


下 标 c、6 代 表 自 旋 , 如 果 不 考 虑 自 旋 , 则 自 旋 下 标 可 忽略 , 也 不 用 对 自 旋 下 标 求 和 . 
系统 的 二 体 算 符 3 Veae) 则 表示 为 

H'i = 23/ We ve, wate ale)arde (8.1.5) 
例如 库仑 相互 作用 的 哈密 顿 量 就 是 如 此 表达 ， 此 处 我 们 假定 二 体 相互 作用 与 自 旋 


无 关 . 
费 米子 ( 玻 色 子 ) 场 算 符 与 其 厄 米 共 轿 之 间 有 如 下 对 易 关 系 : 


[Wa(z), hz)]n = Wal(z)Wz) — pb (ze alz) = 5(z — x')bap (8.1.6a) 
[ya(z),ye(z) = [Wi(z), oz) =0 (8.1.6b) 


其 中 ”= 干 1. 取 负 号 就 是 费 米子 对 易 关 系 . 取 正 号 就 是 玻 色 子 对 易 关 系 . 
费 米子 ( 玖 色 子 ) 的 场 算 符 可 写成 


Wu 人 DZ) 二 》 anapna(z)， (2) 二 》， Bal (8.1.7) 
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其 中 a 和 at 是 费 米子 ( 玻 色 子 ) 的 漂 没 和 产生 算 符 , {pw(z)} 是 一 套 单 粒子 完备 集 ， 
最 常用 的 是 自由 粒子 的 本 征 函 数 e*"/VV. 
声 子 的 场 算 符 为 ; 


hw i —ik:z 
¢(z) = my be”™ + ble i (8.1.8) 
k 


这 一 表达 式 实际 上 是 针对 纵 声学 声 子 (LA) 的 ( 横 声 学 声 子 对 电 声 相互 作用 无 
贡献 , 所 以 不 考虑 ). 它 的 来 源 是 : pn(z)=-ioo2V.w(z), 其 中 v=wp/k 是 声 子 的 速 
度 , p=NM/V 是 晶体 的 质量 密度 , & 是 波 矢 , w(z) 则 是 唱 格 振动 位 移 场 的 表达 式 . 

1/2 
u(x) = > (ni) ep(bpe*® + bleik®) (8.1.9) 
其 中 ek 是 偏振 方向 的 单位 矢量 , 在 这 里 ep =k/k 即 为 纵 振动 方向 声 子 场 算 符 是 
个 实 量 , p 1(z)= p(x), 这 是 因 位 移 w(z) 是 个 实 量 . 

光子 的 场 算 符 是 电磁 场 的 矢量 势 4 经 过 二 次 量子 化 后 得 到 的 场 的 密度 , 它 是 

个 矢量 : 


2 1/2 | 
pr) = 4(z) = 2, ( 竺 和 ) ek(Dkoeiem 十 中 eik®) (8.1.10) 
其 中 sg 、c、Jo、%、w 分 别 为 光 的 偏振 方向 、 光 速 、 真 空 磁 导 率 、 介 质 的 介 电 常量 
与 介质 中 的 电磁 波 的 色散 关系 . 与 声学 声 子 有 所 不 同 的 是 , 光波 总 是 横 波 . 光子 的 
场 算 符 也 是 实 量 . 

上 面 的 场 算 符 都 未 含 时 间 , 任意 一 算 符 8 对 时 间 的 依赖 关系 的 定义 为 


Q(t) = et/NQe Ath (8.1.11) 


场 算 符 随时 间 的 变化 w(z,t) 的 定义 也 同 此 . 由 定义 式 (8.1.10) 知 算 符 随时 间 的 关系 
与 哈密 顿 量 有 关 , 我 们 将 在 下 一 节 较 详细 地 讨论 这 个 问题 . 

这 里 我 们 先 看 最 简单 的 情况 , 即 粒子 是 自由 的 . 由 (8.1.7)~(8.1.10) 式 可 知 , 只 
要 直接 求 产 生 、 漂 没 算 符 随时 间 的 变化 即 可 , 如 


ano(t) = eHot/No, se iHot/h (8.1.12) 


2 Sano(d) = [Hosana(t) (8.1.13) 
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ou 人 的 也 遵循 同样 的 方程 . 对 于 自由 费 米 子 (或 玻 色 子 ), 哈密 顿 量 为 


Ho=) Bagabsong ，。 (8.1.14) 
解 得 结果 为 
anoa(t) = anoexp( — iBnot/h), al,(t) = ai, exp(iBnot/A) (8.1.15) 
因此 , 费 米子 (或 玻 色 子 ) 的 含 时 场 算 符 为 
Wal¥, t) Be 入 Qnapna(T)e Enot/h (8.1.16) 


n 


这 是 一 个 互 为 傅 里 叶 变换 的 形式 . 如 果 取 wn 为 平面 波 , 就 更 容易 看 出 这 一 点 , 这 一 
般 用 于 均匀 空间 . 对 于 自由 粒子 系统 . 场 算 符 满足 苹 定 请 方程 , 也 即 满足 第 二 章 的 


一 阶 售 时 方程 (2.1.8) 式 . 
对 于 声 子 或 光子 , 哈密 顿 量 为 
Ho = fw (blow 2) (8.1.17) 
k 
天 0 


由 二 却 ?(Z, 人 ) = [op(z, 划 ] 得 到 声 子 的 含 时 场 算 符 为 
1/2 ， 

p(x,t) 二 2 ( [DRei(ke 一 cp) 十 bi .ei(kw—wkt)] (8.1.18) 

光子 的 场 算 符 显然 与 此 类 似 . 它们 都 满足 波动 方程 , 也 即 满足 第 二 章 中 对 时 间 二 阶 


导数 的 方程 (2.2.2) 式 . 
对 于 巨 正则 系 综 , 一 般 应 将 哈密 顿 量 改 为 


K=H-LN (8.1.19) 
并 称 K 为 有 效 输 密 顿 量 , 这 时 , 含 时 间 的 算 符 的 定义 (8.1.10) 式 应 改 为 
Q(t) i OFA iRt/n (8.1.20) 


88.2 三 种 绘 景 
设 我 们 有 已 写成 二 次 量子 化 表象 的 哈密 顿 量 ， 


H=Ho+Hi (8.2.1) 
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其 中 Ho 是 自由 部 分 (8.1.2) 式 , Hi 是 相互 作用 部 分 (8.1.5) 式 , 外 场 (8.1.4) 式 或 者 
其 他 形式 . 

上 一 节 的 (8.1.11) 式 定义 了 算 符 随时 间 的 变化 关系 . 如果 算 符 8 是 不 随时 间 
变化 的 , 则 称 为 薛 定 雇 绘 景 (picture), 如 果 (8.1.11) 中 豆 取 为 总 哈密 顿 量 如 (8.2.1) 
式 , 则 称 为 海 森 伯 (Heisenberg) 绘 景 , 如 果 五 改 为 无 相互 作用 部 分 的 Ho, 如 (8.1.14) 
式 , 则 称 为 相互 作用 绘 景 . 下 面 我 们 具体 讨论 这 三 种 绘 景 及 它们 之 间 的 关系 : 

(1) 莅 定 证 绘 景 

设 系统 的 态 矢量 为 |%s( 坟 ,由 薛 定 刘 方 程 


hs(D)) = Hs (0) (8.22) 

如 果 已 知 态 在 to 时 间 的 值 , 可 得 形式 解 
bs() = earlys(to)) = Ut to) ls (to)) (8.2.3) 
其 中 时 间 演 化 算 符 U (sto) 的 定义 与 (2.1.14) 式 是 一 臻 的 (本 节 只 考虑 茧 定 方程 


不 考虑 波动 方程 , 所 以 不 讨论 对 时 间 二 次 导数 的 时 间 演 化 算 符 (2.2.25) 式 ). 在 此 绘 
景 中 状态 随时 间 演 化 , 所 有 的 算 符 Qs 都 不 含 时 间 . 


(2) 海 森 伯 绘 景 
定义 态 的 变换 为 
[Wa) = er /lyst)) (8.2.4) 
力学 量 的 变换 为 
QH(t) > Br he nh (8.2.5) 
由 莅 定 记 方程 知 
Swat)) =0 (8.2.6) 


所 以 这 个 绘 景 中 , 状态 不 随时 间 变化 , 只 有 力学 量 是 随时 间 变 化 的 . 
hi Q(t) = Qt, 本 (8.2.7) 


(3) 相互 作用 绘 景 
这 种 绘 景 中 状态 与 力学 量 的 定义 为 


|wr(t)) = eet lps(t)) (8.2.8) 


QI(t) = et Qse ob (8.2.9) 
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容易 证 明 
i Ih) = HOI) (8.2.10) 


i Q(t) = [Or Ho (8.2.11) 


其 中 肪 风 是 Hi 按 (8.2.9) 式 定义 得 到 的 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 . 在 此 绘 景 中 , 力 
学 量 随 时 间 演 变 的 行为 仅 由 无 相互 作用 部 分 Ho 决定 , 因此 相互 作用 所 带 来 的 复杂 
性 不 出 现在 算 符 的 变化 中 . 上 一 节 我 们 已 经 求 出 了 相互 作用 绘 景 中 费 米 子 ( 玻 色 子 ) 
的 场 算 符 (8.1.16) 式 和 声 子 的 场 算 符 (8.1.18) 式 . 由 于 这 一 绘 景 中 算 符 形式 的 简单 
性 , 在 定义 多 体格 林 函 数 时 , 就 利用 相互 作用 绘 景 中 的 场 算 符 来 发 展 计算 技巧 . 

(4) 相互 作用 绘 景 与 海 森 伯 绘 景 的 联系 . 

设 在 t=0 的 时 刻 , 三 种 绘 景 的 态 与 力学 量 是 相同 的 : 


Jr(0)) = Iwa(0)) = |Wwa), Qi(0) = QH(0) = Qs (8.2.12) 
利用 (8.2.4), (8.2.5), (8.2.8), (8.2.9) 式 , 得 : 


Iwr(t)) = Ur(t, 0) hpr(0)) = Ur(t, 0)wa) (8.2.13) 
Q1(t) = Ui(t, 0)QH(t) UT (t, 0) (8.2.14) 

其 中 相互 作用 绘 景 中 的 时 间 演 化 算 符 为 
Ui(t, to) = ei Hot/Ne-iH(t -to)/NoiHoto/h (8.2.15) 


这 与 定义 式 (8.2.9) 有 所 不 同 , 原因 是 U(t, 如 ) 本 身 含 有 时 间 , 不 能 认为 是 薛 定 谓 给 
景 中 的 算 符 . Ui(t, to) 的 特点 是 : 


么 正 性 : Ui (t,to) = Ui(to,) (8.2.16a) 
传递 性 : Uri(t, ti)UI(t1, to) 一 Ui(t, to) (8.2.16b) 
归 一 性 : Uil(to, to) 二 1] (8.2.16c) 


这 与 (2.1.16) 式 是 一 致 的 . 
由 (8.2.13), (8.2.14) 两 式 , 讨论 因 相互 作用 而 导致 的 状态 和 算 符 随时 间 变 化 的 
问题 归结 为 寻求 算 符 Ui(t,to). 它 满足 的 运动 方程 为 


ot 
初始 条 件 为 (8.2.16c), 得 到 : 


ht, t0) = eot/hHie-iH(t-to)/heiHot/h — Hi(t)Ui(t, to) (8.2.17) 


1 及 
Ui(t, to) 二 站 于 志 | dt1Hi(t1)U1i(ti, to) (8.2.18) 
to 
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逐次 从 代 可 得 级 数 形式 的 解 
1 /t | 1\2 /t ， ， 
Ui to) =1+ 让 dh ih) + ( 主 ) 人 dti 人 dtaHi(ti)Hilta) +... (8.2.19) 


现在 Hi(t) 中 含有 Ho 与 (8.1.5) 式 的 Wi, 场 算 符 光 (z) 与 丽 一 般 是 不 对 易 的 , 所 
以 (8.2.19) 式 中 不 同时 刻 的 Hi 不 能 对 易 . 为 此 我 们 引入 与 84.2 中 一 样 的 编 时 算 符 
了 . 它 对 不 同时 刻 的 算 符 的 乘积 的 作用 效果 是 把 它们 按时 间 从 小 到 大 的 顺序 从 右 往 
左 排 列 ， 
Trp (ta) wt) p(t) = 6 Wb) Y(t2) :p(tn)] 
人 > (8.2.20) 


注意 : 每 相 邻 两 个 费 米 算 符 置换 一 次 要 出 一 负 号 . 这 样 , 如 果 从 (ti) (ty)… (ti) 
变 到 w(t1) w(tz)… w(tn) 需要 偶数 次 相 邻 费 米 算 符 的 置换 , 则 (8.2.20) 式 中 的 6 
取 +1; 如 果 这 样 的 置换 是 奇数 次 , 则 5? 取 -1; 如 果 上 面 的 少 都 是 玻 色 算 符 , 则 5 
总 是 取 +1. 在 式 (8.2.20) 中 如 果 一 个 或 数 个 算 符 几 换 成 Wi, 这 个 定义 不 变 . 如 果 
这 个 排序 是 对 于 (8.2.19) 式 中 的 Hi 来 操作 的 , 因 每 一 个 Fi 中 和 wt 总 是 成 对 出 
现 , 见 (8.1.5), 所 以 算 符 的 置换 总 是 偶数 次 , 无 须 变 号 . 因此 与 84.2 中 作 同 样 的 操作 
得 到 


OO 1 1 n + t1 tm 一 1 i : 
Ui(bto) = (于 / dt / i | dtaT [Hit ) Hi(t) + ... Hi(t,)] 
n=0 0 0 0 
t 
= Ti exp 去/ dt 本 (| (8.2.21) 
hk Ji 


此 式 与 (4.2.22) 式 相同 . 所 以 第 四 章 中 的 S 矩阵 就 是 时 间 演 化 算 符 在 上 、 下 时 限 扩 
展 到 无 穷 时 的 情况 . 由 (4.2.5), (4.2.8) 式 , 确实 如 此 . 为 简便 起 见 , 下 面 将 Ui(t,to) 省 
路 成 U(t,to). 

以 后 要 计算 一 些 算 符 的 T 乘积 对 海 森 伯 基态 | 如) ( 即 有 相互 作用 系统 的 基态 ) 
的 平均 值 . 我 们 希望 把 它 写 成 对 无 相互 作用 ( 即 自由 粒子 ) 系统 的 基态 |60) 的 平均 
值 . 为 此 引入 绝热 假设 : 设 上 一 -oo 时 , 了 H = Ho, 粒子 间 是 无 相互 作用 的 , 这 时 
port 一 一 00)) = [80). 随 着 时 间 的 前 进 , 相互 作用 无 限 缓慢 地 增长 , 在 t=0 时 增加 
到 实际 的 大 小 , 系统 达到 真正 的 相互 作用 基态 |w0). 


[$a) = U(0, —o0) Wr(—00)) = U(0, —o00)| @o) (8.2.22) 


此 后 上 > 0 时 再 让 相互 作用 缓慢 地 撤除 ,上 一 co 时 , 相互 作用 完全 消失 , 系统 状态 变 
化 到 
Ul(00, 0)IWE) = U(00, —00)| Bo) = S| go) (8.2.23) 
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这 里 用 到 了 第 四 章 提 到 的 5S 矩阵 . 由 于 整个 过 程 是 绝热 的 , 系统 的 总 能 量 与 总 动量 
应 该 守恒 , 最 后 结果 仍 应 该 是 基态 , 最 多 只 差 一 个 相 因子 : S|860)=exp( 一 二 )| 60), 因 
此 有 

如) =U(0,o0)|go)e (8.2.24) 


现在 计算 一 个 海 森 伯 算 符 An(t) 在 |%8) 中 的 平均 值 : 


(VB |IAn( NE) =e (BolUt (0, o0)U(0,t) Ar(t)U(t, 0)U(0, —00)| $0) 
(BolU(00,t) AU(t, —00)|8o) _ (BolTr[Ar(t)S]| Go) (8.2.25) 
(olS| Go) (olS| G0) 这 
注意 此 式 中 编 时 算 符 ZT 的 意义 是 使 被 作用 的 一 些 算 符 严格 按时 序 排列 . 
以 上 是 计算 一 个 算 符 的 平均 值 . 下 面 来 计算 两 个 时 间 排 序 算 符 的 平均 值 . 


(WIT An (ti) Ba(t2)]|W) = 0(t1 — to) (YE|An(t1) Ba(t2)|WH) 
0(t2 —t1)(WE|Ba(t2)An(ti)IWE) (8.2.26) 
其 中 上 面 的 负 号 对 应 于 费 米子 算 符 , 下 面 的 正 号 对 应 于 玻 色 子 算 符 . 因为 相 邻 费 米 


子 算 符 置换 时 要 出 一 负 号 . 对 (8.2.26) 中 的 每 一 项 进行 与 (8.2.25) 式 相同 的 操作 , 可 
得 


(GolTi[Ai(ti) Bi(t2)S]| $0) 
(BolS| Bo) 
其 中 Ti[Ar(t1)Bi(ta)S]=0(ti — ta)U (oo0ti) A(ti)U (tta) Bi(ta)U (t2, —o0)F0(t2 — t1) 
U (00,t2) BI(to)U (to,t1) AI(t1)U (ti,—o00). 
要 说 明 的 是 , 绝热 假设 对 于 基态 有 凝聚 的 玻 色 子 系统 不 成 立 . 
最 后 , 应 注意 到 在 巨 正 则 系 综 中 总 的 有 效 哈 密 顿 量 为 


K=H-uN=Ho-uN+Hi (8.2.28) 


(VEIT [An (ti) Ba(t2)] WE) = (8.2.27) 


这 里 , 有 效 的 无 相互 作用 哈密 顿 量 为 


Ko= Ho— N= (Eno — Hatsano (8.2.29) 


no 


这 时 , 只 要 在 上 述 所 有 公式 中 将 Ho 代 之 以 Ko = Ho 一 JWN, 在 Erno 处 代 之 以 Eno 一 4 
即 可 . 


习 题 


1. 由 (8.1.13) 和 (8.1.14) 式 证 明 (8.1.15) 式 . 
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is dd 


2. 含 时 算 符 Q(t) 的 运动 方程 (8.2.7) 式 的 解 式 就 是 (8.2.5) 式 . 一 般 可 去 掉 这 
两 式 中 的 下 标 . 证 明 : 以 下 运动 方程 


.dd 
ih Qt) =[Q(), HI + AG) 


的 解 为 、 
Q(t) = -i/ dt /eiH(t-t)/i A (t)eiH(t—t)/h 
0 


其 中 A(t) 是 一 个 含 时 间 的 算 符 . 时 间 如 是 一 个 确定 的 起 始 时 间 , 可 以 选择 为 -oo. 
注意 , 这 里 的 哈密 顿 量 及 是 不 含 时 间 的 . 讨论 A(t) = 0 的 情况 . 

3. 证 明 (8.2.10) 和 (8.2.11) 式 . 

4. 证 明 (8.2.16) 式 . 

5. 利用 (8.2.15) 和 (8.2.21) 式 可 以 证 明 以 下 算 符 恒等式 . 条 件 : 算 符 A 和 B 的 
对 易 式 [A, B] 既 与 4 对 易 也 与 B 对 易 , 那么 ， 


e4+B 二 eAeBe-[4,B]/2 


es(4+B) ~ esAT, exp I/ daer4Ben4 
0 
再 考虑 s 二 1 的 结果 . 
6. 考虑 波动 方程 , 即 对 时 间 二 次 导数 的 方程 , 其 时 间 演 化 算 符 是 (2.2.25) 式 . 完 


全 类 似 于 88.2, 对 于 满足 波动 方程 的 三 种 绘 景 做 讨论 . 
7. 证 明 , 当 t<to 时 , (8.2.17) 的 解 可 以 写成 


ep | 
Uilt,to) =1+ i/ dt1 Hi(t1)U1(ti, to) 
t 
由 此 证 明 


1 /iN® /to to 0 eh ; i 
Ui(t, to) Ee >》 ， 可 (i | dt1 / dt2 .. | dtn Ti Hi(ti) Hi(t>) 十 ，…: Hi(tn)] 


n=0 


方 i 昌 /ATTire/ 
i i/ dt Hi(t') 
t 


其 中 二 表示 反 编 时 算 符 , 它 总 是 将 较 迟 的 时 间 排 在 右边 . 
8. 在 写 出 (8.2.3), (8.2.5), (8.2.15) 式 时 , 我 们 已 经 假定 了 哈密 顿 量 刀 是 不 含 时 
间 的 . 如 果 哈 密 顿 量 百 (t) 是 含 时 间 的 , 并 且 可 以 写成 如 下 形式 : 


H(t) = Ho + Hi(t) 
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其 中 , 第 一 部 分 Ho 不 含 时 间 , 那么 , 我 们 应 把 上 述 三 式 重 写 成 如 下 的 形式 ; 


Wet) =exp [= Heyae] Wleo)) = Gtalk (8.2.3a) 
QH(t) = exp [ Et)dt| ed/hQ,exp| 一 i/ H(t)dt | (8.2.5a) 
Url(t,to) = eot/Nexp| 一 (tdt| eiHoto/h (8.2.15a) 


证 明 : (8.2.2)~(8.2.19) 中 的 其 他 各 式 都 仍然 成 立 . 当 哈 密 顿 量 不 含 时 间 时 , 此 三 式 
仍然 回 到 原来 的 形式 ， 

9. 一 个 3 =1/2 的 自 旋 8 放置 于 一 个 交 变 磁场 B = (Bi cos(wt), Bl sin(wt), Bo) 
中 , 其 中 Bi < Bo. 哈密 顿 量 是 万 = 一 B.S. 

(a) 将 哈密 顿 量 中 的 含 时 部 分 作为 相互 作用 ， 写 出 相互 作用 绘 景 中 的 薛 定语 方 
程 . 

(b) 号 出 UI(t,t0) = no | 人 dt Hi( (0)| 的 表达 式 . 


(c) 如 果 在 t=0 时 , 自 旋 处 于 状态 5。 = 一 1/2, 那么 在 以 后 任 一 时 间 t 它 仍 处 
于 这 个 状态 的 概率 是 多 少 ? 


第 九 章 ”多 体格 林 函 数 的 定义 与 用 途 


89.1 格林 函数 的 一 般 定义 


我 们 先 给 出 各 个 格林 函数 的 定义 式 . 对 于 任意 两 个 算 符 4 和 B, 定义 下 列 系 综 
平均 值 ， 


gap(Z,Z) = 一 ii[4a(z)Bae(z0)]) 
= —i(0(t —t)AHa(z)BHg(z’) + 1n0(t’ —t)Bag(r’)AHa(7)) (9.1.1) 


+ 


goa(7, 2’)= —ib(t —t)([AHa(z), Bag (2’")]) 


= -ib(t —t)(AHa(z)BHg(z’) 一 Bre(z)4aa(z)) (9.1.2) 
gha(z,7') = i(t £ t)([Ana(z), Bag(z)]) 

‘=i0(t —t)(AHa(z)Bug(7x’) — nBug(z’)AHa(7)) (9.1.3) 
92ao(2， 2 1) = 一 it4Ha(z)BrHe(z )) (9.1.4) 
g2a(7,7) = —mM(BHp(z’) Ana(z)) (9.1.5) 
Gap (7, 7')= —i([AHa(7), Bap (2’)]n) 

= —i(AHa(7z)BHg (7’) 一 TBHe(z')4Ha(z)) _ (9.1.6) 
现在 说 明 上 述 定义 式 中 的 符号 . 


(1) 其 中 ”= 干 1. 取 负 号 一 般 更 适 或 者 用 于 费 米子 算 符 , 表示 要 采用 费 米 子 的 
对 易 关 系 . 取 正 号 一 般 更 适用 于 玻 色 子 算 符 , 表示 要 采用 玻 色 子 的 对 易 关 系 . 本 书 
中 都 采用 这 个 习惯 . 

(2) 如 果 取 m= 一 1, 我 们 就 称 之 为 费 米子 格林 函数 . 如 果 取 m= +1, 我 们 就 称 之 
为 玻 色 子 格林 函数 . 一 般 说 来 , 4 和 B 可 以 是 任意 算 符 . 如 果 选 择 4 =y 和 B = 如 
是 费 米子 ( 玻 色 子 ) 的 场 算 符 , 则 选用 n= 一 1(+1) 为 宜 . 

即使 不 使 用 产生 和 泽 没 粒子 的 场 算 符 , 例如 自 旋 算 符 或 密度 算 符 等 , 也 有 在 上 
面 的 公式 中 选择 正 号 或 者 负 号 的 问题 . 这 时 看 怎样 计算 方便 来 选择 7 的 值 . 这 时 
的 费 米 子 ( 玻 色 子 ) 格林 函数 只 是 一 个 称呼 , 这 一 称呼 不 代表 系统 是 由 费 米 子 ( 玻 色 
子 ) 所 组 成 . 例如 第 十 六 章 中 要 计算 磁化 强度 时 , 就 选用 自 旋 算 符 , 系统 是 由 自 旋 组 
成 的 . 不 过 , 如 果 用 声 子 (光子 ) 的 场 算 符 组 成 格林 函数 ， 就 称 为 声 子 (光子 ) 格林 函 
数 . 
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声 子 和 光子 的 格林 函数 一 般 用 刀 来 表示 . 其 他 的 格林 函数 一 般 用 9 或 者 G 来 
表示 . 

由 于 产生 和 漂 没 粒子 的 场 算 符 最 常用 到 , 以 后 如 果 不 特别 说 明 , 就 是 指 用 场 算 
符 和 如 来 构造 格林 函数 . 

(3) 4a(z) 是 按 (8.1.11) 式 定 义 的 海 森 伯 绘 景 中 的 算 符 , 宗 量 z=(z,t) 是 三 维 空 
间 坐 标 加 上 一 维 时 间 坐 标的 省 略 的 写法 . a、 6 为 表示 自 旋 的 下 标 , 如 果 所 研究 的 系 
统 与 自 旋 无 关 , 则 可 忽略 自 旋 下 标 . 

(4) 对 于 状态 的 平均 (…) 的 定义 分 零 温 与 有 限 温 度 , 可 以 有 下 述 四 种 情况 : 

由 最 一 般 的 情况 下 , 是 表示 对 巨 正则 系 综 求 平均 , 一 个 量 4 的 平均 值 为 


六 人 内 时 2 
tr[4e-&(E-wN)] 


en le (9.1.7) 
其 中 
Z= er 三 trle™ 2+N)] = eh (9.1.8) 
是 巨 配 分 函数 , 9 是 巨 势 函数 , 或 称 热力 学 势 , 并 定义 了 
B=1/(keT) (9.1.9) 


ks 是 琉 尔 兹 曼 (Boltzman) 常量 , 7 是 温度 . 格林 函数 的 这 种 定义 含有 温度 的 因素 ， 
是 热力 学 平均 值 , 所 以 称 为 热力 学 格林 函数 . 对 于 一 般 的 非 平衡 态 问 题 , 热力 学 格 
林 函 数 有 一 套图 形 处 理 方法 (第 十 九 章 ). 在 处 理 平衡 态 的 问题 时 , 则 可 以 用 稍 简单 
一 些 的 技术 , 就 是 运用 后 面 (第 十 二 章 ) 要 介绍 的 松原 函数 (也 称 虚 时 格林 函数 ) 来 
代 寿 热力 学 格林 函数 , 同时 从 松原 函数 经 过 解析 延 拓也 可 以 得 到 热力 学 格林 函数 . 
丸 外 有 一 种 不 需要 利用 图 形 技术 的 运动 方程 法 , 对 热力 学 格林 函数 和 松原 函数 都 适 
用 . 
凶 零 温 情况 下 , 是 对 相互 作用 基态 求 平均 值 : 


(4) = (BAIW?) (9.1.10) 


这 可 以 看 成 是 (9.1.7) 式 中 取 了 一 0 的 极限 情况 , 称 为 零 温 格林 函数 . 利用 $8.2 中 的 
绝热 假设 , 可 以 建立 一 套 处 理 零 温 格 林 函 数 的 图 形 技术 , 见 第 十 章 . 

@ 可 以 是 对 无 相互 作用 基态 求 平均 : (4) = (80|4|80o)， 我 们 一 般 只 涉及 如 
(8.2.25),(8.2.27) 式 的 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 对 无 相互 作用 基态 的 平均 值 . 
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@ 对 于 真空 态 的 平均 值 , (4) = (0|4|0). 下 面 我 们 将 举例 说 明 , 它 就 是 第 二 部 
分 讲 的 单 体格 林 函 数 . 相应 地 , 以 上 对 多 粒子 状态 的 求 平均 , 称 为 多 体格 林 函 数 . 本 
书 我 们 总 是 假设 所 有 的 态 已 归 一 化 . 

(5) 对 于 琉 色 子 要 区 分 两 种 情况 . 一 种 是 声 子 、 光 子 这 样 的 粒子 数 不 守 人 恒 的 系 
统 , 一 般 说 来 , 温度 越 低 , 则 粒子 数 越 少 , 零 动 量 的 粒子 数 为 零 . 不 存在 负 能 量 的 粒 
子 . 男 一 种 是 “He、 超导体 中 的 库 柏 对 (Cooper pair) 这 样 的 粒子 数 守 恒 的 系统 . 这 
样 的 系统 会 发 生 玻 色 凝 取 , 也 就 是 说 在 非常 接近 零 温 时 , 系统 内 有 宏观 数量 的 粒子 
处 于 动量 为 零 的 状态 . 这 时 88.2 所 介绍 的 绝热 假设 不 适用 , 也 就 是 说 , 不 能 利用 绝 
热 假 设 来 处 理 有 凝聚 的 玻 色 粒子 系 ， 在 第 十 七 和 十 八 章 中 将 专门 讨论 会 发 生 正 色 
凝聚 的 系统 的 格林 函数 . 

(6) 名 称 . (9.1.1) 式 的 9 称 为 因果 格林 函数 , 简称 为 格林 函数 , 它 是 最 常用 的 格 
林 函 数 , 它 可 以 用 图 形 技术 这 样 统一 的 方法 来 处 理 . 9& 和 gh 分 别称 为 推迟 和 超前 
格林 函数 , 一 般 用 运动 方程 法 来 求解 (第 十 五 章 ) 是 比较 方便 的 . 其 他 的 格林 函数 没 
有 固定 的 名 称 , 一 般 都 泛称 为 格林 函数 . 格林 函数 还 有 一 些 其 他 名 称 , 如 gR 称 为 传 
播 子 (propagator) 或 传播 函数 , 热力 学 格林 函数 也 称 为 实时 格林 函数 , 以 区 别 于 第 
十 一 章 中 要 介绍 的 虚 时 格林 函数 即 松原 函数 . 由 于 格林 函数 中 含有 两 个 时 间 , 也 一 
般 地 称 为 双 时 格林 函数 , 等 等 . 由 格林 函数 可 以 得 到 系统 的 各 种 物理 信息 . 9< 和 9> 
常 分 别称 为 大 于 和 小 于 格林 函数 , 也 都 被 称 为 关联 函数 . 

(7) 当 外 场 不 随时 间 变 化 时 ,格林 函数 是 时 间 差 t 一 t 的 函数 ， 在 无 外 场 的 
均匀 空间 中 , 它 是 坐标 差 z-z' 的 函数 ， 因 此 可 以 通过 傅 里 叶 变换 得 到 g(z 一 z/， 
ww),g(k, 沁 ),g(k,w) 等 形式 . 任意 一 个 函数 f(z,z) 的 傅 里 叶 变 换 为 


f(k,7) = f drew f(r, 7) (9.1.11) 


SE le ri (9.1.12) 
其 中 已 令 r = 2-_z17 = 太刀 相应 的 道 变换 为 
f(r,7) = i / dkdwei®" io7 f(k,w) (9.1.13) 


一 般 说 来 , g(k,w) 即 以 四 维 波 矢 为 变量 的 格林 函数 具有 最 简单 的 形式 , 所 以 在 
具体 应 用 中 较 多 地 使 用 这 种 形式 . 
由 定义 式 (9.1.1)~(9.1.6) 可 看 出 各 格林 函数 之 间 有 一 些 相互 关系 : 


9g9=0(t—t)g” +0(t —t)g* (9.1.14) 


gR = 0(t—t)5 (9.1.15) 
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gt = 一 0 —t)5 (9.1.16) 
g>=g—ge (9.1.17) 
g“=g— gr (9.1.18) 
5 三 g> 一 9< (9.1.19) 


这 些 公 式 与 (2.2.14)~(2.2.19) 形式 上 完全 一 样 . 

从 现在 开始 , 本 章 的 所 有 公式 的 推导 都 选择 4 = 多 和 B =yi. 

由 定义 式 看 格林 函数 的 物理 意义 : 对 于 热力 学 因果 格林 函数 来 说 , 是 在 N 个 
粒子 的 统计 系 综 中 , 在 时 刻 xz’ 处 产生 一 个 粒子 , 它 运动 到 t 时 刻 , z 处 淹没 的 传 
播 概率 . 这 第 N+1 个 粒子 与 N 个 粒子 是 有 相互 作用 的 . 如 果 有 外 场 作用 或 相互 作 
用 与 自 旋 有 关 , 粒子 在 运动 过 程 中 由 于 受到 散射 或 外 场 作 用 自 旋 可 能 会 改变 . 由 于 
相互 作用 的 存在 该 运动 粒子 的 能 谱 与 裸 粒 子 ( 即 无 相互 作用 时 ) 的 不 同 , 将 这 样 的 
粒子 称 为 准 粒 子 , 其 能 谱 由 格林 函数 的 极点 所 决定 . 当 # > t 时, 表明 先 淹没 一 个 粒 
子 然后 再 产生 它 , 完全 遵守 因果 关系 . 对 于 零 温 的 因果 格林 函数 来 说 , 是 在 N 个 粒 
子 的 基态 中 产生 而 后 再 淹没 一 个 粒子 的 传播 概率 幅 , 与 热力 学 格林 函数 相 比 , 只 是 
将 统计 系 综 改 成 零 温 的 基态 , 其 他 性 质 都 一 样 . 单 体 格林 函数 则 是 在 真空 中 产生 一 
个 粒子 再 淹没 的 传播 概率 幅 , 这 在 前 面 第 三 章 一 开头 已 提 到 . 注意 , 在 真空 中 产生 
一 个 粒子 与 在 无 相互 作用 的 基态 中 产生 一 个 粒子 有 所 不 同 , 后 者 产生 的 费 米子 在 
空间 中 只 能 在 N 个 粒子 的 费 米 球 外 运动 . 定义 式 (9.1.1) ~(9.1.6) 都 产生 或 淹没 一 
个 粒子 , 都 称 为 单 粒子 格林 函数 . 

在 真空 态 中 的 平均 值 就 是 第 二 部 分 讲 的 单 体格 林 函 数 . 其 实 , 由 于 是 在 真空 中 
产生 一 个 粒子 , 所 以 不 存在 相互 作用 的 问题 . 这 种 情况 下 , 按 88.1 中 已 说 明 的 , 费 米 
子 (或 玻 色 子 ) 的 场 算 符 , 满足 第 二 章 中 的 对 时 间 一 阶 导数 的 方程 (2.1.8) 式 , 容易 证 
明 , 相应 的 因果 格林 函数 满足 方程 (2.1.1) 式 ; 声 子 和 光子 的 场 算 符 满足 第 二 章 中 对 
时 间 二 阶 导数 的 方程 (2.2.2) 式 , 相应 的 格林 函数 满足 方程 (2.2.1) 式 . 下 面 我 们 再 
作 一 个 具体 推导 来 说 明 这 一 点 . 以 费 米子 (或 玻 色 子 ) 的 场 算 符 为 例 , 真空 态 中 的 平 
均值 为 


g(x,7") = —i(0(t —t paz) pt (z) + n0(t 一 四 (zya(z) (9.1.20) 


由 于 是 真空 , 不 可 能 在 其 中 淹没 一 个 粒子 , 所 以 第 二 项 为 零 . 现在 将 场 算 符 的 表达 
式 (8.1.11),(8.1.7) 式 代入 , 可 以 推 得 


g(2,2) = ~iO(t —t) Do") gn (2)pr (2) (9.1.21) 
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下 面 利用 公式 本 
二 co 一 ie(t 一 如 
1 co 一 ie(t 一 t) 
此 式 的 证 明 是 : t 一 > 0 时 在 下 半 平 面 补 上 回路 . t 一 + < 0 时 在 上 半 平 面 补 上 回路 . 
1 co —i(et+En,)(t—t’) 
‘g(7, 2") = 云 / Dos)p% (2s)— de 
1 co —iw(t—t’) 
= 二 A > Pw) (2) rir (9.1.23) 
其 传 里 叶 分 量 为 
G(x, 2';w) = ee (9.1.24) 


这 正 是 单 体格 林 函 数 在 宗 量 z 取 实 数 时 的 侧 极限 形式 . 从 这 里 也 可 看 出 , 单 体格 林 
函数 的 分 母 有 一 小 的 虚 部 , 或 者 说 极点 在 下 半 平 面 , 其 物理 原因 是 只 可 能 先 产生 一 
个 粒子 然后 再 潭 没 . 

对 于 多 体格 林 函 数 来 说 , 由 于 已 存在 NN 个 粒子 , 因此 既 可 以 先 产生 一 个 粒子 
再 谭 没 , 也 可 以 先 潭 没 一 个 粒子 再 产生 . 后 者 实质 上 描述 了 空 穴 的 传播 , 由 定义 式 
(9.1.1)~ (9.1.6) 与 (9.1.22) 式 可 看 到 : 因果 格林 函数 g(z,z') 在 上 、 下 半 平 面 都 有 极 
点 , 其 中 第 一 项 的 奇 点 在 下 半 平 面 , 第 二 项 的 奇 点 在 上 半 平 面 . 推迟 格林 函数 只 在 
下 半 平 面 有 极点 . 超前 格林 函数 只 在 上 半 平 面 有 极点 . 由 此 我 们 看 到 了 第 二 部 分 中 
的 单 体格 林 函 数 在 实 轴 上 没有 定义 , 其 物理 原因 是 产生 和 泽 没 一 个 粒子 只 可 能 在 一 
前 一 后 或 一 后 一 前 发 生 , 不 可 能 同时 发 生 . 

格林 函数 的 极点 是 粒子 的 能 量 , 是 哈密 顿 量 的 本 征 值 一般 说 来 , 本 征 值 是 实 
数 . 但 由 于 现在 产生 的 是 准 粒子 , 准 粒子 在 运动 过 程 中 由 于 与 其 他 粒子 的 相互 作用 
可 能 会 出 现 训 变 . 所 有 准 粒子 是 有 寿命 的 . 表现 在 格林 函数 上 , 格林 函数 的 极点 是 
个 复数 ; 实 部 表示 准 粒子 的 能 量 , 虚 部 的 倒数 为 准 粒子 的 寿命 . 当 粒 子 不 衰变 , 例如 
无 相互 作用 的 情况 或 (9.1.20) 式 的 例子 , 虚 部 为 无 穷 小 量 , 因此 寿命 为 无 限 长 . 

单 体格 林 函 数 所 满足 的 运动 方程 就 是 (2.1.1) 或 (2.2.1) 式 . 对 于 多 体格 林 函 数 ， 
由 于 存在 相互 作用 , 情况 更 为 复杂 . 

设 哈 密 顿 量 中 含有 外 场 作用 和 两 体 相互 作用 ， 


H=T+V°+H,K=H-LN (9.1.25) 


9 全 二 5 | We9vyelebaz (9.1.26) 
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vy / 入 (zes(z)wWaa(zt)dz (9.1.27) 
c0 


Hi ;5 / ham, ta(e’, t)V(z, 2 pag (r,t) pua(T,t)drdr’ (9.1.28) 
ap 


其 中 已 用 (8.1.11) 式 将 (8.1.2)~(8.1.5) 式 中 的 场 算 符 量变 为 海 森 伯 绘 景 中 的 量 .， 由 
海 森 们 算 符 随时 间 的 变化 关系 (8.2.7) 式 , 可 算得 


jew t) [wa (z, t), K] 


2 
= Vuele,t) — obra l(t) )+ Pvte) 


> doiptia(wi ttt)V (w, v1) baa(z1, tt baa(z,t) (9.1.29) 


最 后 一 项 可 以 和 wig(z') 来 构成 如 下 格林 函数 : 


—i(0(t —t ) hy (Ti, tt pay (v1 tt ) pa(%, ta()) 
+n0(t -tpla(z Wt, (1, ttt ) pay (z1, t+ ) baa(T, t)) 
= —i(TrwHy (21, tt )WHa(Y, t) Wiiy (1, tt+)piro(z)) = igyapy (Zt , wit; wittt, wt) 


将 格林 函数 对 时 间 求 导 ， 
hgo0(o, 0) = hi (Olt — tha (ylio(e ) + nO — tlig(e haa(e)) 
= MC haale) Woo) 一 me)ypeD) 
~i(0(t —t ih Waa(2) lg(z) + n0(t ~ t) pha )ih a Waa?)) 


2 
=6(z2—7!)608— Dr Viigop(T, 2Z/) 一 Agae(Z， r+, Ve, (z)gye(z x") 
7 


HH {Ve mdigyopr ett, mits wttt, wt) 
Y 


(9.1.30) 
其 中 性 比如 时 间 大 一 个 无 穷 小 量 . 可 见 格林 函数 的 运动 方程 是 复杂 的 . 这 里 定义 
了 二 粒子 格林 函数 ， 


gapir(D 2 21,71) = (i)? (Dpaa(z) ba(z Why (ri) ps (24)]) (9.1.31) 
如 果 与 自 旋 无 关 , 则 一 般 写 成 
92(1,1;2,2) 一 (一 六 人 [ba(DWa(l WE(2)9(2]) (9.1.32) 
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其 中 物理 意义 是 : 在 zi 和 zl' 处 分 别 产 生 一 个 粒子 , 再 运动 到 > 和 x 处 潭 没 的 传 
播 概率 幅 . 由 编 时 算 符 的 性 质 可 知 


92(1, 1’;2,2") = Fg92(1, 1; 2 2) = Fg2(1, 1;2,2) = g2(1, 1; 2',2) 
一 般 地 , n 粒子 格林 函数 的 定义 是 
gn(z,2) = ("Ttpa (zi) (zn) (0) (4) (9.1.33) 


89.2 ”格林 函数 的 性 质 与 用 途 
9.2.1 ” 莱 曼 表示 与 谱 函 数 


已 知 海 森 伯 场 算 符 的 定义 为 
Mra(z) = ei/hy, (vm)e Hi/ pt (x) = eiHt/hapt (wp)e -iHt/h (9.2.1) 

它们 是 运动 方程 
于 元 YHa(z) 一 [已 ， WwWHa(z)] (9.2.2) 


的 解 . 此 处 实际 上 已 假设 哈密 顿 量 矿 是 与 时 间 无 关 的 . 为 了 下 面 讨论 问题 简单 起 
见 , 再 考虑 无 外 场 的 情况 , 这 时 空间 具有 平移 不 变性 . 利用 场 算 符 的 平面 波 展开 , 则 
系统 总 动量 算 符 如 下 : 


P= > / de (2) ovale) = 2 hkCi Oko (9.2.3) 
仿照 海 森 伯 含 时 算 符 的 定义 , 算 符 随 坐标 的 变化 可 以 定义 为 
We(z) 一 e /Ma(0)e 人 (9.2.4) 
相应 的 方程 是 
Vwal®) = [Walz), P] (9.2.5) 
所 以 Vaa(z) 可 进一步 写成 
Wia(z) = et/Ne-iP.s/hyy (0)eiP'®/ho-iHi/n (9.2.6) 
1. 零 温 格林 函数 


我 们 先 来 研究 零 温 格林 函数 . 此 时 ， 


g2e (x1, za) = —i(f pa (Ti1) Vlg(z2) | ) (9.2.7) 
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在 两 个 场 算 符 之 间 插 入 完备 集 
>》 |m)(m| =1 (9.2.8) 


此 处 完备 集中 的 任意 一 个 态 都 是 统计 系 综 中 的 一 个 可 能 的 平衡 态 . m=0 的 态 就 是 
基态 | 加) 基态 中 及 个 粒子 . 第 m 个 态 的 能 量 与 动量 的 本 征 值 为 


HIm = Em(N)|m), Plm) = Pm(N)Im) (9.2.9) 


N 表示 系统 中 有 N 个 粒子 . 基态 的 总 动量 为 零 , 基态 的 能 量 记 为 E,, w。(0) 与 
%5(0) 的 作用 分 别 使 系统 减少 或 增加 一 个 粒子 . 所 以 像 (m| 几 (0)|%》 这 样 的 矩阵 
元 , 只 有 当 |m) 是 比 | 册 ) 多 一 个 粒子 的 系统 , 即 N+1 个 粒子 的 系统 时 , 才 不 为 零 ; 
同样 地 , 在 (ml%a(0)|%8)》 中 , |m) 必须 是 W--1 个 粒子 的 系统 . 将 (9.2.6), (9.2.8) 代 
入 (9.2.7), 可 得 


928(T1, £2) 
SD 


(Be (Ol) (ml (0) I®) (9.2.10a ) 
同 理 , 可 算出 
gear1, 72) 
Sm /tM 
(ya (Om) (mlwa(0)IwE) (9.2.10b) 
因果 格林 函数 则 为 (9.1.14)， 
gap(zlzo2) = O(t1 一 妇 )926 + Olt2 一 二 )939 (9.2.11) 


现在 未 考虑 外 场 , 格林 函数 是 坐标 差 的 函数 .可 令 2 = zi-za,t = 二 一刀 化 学 势 
的 定义 为 : 在 基态 中 增加 一 个 粒子 所 需要 的 能 量 , /= Be(N+1) -Be(N). 对 于 宏观 
系统 , N 是 个 大 数 , 在 准确 到 1/N 的 近似 下 , 4= Bs(N) - Ee(N-1). 从 基态 到 第 mm 
个 态 的 激发 能 记 为 fiwm, 则 有 


fim (N) = En(N)— Es(N) (9.2.12) 
这 是 个 正 的 量 . 并 且 有 


En(N+1)— E(N)=hwn(N+1) + (9.2.13a) 
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Be (9.2.13b) 
将 gap (zi zz) = gap (zl 一 22) 先 对 时 间作 傅 里 叶 变 换 , 利用 (9.1.22) 式 


hi(yE la (0O)|m) (mlps (0) Iw®) GiPm(N+1)-2/h 
Gag(z2,w) = 二 (+1l) 一 4 十 i0+ 


i(ya ly me @-iPm(N—1)-w/h 
-2 ji 十 om(N 一 1) 一 人 一 i0+“ 


为 简单 起 见 , 下 面 再 设 粒 子 间 的 相互 作用 与 自 旋 无 关 , 那么 Gop =6upG， 本 忽略 
自 旋 下 标 . 并 且 令 


(9.2.14) 


Am = |(yaIy (Om), Bm = |( It (0) |m)l? “(9.2.15) 
则 (9.2.14) 式 简化 为 
eiPm(N+1)-w/h Be—iPm(N-—1).2/h 
US 2 | m(N ++1)— | 
(9.2.16) 


现在 来 看 w 一 ce 时 的 极限 行为 , 因为 ww, / 等 都 是 有 限量 , 所 以 
G(zl — x2,w 一 00) 
一 二 [wiv (em) (nlpt (za) lh) = (oI (ea) lm) (mlb(wn) 1a) 
加 -ie 二 
(9.2.17) 


其 中 分 子 上 已 用 (9.2.4) 式 代 回 , 最 后 一 步 则 利用 了 (9.2.8) 与 费 米子 ( 玻 色 子 ) 场 算 
符 的 对 易 关 系 . 将 (9.2.17) 变换 到 k 空间 , 易 得 


el es en = (9.2.18) 


因为 5 沙 数 的 侍 里 叶 变 换 就 是 1.(9.2.18) 可 与 前 面 (1.1.16) 式 相 比 较 . 这 是 格林 函 
数 的 基本 性 质 . 如 果 从 (9.2.14) 式 出 发 , 则 得 到 


Gop(ksw — 00) — Léap 
再 对 (9.2.16) 式 作 空 间 传 里 叶 变 换 
G(k,w) = 3 dze ik*G(z, w) 
而 mh 工人 和 RE Pn(N+1)/ 间 ， Bnb[k+ Pm(N ~])/ 痢 } 


m(N+1)—p+i0+ fw+t hom(N— 1)—h— io+ 
(9.2.19) 
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此 式 称 为 格林 函数 的 莱 曼 (H.Lehmann) 表示 . 
对 于 推迟 和 超前 格林 函数 , 利用 (9.1.15), (9.1.16),(9.1.19) 容易 得 到 


本 Am6[k 一 Pm(N 十 1)/ 间 Bmédlk + Pm(N + 1)/ 闽 
9 (0)s 0 0 — hm(N+1)—p4+io0t fw + hwm(N—1)— | 
(9.2.20) 


即 只 要 在 (9.2.19) 式 中 第 二 项 的 分 母 上 将 -io0+ 换 成 i0+ 即 可 . 同样 , GA(k, w) 的 
表达 式 只 要 将 (9.2.20) 式 分 母 上 的 i0+ 都 换 成 -i0+ 即 可 . 并 有 关系 式 


GR(k,w) = [GA (k,w)] (9.2.21) 


此 式 表明 , 无 外 场 时 , 频率 波 矢 表象 中 的 推迟 与 超前 格林 函数 互 为 复 共 辑 . 记 入 自 
旋 时 , 则 有 
GE (k, w) 一 [GH (k, w)]* 


类 似 于 (9.2.18) 可 证 : 
GR(k,w 一 00) = GS (k,w 一 oo) 一 = (9.2.22) 
现在 利用 公式 、 
了 (9.2.23) 
则 实 部 与 虚 部 之 间 有 如 下 关系 : 
Pp = = 人 _ -0) a (9.2.24) 


将 此 式 应 用 于 推迟 格林 函数 (9.2.20), 易 得 


co 及 / 
ReG™(k, w) 二 ?| IC (k,w’) 


/ 
oo W/O—w 


dw’ (9.2.25) 


同 理 , 对 于 超前 格林 函数 有 


Co A / 
ReGA (k,w) = -=P / mG (oy (9.2.26) 


_o WO—w 
此 两 式 也 称 为 色散 关系 . 利用 (9.2.23) 还 可 将 三 个 格林 函数 的 虚 部 的 表达 式 写 出 来 ， 
例如 对 于 因果 格林 函数 为 


一 (2m3 》 Amdlk — Pn(N + D/A ~ wn(N+1)— p/w > 
= _1(2m3 Andlk + Pra(N — D/L + wlN 了 一 交大 < 


(9.2.27) 
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这 是 因为 由 定义 (9.2.12) 式 , wm 是 个 正 的 量 , 所 以 当 fw>j 时 , 6[w+wm (N 一 TD 一 // 亲 
的 变 基 恒 为 正 , 故此 项 为 零 , 同 理 有 < 4 时 , 含 glw-wm (N+D)-H/ 问 的 项 为 零 
(9.2.27) 式 有 反映 出 费 米子 系统 因果 格林 函数 的 虚 部 的 符号 符合 下 述 关系 : 
sgnImG(k,w) = —sgn(hw — W) (9.2.28) 
sgn 是 符号 函数 , 见 (2.2.13) 式 . 类 似 于 (9.2.27) 式 写 出 GR 与 G4 的 虚 部 的 表达 式 
后 可 得 三 个 格林 函数 的 实 部 或 虚 部 之 间 的 关系 
Re G(k,w) = Re GR(k,w) = Re GA (k,w) 


ImGR(k,w) = sgn(fiw ~ 1)ImG(k,w) = —ImGA (k, w) (9.2.29) 
并 由 此 得 
GR(k, w) = | G(k,w), iw > a 
G*(k,w),hw < 
GA(k,w) = | G*(k,w), hw > a 
G(k, w), hw < H 
(9.2.21) 式 也 可 从 此 处 得 到 . 


再 仿照 (9.2.25), (9.2.26) 式 可 写 出 费 米子 因果 格林 函数 的 实 部 与 虚 部 之 间 的 关 
9 Re G(k,w) = LP 三 机 
(9.2.28)~(9.2.32) 式 适 用 于 费 米子 系统 ， 对 于 零 温 时 非 凝 聚 的 臻 色 子 系统 , 化 
学 势 4 =0, 所 以 格林 函数 中 没有 hs < 的 部 分 . 此 时 (9.2.28)~(9.2.32) 式 中 凡是 
ju >j 部 分 的 公式 也 适用 于 玻 色 粒子 系 . 
现在 看 三 个 格林 函数 的 解析 性 质 . 由 (9.2.20), (9.2.21) 式 可 知 GR 在 复 w 的 下 
半 平 面 有 极点 , 在 上 半 平 面 是 解析 的 ; GA 则 是 在 下 半 平 面 解析 , 在 上 半 平 面 有 极点 . 
因果 格林 函数 G 在 上 、 下 两 半 平 面 都 有 极点 . 由 (9.2.27) 式 知 , 当 fiw>j 时 (9.2.19) 
式 后 一 项 的 虚 部 为 零 , 这 时 极点 在 下 半 平 面 ; 当 fw<h 时 G 的 极点 在 上 半 平 面 . 同 
理 , GR 只 在 fw > 的 部 分 有 极点 ;GA 只 在 押 < 的 部 分 有 极点 
2. 有 限 温度 格林 函数 
根据 热力 学 格林 函数 的 定义 ， 


g” (x1,72) = -ie 》 (nle eH rN ya (ri ) (ra) In) (9.2.33) 


也 


dw (9.2.32) 


其 中 


e-62 = S (mle-BA-uN)|m) = 3 -ANm) 一 pm (9.2.34) 


m 
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在 场 算 符 之 间 插 入 (9.2.8) 式 . 由 于 考虑 的 系统 是 空间 均匀 的 , 五 、N 和 P 可 以 有 共 
同 的 本 征 态 


(HpN)m) = (En ~ pNa)Im), Plm) = Pmlm) (9.2.35) 
现在 系 综 中 包含 了 各 种 粒子 数 的 各 种 可 能 的 平衡 态 ， 所 有 的 态 都 按 |m) 的 顺序 统 
一 编号 , 所 以 不 再 明确 标 出 粒子 数 . 可 算得 


g” (21,22) = ie ® > (nle ETHN pa (zi) |m) (my (z2)|n) 


mnN 


Se lp eh 
mn 


.ei(En— Em)t1/h-i(En— Em)t2/h (9.2.36) 


其 中 显然 应 该 有 Nm = Nn+1, 即 |m) 态 比 In) 态 的 粒子 数 多 1. 令 


Pn = Pm — Ps, himn = Em — E, (9.2.37) 
再 令 z = 7z1 一 22, 一 王 一 加 , 则 得 到 
9 (21, 22) 一 一 ieg9 pnl(nly(0)|m) le P mmo/Ne omnt (9.2.38a) 
同 理 可 得 
9 (1, 22) = 一 ie 2 》 pnl(n|pt (0)|m) le Pmne/ Reomnt (9.2.38b) 
令 
将 (9.2.39) 式 中 的 指标 m 与 n 交换 , 由 (9.2.11) 式 得 
g(x,t) = —ie?? >》 ， 4mnnei ™"'®/Re iomnt[p,,0(t) + npmO(—t)] (9.2.40) 


先 对 时 间作 傅 里 叶 变 换 , 类 似 (9.2.17) 式 的 推导 , 利用 (9.2.34) 式 , 可 得 
er a > (9.2.41) 


再 对 空间 坐标 作 傅 里 叶 变 换 , 有 


—B(En—LNn) e—B(Em—uNm) 
a 3,.80 四 _ | 
G(k, w) = (27)3e > Amnb(k — Prmn/ 闻 | rir 9 ee 
= (27)3000 》 Amnb(k Pon/ 月 pn 一 一 一 一 一 7 一 一 


mn 


(9.2.42) 
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再 利用 (9.2.23) 将 实 部 和 虚 部 分 开 ， 


Es 一 Diwomn 一 HA) 
G(k,w) =(2m)aeg2 》、 Annd(h — Pra /月 {P- 


W 一 Wmn 
— ix6(w — wmn)[1 + | (9.2.43) 
比较 实 部 和 虚 部 , 仍 利 用 (9.2.24) 式 , 可 有 如 下 关系 : 
ReG(k, w) = 二 人 coth5B(jiu 一 Da, “( 费 米子 系统 ) (9.2.44a) 


ReG(k,w) = / tanh3 (fi — ) mS 


同 理 , 对 于 推迟 和 超前 格林 函数 可 得 


du'( 玻 色 子 系统 ) 。 (9.2.44b) 


pd A tn ss 
GR(k, w)=(2n)se DAmnilk Pn/A)(1—ne ) ind(w—wmn)| 


(9.2.45) 
GA (kw)=(2n)3es ?dS Amnd(k— Prnn /PD)(1—ne-P (hemn—h)) [= 一 - +ir6(w 一 mo]| 
(9.2.46) 
它们 各 自 的 实 部 与 虚 部 之 间 的 关系 与 (9.2.25), (9.2.26) 式 完 全 相同 . 
三 种 格林 函数 之 间 的 关系 如 下 ; 
对 于 费 米 子 系统 ， 


Re G(k,w) = Re GR(k,w) = Re GA(Rw) 
ImG(k,w) = tanh F (fi — WImGR(k,w) = 一 tanh (hw — J)ImGS (k, w) 
(9.2.47) 
对 于 玻 色 子 系统 ， 


Re G(k,w) = Re GR(k,w) = ReGA(R,w) 

ImG(k,w) = coth ES (hw 一 AImGR(R,w) = 一 coth 人 (hu — J)ImGS (k, w) 
(9.2.48) 
有 限 温度 的 公式 可 以 看 作 是 零 温 有 关公 式 的 推广 ， 例 如 相应 于 (9.2.19) 式 ， 
(9.2.42) 式 可 称 为 推广 的 莱 曼 表示 . 零 温 下 的 有 些 公式 在 有 限 温度 时 仍然 成 立 , 除 
已 提 到 过 的 (9.2.18), (9.2.25), (9.2.26) 式 之 外 .(9.2.21), (9.2.22) 也 仍然 成 立 . 三 种 格 
林 函 数 的 解析 性 质 不 变 . 即 GR 在 复 w 的 上 半 平 面 解析 , 在 下 半 平 面 有 极点 ; GA 在 
下 半 平 面 解析 , 在 上 半 平 面 有 极点 ; G 则 在 上 、 下 两 半 平 面 都 有 极点 . 但 现在 极点 
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的 位 置 不 能 以 /为 分 界 , 因为 现在 (9.2.42), (9.2.45), (9.2.46) 式 中 的 wmn 可 正 可 负 . 
费 米 系统 的 有 限 温 度 的 公式 当 TT 一 0 时 自动 回 到 零 温 时 的 公式 . 例如 注意 到 了 一 0 
时 , 81/(kBT) 一 co 有 


tanh FS (hw — KW), coth (fi — 1) Oo sgn(fw — 4) (9.2.49) 


那么 (9.2.44a) 就 回 到 (9.2.32) 式 , (9.2.47) 则 回 到 (9.2.29) 式 . 
3. 谱 函 数 
下 面 给 出 谱 函 数 的 有 关公 式 . 谱 函 数 A(k, w) 的 定义 为 


A(k,w) =ilg>(Rw) 一 9S(R,w)] (9.2.50) 
由 (9.1.19) 式 , 谱 函 数 实际 上 就 是 格林 函数 5. 谱 函 数 是 归 一 化 的 : 
[. Ak,o) 一 工 (9.2.51) 
证 明 如 下 , 利用 (9.2.38), (9.2.39) 式 ， 


dw dw 
dw _ 人 和 -iod=0) 四 
A ~ Ak,w) ee pre A(k,w) = A(k,t = 0) 
加 ) dre ik®ilg> (zx,t = 0)— g<(z,t = 0)] 


= dreween 5 palnlplen) im) (mit (ea)In) 


—n(nlwi(z2)|m) (mhp lw) |n))] 
一 人 dze-i 交 zi(zl — x22)=1 


其 中 已 用 (9.2.4) 式 , 并 利用 了 (9.2.34) 式 与 费 米 子 ( 玻 色 子 ) 的 对 易 关 系 . (9.2.51) 
式 还 被 称 为 求 和 规则 . 
将 g>(k, w) 与 g<(k, w) 分 别 算出 来 , 只 要 对 (9.2.38) 作 健 里 叶 变 换 即 可 . 
g” (k,w) = —i(2n)se8? 》 pn Amnd(k — Prmn/h)6(w — wmn) (9.2.52a) 


mn 


g<(k,w)= —ni(2n) ea2 》 pm4mn6( 有 一 已 mn/ 用 6(w — wmn) 


= —mi(2n)es? pr hnn6( 有 一 Pa/ 月 5(w — wmn)e™ Bomn 


mn 


= ne -pg> (k, w) (9.2.52b) 
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一 式 中 因 有 5 函数 的 限制 , 所 以 可 将 wmn 代 之 以 w. I 则 g> 与 g<， 
| A(k, w) 来 表示 : 


A(k,w) = ig”> (k,w)(1 — ne -rt)) (9.2.53) 
0) = -iA Te = iA(k, ol -六 ro] (0.2.50) 
9g“ (k,w) = ne TH) g> (kw) = —niA(k,w)f_n(hew) (9.2.55) 
其 中 
fhw) = sg (9.2.56) 
是 费 米子 ( 玻 色 子 ) 的 分 布 函数 . 


因果 、 推 迟 与 超前 三 个 格林 函数 也 都 可 以 用 谱 函 数 表 示 出 来 . 将 (9.2.52) 代入 
(9.2.50), 有 


A(k,w) = (2m4e82 》 pm4mn6(R 一 已 mn/ 问 6(w 一 wmnj[L 一 me-pUiwmn- 内 ] (9.2.57) 


mn 


(9.2.57) 与 (9.2.43) 的 虚 部 比较 , 则 有 
ji -3[tanh 3 Ph] ACk, ) (9.2.58) 
三 个 格林 函数 的 实 部 相同 . 事实 上 , 比较 各 自 的 实 部 与 虚 部 , 可 写 出 


dw 4(Rw/ 


el / Re (9.2.59b) 


_oe 2 Wow 一 i0+ 
由 此 得 谱 函 数 的 表达 式 ， 
A(k,w) =ilGR(R,w) — GS(k,w)] (9.2.60) 
计算 出 推迟 格林 函数 之 后 , 其 复 共 绒 就 是 超前 格林 函数 . 立即 就 可 求 得 谱 函数 . 再 
用 (9.2.54), (9.2.55) 求 得 大 于 和 小 于 格林 函数 . 如 果 定 义 一 个 复 变 函 数 ， 


”duw' A(k,w’) 
_oo 2T 2 一 WU 


G(k,z) = 


(9.2.61) 


那么 可 将 GR 与 GA 表达 为 


GR(k,w) = G(k,w +i0+) = G+(k,w) 


GA (k, w) = G(k,w 一 i0+ ) = (k, w) (9.2.62) 
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可 与 单 体格 林 函 数 的 有 关公 式 相 比较 . 
在 (9.2.57) 中 如 果 w 是 正 的 , 那么 A(k, w) 的 每 一 项 也 都 是 正 的 , 即 4 有 如 下 
性 质 : 
A(k,w) > 0， 费 米子 系统 (9.2.63). 


sgn(w)A(k,w) > 0, 玻 色 子 系统 _ (9.2.64) 


综 上 所 述 ， 各 格林 函数 可 用 谱 函 数 表示 出 来 ， 这 样 的 表达 式 称 为 谱 表示 式 . 
A(k,w)/(27) 是 归 一 化 的 , 且 当 w >0 时 A(k,w) 是 正 的 量 , 它 具 有 态 密 度 的 性 质 ， 
但 与 态 密度 的 概念 不 同 , A(k,w)/(27) 可 称 为 概率 函数 , 它 是 一 个 粒子 具有 动量 和 
能 量 w 的 概率 . 但 它 与 分 布 函数 请 (es) 也 不 相同 , 4A(k,w) 是 根据 系统 而 变化 的 , 其 
具体 的 形式 需 对 具体 的 物理 系统 做 计算 才能 知道 . A(k,w)/(27) 也 称 为 广义 谱 密度 . 

本 节 的 讨论 假定 了 无 外 场 和 相互 作用 与 自 旋 无 关 . 如 果 将 这 两 条 限制 去 掉 , 也 
可 作 相 应 的 讨论 , 只 是 表达 式 更 为 繁复 ， 有 时 虽然 存在 外 场 , 但 空间 仍然 是 均匀 的 ， 
则 本 节 的 公式 仍然 全 部 适用 . 


9.2.2 ”物理 量 的 计算 
利用 单 粒子 格林 函数 可 以 计算 任何 单 粒子 算 符 对 热力 学 系 综 的 平均 值 ， 单 粒 
子 算 符 的 二 次 量子 化 表示 形式 已 由 (8.1.1) 式 给 出 . 可 写成 如 下 形式 : 
A = /aa4) (9.2.65) 


其 中 
A(z) = 》 趴 4up(z)ye(z) (9.2.66) 
ap 


是 算 符 密度 . 将 (9.2.66) 式 左 乘 以 expli( 五 - ALAN)tb 问 , 右 乘 以 exp[--i( 瑟 -AN)t 问 ， 
再 对 热力 学 系统 求 平均 , 则 左边 为 


(eiCE-ANJ/ A(z)e-i(H-uN)i/n,) = (4(z)) (9.2.67) 


此 式 如 果 所 选用 的 本 征集 恰好 是 互 和 NN 的 共同 本 征集 , 则 由 (9.2.35) 式 , 结果 是 显 
然 的 ; 如 果 不 是 , 则 将 其 中 每 一 个 态 按照 互 和 N 的 共同 本 征集 展开 , 成 为 


2 (yalpmel em WN)t/ An)e (En Es)AR (nll) 
imn 
0 a 


= (A(z)) (9.2.68) 
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得 到 相同 的 结果 . (9.2.66) 的 右边 则 成 为 
DAsp ls) (Wi lz, tba (zd) =7 4ap(z) Bm (Dilwale, ti (zt) 
apB 


op tt 


= dm, > 4up(z)gen(zb mt) = mitrla(z)g(zt zt (9.2.69) 


t—tt ap 
由 于 原来 的 顺序 是 Via。 在 左 , wae 在 右 , 写成 格林 函数 时 应 保持 这 个 顺序 , 故 必须 
令 如 (zt+) 的 时 间 比 Wap (zt) 的 时 间 大 一 正 的 小 量 , 求 迹 是 对 于 自 旋 指标 而 言 
的 . 所 以 单 粒 子 算 符 密 度 的 系 综 平均 值 为 : 

(4(z)) = nitr[A(z2)g(zt, ztt)] (9.2.70) 

由 此 , 动能 密度 (8.1.2) 与 粒子 数 密度 (8.1.3) 可 算出 为 
(T(x)) = mi dm [- vatrg(et, | (9.2.71) 
(n(z)) = nitrg(zt, wtt ) (9.2.72) 


对 空间 积分 就 得 到 系统 的 总 动量 与 总 粒子 数 . 

对 于 相互 作用 能 (8.1.5), 由 于 涉及 四 个 场 算 符 , 原则 上 应 用 二 粒子 格林 函数 , 但 
借助 于 酝 定 证 方程 , 或 (9.1.29) 式 , 仍 可 用 单 粒子 格林 函数 来 表达 . 现在 我 们 只 考虑 
无 外 场 的 情况 , 又 令 # 始终 比 t 大 一 正 的 小 量 , 因此 (9.1.30) 式 简化 为 


.0 hi2 
一 | 访 寺 gae， 2/) 十 Fr VZ9gap(7， 2 ) 十 Hpgaa(a， z]] 
一 5 /Vw waigor (et, Zit1; Titi , Lt et (9.2.73) 


将 两 边 乘 以 1/2, 令 a =6 并 对 a 求 和 , 再 作 daz 积分 , 则 右边 就 是 (9.1.28) 式 的 Hi 
的 热力 学 平均 值 , 因此 得 到 


: i .0 让 2 /十 
(H') = 73 dz Jim (i 十 py 十 1)trg(zt, zt) (9.2.74) 


动能 与 相互 作用 能 总 和 为 系统 的 内 能 E: 


1 i 3 0 hi2 2 /7 十 
E=(T+H')= i dz Jim (过 pen 十 1)trg(zt,z t) (9.2.75) 


喜 - 
在 均匀 空间 中 , 前 面 已 给 出 了 各 格林 函数 的 谱 表示 式 . 因此 力学 量 也 可 用 谱 函 
数 来 表达 . 由 (9.1.5) 式 可 知 ， 


9(zt, 2'tt) = g(t, zt+) (9.2.76) 


人 


对 g<( z-z,t 一 寺 ) 作 傅 里 叶 变 换 , 再 令 z' 一 z, 但 上 一 上 = 一 i0+ 必须 保留 . 那么 
总 动能 为 


2 
(7) -下 /ac 和 lim (一 二 73) | dk dosike-a)e-iolt-t)g<( 有 9 


(2r0)3 ax 
-15 / 站。 i gr trg™ (k, w) 
四 2 多 5 dn 人 tr[A(k, w)]f-n(fiw) (9.2.77) 


其 中 / d3z= Y 是 体积 , 再 用 (1.2.5) 式 . 在 均匀 空间 , 所 有 物理 量 都 不 随 坐 标 位 置 
而 变 . 最 后 一 步 用 到 (9.2.55) 式 . 同 理 , 粒子 数 密度 


mo) = 下 页， Pealg (kw) = |/ i ow tr[ACk, fre) 
(9.2.78) 


也 是 在 空间 处 处 相同 ，exp(iw0+) 的 因子 保留 了 前 面 # 必须 在 t 之 后 的 物理 意义 ， 
所 以 不 能 舍 去 , 在 对 w 积分 遇 到 极点 时 , 这 个 因子 就 会 起 作用 . 由 此 二 式 也 可 看 出 ， 
A(k, w) Wr 特别 是 在 & 空间 中 . 系统 的 总 相互 作用 能 为 


(H') =73 3 / er (fw — + 4)trg< (hk, w) 


a ho SE +t) trlACks lf-n(fis) (9.2.76) 
系统 的 内 能 为 


E= (也 上 + = 7 和 0 (fiw + +t)trg<(k, w) 
= > 爱人 (hw 十 十 ms AR wo) f_n (hw) (9.2.80) 


如 果 求 出 巨 势 函 数 2, 则 可 利用 熟知 的 热力 学 公式 求 粹 、 自 由 能 等 所 有 的 热力 
学 量 . 因此 我 们 可 以 说 格林 函数 决定 系统 的 全 部 热力 学 性 质 . 求 巨 势 用 如 下 的 技巧 . 
设想 一 个 可 变 耦 合 常数 的 哈密 顿 H(A): 

HO)= Hot+AHi (9.2.81) 

其 中 0< 入 和 1. 当 A=0 时 就 是 无 相互 作用 的 自由 粒子 系统 , 当 入 =1 时 是 实际 的 多 
粒子 系统 . 由 五 (A) 算出 的 巨 配 分 函数 为 

e-602》 一 tre-p(E(D)-wN)] 一 trle-6(Eo-AN+AE)] (9.2.82) 
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两 边 对 和 求 偏 导数 , 可 得 
OGA 
OX 
将 上 式 对 和 从 0 到 1 进行 积分 , 得 到 


1 : | 
= ha N+uNIAHi} = OH) 和 (9.2.83) 


1 
pi 上 dAH), (9.2.84) 
0 


其 中 92o 是 自由 粒子 系统 的 巨 势 , (XHi)、 中 的 下 标 和 是 指 具有 哈密 顿 量 五 (A) 的 系 
综 统计 平均 . 利用 (9.2. 1 (9.2.79) 得 到 巨 势 依赖 于 单 粒 子 格林 函数 或 谱 函 数 的 关 
系 式 


tr[AN(k, w)]f-n (he 
(9.2.85) 
其 中 格林 函数 与 谱 函数 的 上 标 和 表明 系统 具有 哈密 顿 量 (9.2.21). 
现在 来 看 态 密度 的 表达 式 . 首先 , 在 态 |n) 上 增加 一 个 粒子 而 使 其 能 量 增 加 i 
时 , 可 利用 的 空 态 数 为 


N>(w) = 到 I( mle ds (Em, — En) /有 (9.2.86) 
增加 的 这 个 粒子 可 能 有 各 种 动量 态 , 须 对 所 有 动量 指标 求 和 ; 增加 一 个 粒子 可 牙 迁 
到 不 同 的 状态 m, 应 对 所 有 终 态 求 和 ; 平方 表示 了 跃迁 概率 , 6 因子 保证 跃迁 过 程 


中 能 量 守 恒 ; 除 以 V 说 明 只 取 单 位 体积 内 的 量 . 上 式 可 将 5 函数 写成 对 时 间 的 积 
分 ， ee 最 后 对 m 求 和 . 


N>(w) = V (nloaslm) (mlaks In) aa- _E,)/Hlt 


Ne iw 1 
= 元 | eterenlona Cals (On) (9.2.87) 


把 这 一 若 在 统计 系 综 中 取 统 计 平 均 , 即 乘 以 统计 权重 因子 exp[8(0 一 BjNn) ], 再 


No) = N= 7 / dieiot(apA(bat (0)) (9.2.88) 
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N>(w, 7) 的 物理 意义 是 : 对 一 个 处 于 热力 学 平衡 的 系统 , 当 增 加 一 个 粒子 而 使 其 
能 量 增加 w 时 , 可 利用 的 空 态 数 . 再 定义 W<(w) 为 在 In) 态 上 除去 一 个 粒子 使 其 能 
量 减 少 hiw 时 可 利用 J 


N<(w) = 3 |(m|lakxlm2)|25[w — (En, — Em)/ (9.2.89) 
kA 人 ,m 
经 过 与 N>(w) 同样 的 操作 , 得 到 
N<(w,T) = jp > 人 diew(oks (Oara(t)) (9.2.90) 


N<(w, T) 的 物理 意义 是 ， 对 一 个 处 于 热力 学 平衡 的 系统 , 除去 一 个 粒子 而 使 其 能 
量 减少 fiw 时 可 使 用 的 满 态 数 . 

另 一 方面 , 在 空间 均匀 的 情况 下 , 在 9> 和 9< 的 定义 式 中 的 场 算 符 按 平 面 波 展 
开 , 得 到 


i , > 
g” (ziti, T2t2) = Vv ey 2 (Gp (ti)at, 6(t2)) 
kk’ 


-> So (e102) (oka(t)al,a(0)) (9.2.91) 
k 
9g“ (ziti, Z2t2) 一 了 2 eik (ci -22) (ql (0)aka(t)) (9.2.92) 
它们 的 健 里 叶 变 换 分 别 为 
gee(k,w) = —i | dteiwt(aka (t)ak.g(0)) (9.2.93) 
ga(kyw) =i dteiwt (a s (0)aa (t)) (9.2.94) 
现在 将 此 二 式 与 (9.2.88), (9.2.90) 比较 得 
N>(w,T)= 二 = 二 下 tr (k, w) (9.2.95) 
Ne Ty) 去 /二 i [ 沪 汐 (9.2.96) 
能 量 为 iw 人 


p(w) = N>(w,T)+ N°(w,T)= 二 | 


-让 /A (9.2.97) 


g” (有 ,w) 9<(R,w)] 
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最 后 一 步 是 由 (9.2.50) 式 而 来 . 由 此 将 态 密度 与 谱 函 数 联系 起 来 . 态 密度 是 温度 的 
函数 . 利用 (9.1.17), (9.1.18) 式 ， 


en 元 / tO™(k, oo) — GA(k,w) (9.2.98) 
再 由 (9.2.21) 式 ; 
p(w) = :站 -| Fs ImtrO™ (k, w) -5 / ItrG (k, w) (9.2.99) 


此 时 用 (9.2.58) 式 也 得 到 (9.2.97) 式 . 

在 空间 非 均 匀 的 情况 下 , 场 算 符 不 能 用 平 波 展开 , 而 应 写成 对 单 粒子 本 征 函 数 
wk(Z) 的 展开 . 这 时 g> 和 9< 不 能 按 z1-z2 作 传 里 叶 展开 . 但 仍 可 对 时 间 差 作 全 
里 叶 展 开 . 可 写成 


gaa(zt 72; w) = -1D weal),ale) 人 die (akia(baksp(0)》 (9.2.100a) 
k1k2 二 


gsp(zbzaiw) =i 》 已 a(zl)Wpap(za) / dtewi(al, a(0)aksalt)) (9.2.100b) 


hike2 
它们 与 N>、N< 的 联系 为 
N>(w,T)= 三 trg> (zl)z2jw)6(zl -za)dzlidzs (9.2.101a) 
N<(w,T)= -ey | rg (e122 ele 一 22)dzlidzs (9.2.101b) 
态 密度 则 写成 


p(w) = rp f sr” (e020) — g(x1, x2; WwW)]6 (x1 — r2)dr1d7r2 
= 元 tr[GR(z, ziw) 一 GA(z,z;iw)ldz (9.2.102) 
对 于 零 温 时 计算 力学 量 的 公式 , 可 仿照 上 式 方法 作 推 导 , 只 要 记 住 只 须 对 基态 
Jp) 求 平均 , 使 用 哈密 顿 量 五 而 不 使 用 天 = 及-pN. 这 样 在 (9.2.74),(9.2.75)， 
(9.2.79),(9.2.80) 各 式 中 将 /去掉 , 则 所 有 公式 (9.2.65)~(9.2.80) 式 都 适用 于 有 零 温 
系统 (但 在 运用 谱 表示 时 应 小 心 , 因为 零 温 时 的 臻 色 系统 可 能 有 凝聚 ). 例如 基态 能 
量 为 
0 


1 2 
Ey= (T+H)= 73 /az 各 lim (i Se 2 V2 )trg(zt, ztt) 


=73 > / 守 ( fiw + jtrg (k, w) (9.2.103) 


六 
对 于 费 米 子 系统 
d 着 
Bs=3 2 站 加 (hw 十 k? ) Tr[A(k, w)]o(er — fw) (9.2.104) 


2m 


对 于 基态 能 量 还 有 另 一 种 求法 . 利用 (9.2.81) 式 的 哈密 顿 量 , 基态 时 有 薛 定 请 
方程 


HO ON)) = 为 OO) (9.2.105) 
设 刚 (》)) 已 经 是 归 一 化 的 , 将 为 (= (CNJ|EECN) lu& (AD)) 两 边 对 和 求 导 可 得 
De OER ON) (9.2.106) 


对 入 求 积分 得 到 (和 =1 时 的 ) 相互 作用 基态 能 量 
1 
E, = Eo | 0 


ENF EC) (9.2.107) 
其 中 Eo 是 自由 粒子 系 (X=0) 的 基态 能 量 . 在 (9.2.107) 式 中 代入 零 温 时 相互 作用 
能 的 表达 式 即 可 , 即 在 (9.2.74) 式 中 去 掉 含 / 的 项 . 注意 (9.2.107) 与 (9.2.84) 有 相 
同 的 形式 . 


89.3 ”格林 函数 的 物理 意义 


9.3.1 准 粒 子 


格林 函数 的 极点 就 是 准 粒子 的 能 谱 . 为 了 讨论 格林 函数 的 物理 意义 , 我 们 必须 
首先 回顾 一 下 准 粒子 的 概念 . 
在 无 相互 作用 系统 中 , 粒子 之 间 没 有 任何 相互 作用 (甚至 连 碰撞 也 没有 ). 无 相 
互 作用 系统 也 常 称 之 为 自由 粒子 系 或 理想 气体 , 甚至 还 有 称 为 “ 零 " 粒子 系 的 , 这 里 
的 “ 零 ” 指 相互 作用 为 零 . 每 个 粒子 都 处 于 严格 的 单 粒 子 态 , 也 就 是 单 粒子 醉 定 证 
方程 的 本 征 态 , 其 能 量 就 是 相应 的 本 征 值 . 基态 时 , 费 米 子 系统 在 动量 空间 处 于 费 
米 球 之 内 ; 玻 色 子 系 统 则 全 处 于 零 动量 的 态 上 . 如 果 有 一 个 或 若干 个 粒子 转移 到 更 
高 能 量 的 单 粒子 态 上 , 就 形成 系统 的 激发 态 . 理想 气体 的 激发 态 都 属于 单 粒子 形式 . 
这 种 激发 态 都 是 系统 的 严格 的 定 态 (因为 都 是 哈密 顿 算 符 的 严格 的 本 征 态 ). 所 以 在 
没有 外 加 扰动 的 条 件 下 , 理想 气体 的 单 粒子 激发 态 能 够 永久 地 存在 . 在 二 次 量子 化 
表象 中 , 哈密 顿 量 具有 形式 
H= > eo(q)alag (9.3.1) 
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其 中 9 是 一 组 量子 数 . 哈密 顿 量 只 有 对 角 项 , 相应 的 系统 总 能 量 是 
E= 》 co(g)ns (9.3.2) 


总 能 量 是 所 有 单个 粒子 的 能 量 之 和 . 对 于 费 米 系统 , ne 只 能 取 0 或 1, 对 于 琉 色 系 
统 , ng 可 取 任 意 正 整数 . 

对 于 粒子 间 有 相互 作用 的 非 理想 系统 , 不 存在 严格 的 单 粒子 态 , 因为 相互 作用 
能 使 粒子 与 粒子 牵扯 在 一 起 , 任何 一 个 粒子 运动 都 不 可 能 与 其 他 粒子 分 离开 来 . 它 
们 互相 影响 , 互相 联系 成 一 个 整体 . 这 时 只 能 说 是 系统 的 定 态 而 不 能 说 是 单 粒子 的 
定 态 . 这 时 系统 的 激发 也 不 能 说 是 单个 粒子 的 激发 , 而 是 大 量 粒子 的 共同 贡献 . 哈 
密 顿 量 中 除了 (9.3.1) 式 的 对 角 项 , 还 有 非 对 角 项 或 高 次 项 . 在 二 次 量子 化 方法 中 ， 
有 些 哈密 顿 量 可 以 对 角 化 成 如 下 形式 : 


H= 》 el(r)btb. (9.3.3) 


有 些 哈密 顿 量 可 以 作 一 些 近 似 处 理 后 化 为 上 述 的 对 角形 式 . 这 时 系统 的 总 能 量 为 
E= Ye(r)n (9.3.4) 


由 于 (9.3.3), (9.3.4) 与 (9.3.1), (9.3.2) 的 形式 相同 , 因此 系统 好 像 仍 是 由 无 相 
互 作用 的 粒子 所 组 成 , 系统 总 能 量 是 所 有 这 些 “ 单 个 粒子 ”的 能 量 之 和 . 这 样 , 仍 可 
借用 单 粒子 的 图 像 , 但 它们 并 不 是 真正 意义 上 的 自由 粒子 , 故 称 之 为 准 粒 子 (quasi- 
particle) 或 元 激发 (elementary excitation).(9.3.3) 和 (9.3.4) 式 中 的 e(7) 就 称 为 准 粒 
子 能 谱 或 者 元 激发 能 谱 . 注意 准 粒 子 与 理想 气体 的 自由 粒子 有 着 根本 性 的 区 别 . 首 
先 , 系统 中 的 总 能 量 不 是 各 个 实际 粒子 的 能 量 之 和 , 因为 相互 作用 总 是 在 粒子 间 发 
生 , 不 可 能 把 相互 作用 能 归于 某 一 个 粒子 . 其 次 , 一 对 粒子 的 “状态 ”不 同 , 它们 之 
间 的 相互 作用 也 不 同 , 进而 使 得 准 粒子 能 谱 s(r) 也 不 同 . 准 粒 子 能 谱 是 与 温度 有 关 
的 . 再 次 , 设想 该 系统 中 再 加 上 一 个 激发 态 的 粒子 , 由 于 相互 作用 的 存在 , 这 样 的 激 
发 态 不 是 真正 的 定 态 , 因而 不 可 能 永久 恒定 的 存在 . 通过 粒子 间 的 相互 作用 , 使 得 外 
加 粒子 的 最 初 激发 能 量 最 后 扩散 到 系统 的 全 体 粒子 . 因此 , 准 粒子 具有 有 限 的 寿命 . 
准 粒 子 的 寿命 与 其 能 量 是 符合 不 确定 关系 的 . 如 果 准 粒子 的 寿命 很 短 , 则 相应 的 准 
粒子 态 的 能 量 是 很 不 确定 的 , 因而 物理 意义 也 不 大 . 有 意义 的 是 那些 寿命 足够 长 的 
准 粒子 态 , 因为 它们 能 为 复杂 的 相互 作用 多 粒子 系 提供 比较 简单 的 物理 图 像 . 准 粒 
子 服从 什么 统计 , 可 在 (9.3.4) 的 w 上 反映 出 来 . 如 果 mwr 只 能 取 0 或 1, 就 服从 费 
米 统 计 ; 若 nr 可 取 任 意 正 整 , 就 服从 玻 色 统计 . 实际 系统 的 粒子 是 有 相互 作用 的 . 
如 果 哈 密 顿 量 能 够 严格 对 角 化 成 (9.3.3) 的 形式 , 则 准 粒子 之 间 是 无 相互 作用 的 . 实 
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际 上 绝 大 多 数 哈密 顿 量 做 不 到 这 一 点 , 也 就 是 说 , 除了 (9.3.3) 的 对 角 项 之 外 还 有 非 
对 角 项 或 高 次 项 , 这 时 应 考虑 准 粒 子 之 间 的 相互 作用 . 准 粒 子 之 间 的 相互 作用 对 有 
些 物 理 现象 是 重要 的 , 例如 , 在 计算 热 导 率 时 , 应 考虑 声 子 之 间 的 碰撞 . 准 粒 子 之 间 
的 相互 作用 对 于 准 粒 子 的 寿命 也 有 重要 的 影响 . 

再 分 析 一 下 (9.3.3) 与 (9.3.1) 之 间 的 区 别 . 准 粒 子 可 能 与 原来 的 单 粒 子 是 同一 
性 质 的 粒子 . 如 果 ae 是 费 米 算 符 , b; 仍 是 费 米子 算 符 . 有 的 费 米子 系统 的 元 激发 是 
玻 色 型 的 , 这 时 (9.3.1) 中 的 av 是 费 米子 算 符 , 而 (9.3.3) 中 的 b. 则 是 玻 色 子 算 符 . 
例如 超导体 中 的 库 柏 对 就 是 如 此 . 按照 Tomonaga 模型 或 者 Tomonaga-Luttinger 模 
型 , 一 维 电子 气 的 元 激发 也 是 琉 色 型 的 .(9.3.3), (9.3.4) 中 的 量子 数 7 与 原 自由 粒子 
的 量子 数 9 可 能 相同 . 如 相互 作用 电子 气 与 自由 电子 气 的 量子 数 都 是 波 矢 k, 零 温 
下 在 到 空间 中 都 排 成 费 米 球 . 量子 数 7 与 9 也 可 能 不 同 , 例如 固体 内 格 点 上 原子 振 
动 的 元 激发 是 声 子 , 它 的 量子 数 是 波 矢 及 , 而 对 于 每 个 格 点 上 的 原子 来 说 , 只 是 在 其 
平衡 位 置 附近 作 振 动 , 是 没有 波 矢 的 概念 的 . 

元 激发 还 可 分 为 个 别 激发 与 集体 激发 两 类 . 个 别 激发 的 情况 下 , 准 粒子 还 有 原 
来 意义 上 的 粒子 的 概念 , 准 粒 子 与 实际 粒子 还 可 以 一 一 对 应 , 而 且 准 粒子 的 总 数 可 
能 还 与 实际 粒子 的 总 数 相 等 (如 相互 作用 电子 气 ). 集体 激发 完全 是 由 于 系统 中 所 有 
粒子 的 共同 运动 所 产生 的 . 声 子 就 属于 这 一 类 , 它 的 数目 可 随 温度 而 变化 , 零 温 时 声 
子 数目 为 零 . 这 种 类 型 的 激发 还 有 超 流 液 He 中 的 声 子 和 旋 子 , 在 铁 磁 性 材料 中 的 
目 旋 波 基 子 , 等 . 有 的 系统 例如 等 离子 体 中 既 有 个 别 激发 又 有 集体 激发 , 前 者 是 电子 
空 穴 对 , 后 者 称 为 等 离 激 元 . 

在 同一 个 相互 作用 多 粒子 系统 中 可 以 存在 不 止 一 种 的 准 粒子 激发 , 反映 到 (9.3.3) 
式 , 可 能 还 有 其 他 算 符 的 对 角 项 ， 每 一 种 准 粒子 能 谱 叫 作 系 统 能 谱 的 一 支 . 每 一 支 
能 谱 的 准 粒子 的 能 量 与 动量 之 间 的 关系 , 叫 作 这 种 准 粒 子 的 色散 关系 . 在 各 种 具体 
问题 中 , 起 主要 作用 的 往往 只 有 少数 几 支 能 谱 , 所 以 如 果 掌 握 了 相互 作用 多 粒子 系 
的 一 些 准 粒子 色散 关系 , 就 能 相对 准确 地 研究 一 些 相 应 的 物理 性 质 和 过 程 . 

在 处 理 真 实 系统 时 , 我 们 实际 上 还 把 “相互 作用 ”这 个 概念 扩大 了 . 有 时 作用 可 
能 不 是 粒子 间 的 直接 作用 , 而 是 通过 媒介 来 传递 的 , 如 电 - 声 相互 作用 就 是 通过 格 点 
上 原子 的 振动 来 实现 电子 之 间 的 有 效 相互 作 用 . 有 些 则 是 系统 中 的 粒子 受到 其 他 类 
型 的 粒子 的 作用 , 例如 单 电子 在 周期 唱 格 势 场 中 的 运动 构成 能 带 , 在 能 带 底部 附近 
的 准 粒子 仍 为 电子 , 但 其 有 效 质量 m* 与 自由 电子 的 质量 m 不 同 ; 在 能 带 顶 部 附近 
的 准 粒 子 则 是 带 正 电荷 的 空 穴 . 这 种 情况 下 , 唱 格 势 起 的 作用 与 外 场 一 样 . 最 后 , 在 
格林 函数 中 的 “相互 作用 ”也 可 指 仅 是 外 场 的 作用 , 即 Hi 可 指 (8.1.4) 式 的 Ye( 例 
如 见 10.2.2 节 ). 

有 时 准 粒 子 还 被 形象 地 比 作 是 襄 上 了 一 层 外 皮 的 粒子 , 例如 能 带 中 的 电子 . 这 
是 指 由 于 相互 作用 , 准 粒 子 表现 与 自由 粒子 的 本 来 面目 有 所 不 同 . 能 带 中 电子 的 有 
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效 质 量 是 m*, 电子 被 品 上 一 层 外 皮 后 , 质量 可 能 变 轻 了 , 也 可 能 变 重 了 . 这 时 的 电 
子 被 称 为 说 粒 子 (dressed particle), 而 相应 的 自由 电子 称 为 裸 粒 子 (naked particle). 
用 哈密 顿 量 对 角 化 方法 的 局 限 性 是 , 能 够 对 角 化 或 近似 对 角 化 成 (9.3.3) 形式 
的 哈密 顿 量 是 非常 有 限 的 , 而 且 此 方法 无 法 计算 准 粒子 的 寿命 . 借用 由 量子 场 论 的 
技术 而 发 展 起 来 的 多 体格 林 函 数理 论 , 是 研究 相互 作用 多 粒子 系 的 准 粒 子 谱 的 一 种 
普遍 而 有 效 的 方法 . 从 格林 函数 的 极点 可 得 到 系统 的 准 粒子 谱 . 在 无 法 作 严格 计算 
时 , 还 有 各 种 标准 的 近似 方法 , 处 理 实际 系统 比较 方便 . 
9.3.2 ”格林 函数 及 其 极点 的 物理 解释 


为 简明 起 见 , 以 零 温 时 的 费 米 系统 为 例 进 行 讨论 . 基态 时 用 个 粒子 . 在 有 空 
间 内 处 于 费 米 球 内 . 实 空间 是 均匀 的 . 先 看 无 相互 作用 系统 的 情况 , 基态 记 为 |@). 
从 五 到 如 时 刻 状态 的 演化 是 |B0(t2)) = e-iHo(t2-H)/5| G0(#1)). 设想 在 己 时 刻 对 系 
统 注 入 一 个 动量 为 k (k > kF) 的 粒子 , 从 而 得 到 动量 为 k 的 N+1 个 粒子 的 系统 的 
态 呈 |60). 在 苹 定 读 绘 景 中 , 系统 的 状态 按 exp[-iHo(t 一 丘 )/ 问 而 随时 间 演 化 


w(t)) = eiHo(t-t /hal | go),t >t1 (9.3.5) 


由 于 ai|go) 也 是 系统 的 本 征 态 : 


Ho(ak|$o)) = (By + exr)(ok| go)) (9.3.6) 
[w(t)) = ei(Bster)(tt)/hat | Go) (9.3.7) 

在 刀 时 刻 仍然 能 观察 到 这 个 态 的 概率 幅 等 于 
(Golei Holt2 t/ha y(t1)) = eierlt2 ti)/hg(ts — t1)0(k — kr) (9.3.8) 


此 式 左边 利用 (9.3.7) 式 可 写成 海 森 伯 算 符 的 形式 : 
(BolaHx (t2)ali (t1)| G0)0(to 一 t1) 一 eierlt2-t1)/ 0(t2 一 t1)0(k 一 kr) (9.3.9) 


左边 正 是 格林 函数 的 定义 (to > 性 ), 或 者 是 推迟 格林 函数 的 定义 ,因此 格林 函数 是 
指 一 个 粒子 于 某 个 时 刻 注入 系统 , 又 于 另 一 时 刻 离开 的 概率 幅 , 在 这 过 程 中 , 这 个 粒 
子 是 在 进行 传播 的 . 对 于 自由 粒子 系 , 粒子 的 传播 不 受 干扰 . 粒子 的 能 量 是 不 变 的 ， 
所 以 概率 幅 随 时 间 的 变化 是 简 谐 式 的 振荡 , 没有 衰减 . 换言之 , 如 果 我 们 能 够 找到 
格林 函数 随时 间作 简 谐 振荡 式 的 解 , 则 其 对 应 的 频率 就 给 出 系统 的 定 态 能 谱 . 

再 看 相互 作用 系统 的 情况 , 基态 记 为 |y%) 在 苹 定 证 绘 景 中 t=0 时 刻 的 波 函 数 
记 为 |%s(0)) 基态 波 函 数 随 时 间 的 变化 规律 为 


Iws(t)) = eH/K ys(0)) (9.3.10) 
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设 在 时 刻 ， 对 系统 加 上 一 个 粒子 而 得 到 态 aflys(t))， 则 以 后 系统 的 状态 按 
exp[i(t 一石)/ 问 afl%s(t)》 的 规律 演进 ， 现 在 问 to 时 刻 仍 出 现 oilys》 状态 的 
概率 幅 是 多 少 , 它 应 是 


(ys 人 lake 29) Nak lps(t1)) (9.3.11) 
现在 将 (9.3.10) 代入 (9.3.11), 并 且 海 森 伯 基 态 | 如 ) = |ws(0)), (9.3.11) 式 成 为 
(如 aa 人 ta)af (8) 三 iG(k, t2 一 t1),t2 > (9.3.12) 


这 也 正 是 格林 函数 . 形式 上 与 无 相互 作用 的 情况 相同 . 因此 格林 函数 的 物理 意义 是 
非常 明确 的 . 但 与 无 相互 作用 的 情况 不 同 的 是 , 由 于 相互 作用 , 现在 ok|ys) 不 是 哈 
密 顿 量 五 的 本 征 态 , 所 以 要 对 (9.3.12) 的 值 作 具 体 的 计算 与 分 析 . 令 tz 一 t=t>0， 
对 格林 函数 作 傅 里 叶 变 换 : 


G(k,t) = Ls PG(k, wo (9.3.13) 
把 积分 分 为 两 部 分 ， 
G(k,t) = | otG(k,w) + .| eitG(k, w) (9.3.14) 
a 


因为 上 >0, 对 w 的 积分 路 径 可 以 向 下 半 平 面 变形 . 在 第 一 个 积分 中 , w <p, 故 G = 
GA, 见 (9.2.31) 式 , 而 GA 在 下 半 平 面 解析 , 所 以 原 积 分 路 径 可 以 变形 成 图 9.1(a) 中 
的 Co' 二 C1) 令 w ==wi 一 jwz, ws >0, 则 当 wsa 一 oo 时 , exp( 一 jwt)=exp(-ijwit 一 w2t) 一 0， 


沿 大 圆 弧 Co' 的 积分 为 零 . 因此 第 一 个 积分 成 为 


ut AL C, 
| \ 
(b) 


(a) 
图 9.1 (9.3.14) 式 中 积分 路 径 的 变形 
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+ dw —iw _ 2 dw 一 jw A 
人 (kw) = CA) 


0 四 dw!’ :o,f 
= / ie /oe ‘GA(k, p/h + iw) (9.3.15) 


当 w>p, G = GB, 但 GR 在 下 半 平 面 不 解析 , 会 出 现 奇 点 , 设 在 w=wh 一 iys 处 

有 一 个 单 极点 , 则 第 二 个 积分 的 路 径 可 以 变形 成 图 9.1(b) 中 的 C2 一 C7’. 在 大 圆 弧 

Cs' 十 Ca 上 的 积分 为 零 , 令 C5' 与 Ce' 两 条 路 径 无 限 靠 近 , 则 这 两 个 积分 由 于 路 名 

方向 正好 相反 而 相互 抵消 . 同时 Cy’ 形成 一 个 闭合 回路 , 在 极点 附近 , GR 的 行为 是 

Bde 2 

mp (9.3.16) 

其 中 a 是 极点 处 的 留 数 . 那么 对 C5 路 径 的 积分 为 -iaexp( 一 jwpt 一 yk, 其 中 wh = 
sg/ 则 (9:3.14) 式 第 二 项 的 积分 为 


Oo 
/ dy -iwt G(R, w) | dW iwt GR (Re, w) 
k 2T C2 十 CY% 2 


0 dw’ 四 站 
| FG (k, p/htiw Jie re t — iao kt Yet (9.3.17) 
和 (9.3.15) 式 合并 就 成 为 


G(k,t) = 人 jenn [GA(h, L/h+iw’) — GR(R, p/h iw')]e et — ge-iokt— Yt 

(9.3.18) 

由 于 格林 函数 的 严格 的 解析 形式 并 不 知道 , 所 以 我 们 并 不 能 真 的 作 精 确 的 计算 ， 

下 面 只 作 数 量 级 的 估计 . 注入 粒子 的 能 量 ss 比 费 米 能 风 大 , 但 并 不 是 离 的 很 远 , ex 

与 上 是 同一 数量 级 , 故 认为 图 9.3.1(b) 中 的 极点 位 置 离 路 径 C4 很 近 . 在 极点 附近 , 

推迟 格林 函数 的 形式 是 (9.3.16), 认为 在 C5 路 径 上 , GR 可 近似 使 用 (9.3.16) 的 形 
式 , 在 同一 路 径 上 , G^(k,w)=[GR(k,w)]*, 得 到 


ON ND) TY C1 SN TE 
WwW 一 UK 一 IJ WwW— wk lyk 
2iayk 


一 9.3.1 
(w — wk)? 十 人 | 


将 (9.3.18) 式 写成 


QT ipth {~ ew tde/ ;iwpt—ypt 
G(k,t)=——~——e tt/ i ie kt YktoT 41 (9.3.20 
人 xn / (Ri wn ty we ) 
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我 们 不 考虑 大 yx 的 情况 , 只 考虑 yx 足够 小 , 满足 Yk 之 (en 一 4)/ 的 情况 . 下 面 分 
三 个 时 间 范 围 来 估计 上 述 积分 值 . 

@ 当 上 很 小 时 ,上 之 所 /(ep 一 4) 之 1/yYk, 12 基本 上 随时 间 简 谐振 荡 , 五 的 积分 无 
法 估计 , 与 12 相 比 未 必 小 , 所 以 此 时 格林 函数 G(k, t) 的 行为 无 法 确定 . 

@ 当 t 在 下 述 范围 


1 
之 tC (9.3.21) 
ER 一 以 Yk 


时 , 可 证 明石 < 12. 由 于 五 中 的 指数 因子 exp( 一 w't), 只 有 w'<<1 的 w' 值 对 积 
分 起 主要 贡献 , 这 时 可 令 分 母 上 w' s 0. 又 由 条 件 (9.3.21), ek 一 4>> hoyn， 
o_o inn [etdw _ Poye Wt ,ip 
WS 元 区 (eg 一 由)2/ 让 Tt(Ek — 14)? < ce tl (9.3.22) 
其 中 用 到 条 件 反 / (ek 一 1)t<<1, iyk/ (ex 一 4k) 之 1, 都 是 来 自 于 条 件 (9.3.21). 最 后 由 于 
1。 上 有 因子 exp( 一 yk), 而 Yrt <<1. 因此 格林 函数 的 行为 是 


iG(k,t) ~ il2 = ae™ okt— Ykt (9.3.23) 


是 频率 为 wx 的 简 谐 振荡 , 描述 了 准 粒 子 的 状态 . 

@ t >1/Yk; 此 时 五 随 指数 衰减 

对 于 上 述 结果 的 物理 解释 : 在 系统 中 添加 一 个 裸 粒 子 后 , 为 它 加 上 相互 作用 变 
成 准 粒 子 , 即 给 它 襄 上 外 皮 的 时 间 为 内 (ek-/ 的 量 级 (因为 在 这 个 时 间 之 后 , 才 表 
现 为 单个 极点 的 贡献 有 , 否则 还 有 五 的 贡献 ). 这 个 准 粒子 在 1/T7x 的 时 间 内 表现 为 
独立 传播 的 行为 , 这 段 时 间 就 是 它 的 寿命 , 超过 这 段 时 间 就 很 快 衰减 了 . 上 面 我 们 只 
考虑 足够 小 的 ys, 而 不 考虑 大 的 yk, 因为 太 短 的 寿命 没有 什么 意义 . 只 有 寿命 足够 
长 的 准 粒 子 态 才 是 可 以 测量 到 的 

总 之 , 格林 函数 G(k, t) 在 上 >0 时 可 以 描述 准 粒子 的 传播 . 准 粒子 的 能 量 与 寿 
命 取 决 于 格林 函数 在 下 半 平 面 的 极点 . 极点 的 实 部 是 准 粒子 的 能 量 , 极点 虚 部 的 倒 
数 是 准 粒子 的 寿命 . 

同样 地 , 如 果 在 t=0 时 , 从 基态 的 系统 中 拿 出 一 个 粒子 , 得 到 态 ak|%s)》， 这 相 
当 于 产生 一 个 空 穴 , 经 t+ >0 的 时 间 后 , 继续 存在 这 个 状态 的 概率 幅 是 (如 |atin(t) 
aka(0)l%8)》 = iG(k, 一 ). 因 时 间 宗 量 是 负 的 , 故 傅 里 叶 变换 式 的 路 径 积分 可 向 上 
半 平 面 变形 , 于 是 G(k,w) 在 上 半 平 面 党 近 w < 一 段 实 轴 的 极点 决定 空 穴 型 准 粒 
子 的 能 量 与 寿命 

在 上 面 的 具体 讨论 中 , 我 们 假定 了 只 有 一 个 靠近 实 轴 的 单 极点 . 假如 存在 几 个 
极点 , 则 对 于 每 个 极点 都 可 作 相 似 分 析 , 从 而 格林 函数 给 出 几 支 准 粒 子 能 谱 

又 由 于 (9.2.30)，(9.2.31) 式 ， 我 们 还 得 到 结论 ， 推迟 (超前 ) 格林 函数 
GR(k, w)(GA(k, w)) 在 下 半 平 面 (上 半 平 面 ) 的 极点 决定 粒子 型 ( 空 穴 型 ) 准 粒 子 的 
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能 量 与 寿命 . 这 样 , 在 处 理 实际 系统 时 , 既 可 计算 因果 格林 函数 , 也 可 计算 推迟 ( 超 
前 ) 格林 函数 , 前 者 已 有 成 熟 的 图 形 技术 (第 十 章 ), 后 者 可 用 运动 方程 法 求解 (第 十 
五 章 ). 

对 于 声 子 系统 可 以 作 完 全 平行 的 讨论 . 注意 到 声 子 的 化 学 势 为 零 , 并 且 基 态 是 
不 存在 声 子 的 态 , 我 们 得 到 结论 : 声 子 格林 函数 的 解析 性 质 与 j=0 的 费 米 子 系 格林 
函数 的 相同 , 它 描述 了 声 子 作为 一 种 准 粒子 的 传播 , 而 其 极点 决定 声 子 的 能 谱 和 误 
减 . 

一 对 粒子 的 激发 由 描述 二 粒子 传播 的 二 粒子 格林 函数 gz 的 极点 所 决定 . 等 离 
激 元 或 液 氨 中 的 零 声 这 样 的 元 激发 是 一 种 密度 波 . 这 种 集体 激发 由 密度 格林 函数 


Dez,z) = -i(In(z)n(z)]),n(z) = PH(z)pa(z) (9.3.24) 
的 极点 所 决定 . 


89.4 ”无 相互 作用 系统 的 格林 函数 


本 市 给 出 无 相互 作用 费 米子 ( 琉 色 子 ) 和 声 子 的 格林 函数 的 具体 形式 ， 由 于 
在 各 格林 函数 的 定义 式 中 , 9< 与 9> 的 定义 (9.1.4,5) 最 简单 , 先 求 出 它们 , 再 由 
(9.1.14)~(9.1.19) 式 求 出 其 他 的 格林 函数 . 现在 无 外 场 , 空间 是 均匀 的 . 


9.4.1 费 米 子 ( 玻 色 子 ) 
对 于 无 相互 作用 系统 , 由 (8.2.28) 式 可 得 
2 


人 1 = 
Ko = > (eR — J)al aga, eR = Bp (9.4.1) 
可 将 场 算 符 写成 如 下 形式 : 
WHa(T,t) = eiKot/h > Phkal(T)apae Kt/ = > Pha (LT)aka(t) (9.4.2) 
k k 
由 于 a 
hokalt) 一 [agalt), Ko (9.4.3) 
算得 : 
aka(t) = oie)t/Ror a (9.4.4) 


现在 取 pn(z) 为 平面 波 . 将 Vaa(z) 及 其 共 斩 量 的 表达 式 代 入 g> 的 定义 (9.1.4)， 
作 空 间 傅 里 叶 变 换 , 可 得 


g2a(k,T) = ~i(aka(T + t)ala(t)) (9.4.5) 
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由 (9.4.2) 式 可 知 ak() 与 Vaa(z) 之 间 是 健 里 叶 变 换 的 关系 , 所 以 ak(b) 为 动量 表 
象 中 的 场 算 符 .(9.4.5) 式 表明 , 在 均匀 空间 中 , 格林 函数 也 可 直接 用 动量 表象 中 的 场 
算 符 来 定义 . 不 失 一 般 性 , 取 #=0， 


g>o(k,t) = —i(ei(k -t/hapaal sy) = —ie k-th g(1 + n(alar)) (9.4.6) 


同 理 


gEg(k,t) = —nie (sh)t/R(at .ap)bop (9.4.7) 
1 
1 三 0 
(akak) = fn(ek 一 骨 ) BleR -pH) 一 (9.4.8) 


具有 动量 的 粒子 数 在 系统 中 的 平均 值 遵从 费 米 分 布 ( 玖 色 分 布 ), 所 以 
gap(k,t) = 0(t)g2s(k,t) + 0(—t)gEs(k, t) 
= ~ie Rn)/ng gf + nf a(ed — p] + n0(-t) fle — 1)} (9.4.9) 


Gop(k,t) = gaa(k,t) — gg(k,t) = ~ie kh/ Moog (9.4.10) 
gRs(k,t) = 0(t)ap(k,t) = —i0(t)e kt/ ngag (9.4.11) 
gba(k,t) = —0(—t)5op(k,t) =i0(—t)e Rt/nGog (9.4.12) 


其 中 5, g™, g” 与 温度 无 关 , 与 化 学 势 (除了 一 个 相 因 子 外 ) 也 无 关系 , 其 行为 就 像 
在 真空 中 运动 的 粒子 一 样 .g, g>, 9< 则 与 系统 有 关 . 
对 于 费 米 子 系统 , 可 取 了 一 0 的 极限 , 这 时 


从 二 好 二 志 娟 (9.4.13) 
f+(ep —H) =0(kp —k)= 0(eF 一 sp) (9.4.14) 

可 写 出 其 零 温 格林 函数 : 
g(k,t) = —ie (kt/n [g(t)0(k — kp) + 0(-t)0(ke — k)] (9.4.15) 


零 温 下 的 三 维 玻 色 子 系统 会 发 生 凝 聚 现象 , 其 格林 函数 将 在 第 十 七 章 中 处 理 . 
下 面 对 时 间 t 作 全 里 叶 变 换 . 


9(k,w) = 人: et5( 有 tdt 王 一 2rig[w — (eR — 1) /A (9.4.16) 
利用 (9.1.22) 式 , 可 算得 : 


gi(k,w) = 


iy ed ntiot’y 


态 


A 
= fw — ed + pio+ 


(9.4.17) 


. 126 ， 第 九 章 ”多 体格 林 函 数 的 定义 与 用 途 


hl1 + nf_n(er — 1)] hf_n(ek 一 H) 
Ue 0 
费 米 子 系 的 零 温 格林 函数 ， 
0(k ~ ke) (ke — 有 
A hw—eRt+ut+iot fw—ertn—iot 


人 .4.1 
hw— ed thiotsgn(k — ke) 0 


对 于 费 米子 系 的 零 温 格林 函数 (9.4.17), (9.4.19), 可 写成 统一 形式 . 如 果 定义 一 个 函 


所 


G(k, z) = (9.4.20) 
那么 有 
ge(k,w) = G(k,w +i0t) = G+(k,w) (9.4.21) 
g*(k,w) = G(k,w +i0t) = G-(k,w) (9.4.22) 
g(k,w) = G(k,w + iOtsgn(w — er /hi)) (9.4.23) 


这 种 情况 下 , g* 与 9^ 相当 于 格林 函数 的 左 、 右 侧 极限 . 
作 传 里 叶 反 变换 可 得 到 坐标 表象 中 的 格林 函数 , 例如 : 


g(z RE GE t) 


一 1 ik: i —i 上 7 
= Bs fe oie EEN {Ot — tL + nf_n(el — 1)] 


+n0(t —t)fn(eR — 1)} (9.4.24) 
费 米 子 系 的 零 温 格林 函数 为 
g(z 加 r,t 二 t) = 可 1 [0(t 加 t)6(K 三) 
90 00) (9.4.25) 


比较 而 言 , 在 四 维 动量 (k,w) 空间 格林 函数 具有 最 简单 的 形式 . 
9.4;2” 声 子 

声 子 的 格林 函数 一 般 用 D 来 表示 . 已 知 声 子 的 海 森 伯 算 符 为 (8.1.18) 式 , 声 子 
系统 的 化 学 势 为 零 . 


(bl.bp’) = ngdpp’, (bkbl,) = bpp’ 一 pp nk (9.4.26) 
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ng = f_ (wk) (9.4.27) 
将 声 子 的 场 算 符 代入 格林 函数 的 定义 式 , 并 用 (9.4.26) 式 , 得 到 


Ek 1 7 了 全 < 党 人 a 
> IN fiw ilwp(t—t’)—k:(2—2 )| ilwp (t 一 t) 一 大 (一 站)] 
D>(zz) i 》 DV {nne 十 ( 工 十 mpje } 
Ik|<kD 
(9.4.28) 


其 中 用 到 (brbrr) = (也 三,)=0, 对 大 的 求 和 用 (1.2.5) 式 化 为 积分 , 声 子 的 频率 有 一 
个 上 限 , 即 德 拜 (Debye) 频率 wp, 相应 的 波 和 撩 上 限 为 kp. 由 于 声 子 的 场 算 符 是 个 
实 量 
D* (zx,7x’) = [D> (zx,2)] = D> (x’, 2) (9.4.29) 
可 算得 
万 (zz/) = D> (zx,x’) — D<(z, x7’) 


i 3 hk 人 a Sh 

Ik|<kD 

=- > -人知 sin[wk(t —t) —k: (2— 2)] (9.4.30) 
|k|<kp 

此 式 对 于 有 限 温度 和 和 零 温 都 适用 , 即 D(x,z') 与 温度 无 关 . 这 一 现象 可 与 (9.4.10) 相 
对 照 . 不 过 因果 格林 函数 是 与 温度 有 关 的 . 

下 面 计算 零 温 下 的 声 子 格林 函数 . 由 于 零 温 下 的 声 子 数 为 零 . 只 要 在 (9.4.28) 
式 中 令 np=0. 根据 (9.1.14) 式 ， 


D(z,7x) = 0(t—t)D’(r,7r) + 0(t —tD” (zr, x7) 
hwp _ Nailop (tt) km’)] 
= 一 i A Dy {0 t )e 


+0(t — deletet) -ke } (9.4.31) 
作 傅 里 叶 变 换 , 应 用 (9.1.22) 式 ， 


D(k,w) = /ac — 2 )d(t —t) D(zr, 2") 

he [一 一 一 0 
2 内 一 wk 十 i0+ ww 十 ok 一 i0+ 
fwk 


I —k) 
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ee 


其 中 利用 了 w-_h=wn. 再 利用 (9.1.15),(9.1.16) 和 (9.4.30) 算出 DR 和 DA 如 下 : 


—ii eiet 
2 27 € 十 i0+ 


11 1 1 | 
ee 人 4. 
5 二 ol 9 月 (if Ce dw (9.4.33) 


DR(k,t) = 0(t)D(k,t) = ——— de(e iokt — eiokt)fwpO(kp — k) 


D“(k,w) = 2 hrO(kD 一 ho Ti0+)2— = Ti 大 i0T 0(wp —w) (9.4.34) 
同 理 可 得 
2 2 
DA (k,w) = Rk a0(wD — w) = hk 0(wp — w) (9.4.35) 


(w 一 iT 和 一 wz w2 — w? 一 i0+ 


显然 有 : D(k, w)=DR(k, w). 因为 推迟 格林 函数 DR 表示 一 个 粒子 的 传播 . 而 超前 格 
林 函 数 表 示 一 个 空 穴 的 传播 , 对 于 声 子 系统 无 空 灾 可 言 . 同时 也 看 到 (9.4.32)~(9.4.35) 
式 在 fw>1=0 的 部 分 满足 关系 (9.2.30), (9.2.31). 

以 上 我 们 给 出 了 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 .以 后 的 任务 是 如 何 把 相互 作用 
加 进去 后 写 出 格林 函数 . 对 于 因果 格林 函数 , 这 将 主要 依靠 微 扰 论 ,利用 展开 式 
(8.2.21) 来 解决 . 对 于 零 温 下 非 凝聚 系统 格林 函数 的 处 理 , 已 有 成 熟 的 图 形 技术 , 将 
在 第 十 章 中 介绍 . 对 于 非 零 温 的 热力 学 格林 函数 , 由 于 其 图 形 技术 比较 复杂 , 通常 
用 松原 函数 来 代替 . 因为 它 的 处 理 方法 能 简化 到 与 零 温 格林 函数 基本 上 是 一 样 的 ， 
所 以 将 在 第 十 一 章 介绍 松原 函数 . 


习 是 


1. 证 明 (9.1.14)~(9.1.19) 式 . 
2. 如 果 场 算 符 按 如 下 定义 : 


WH(7) = ei(f AN)t/heiP's/hay(0Q)eiP:e/he-i(H-pN)t/ 和 


重新 推导 (9.2.36)~(9.2.48) 式 . 这 时 的 结果 不 能 取 零 温 极 限 ， 原因 是 场 算 符 的 定义 
不 同 . 

3. 对 于 巨 正则 系 综 ， 定义 如 下 形式 的 费 米 子 ( 玻 色 子 ) 场 算 符 ， wira (x,t) = 
eiHot/ip_ (zp)e-iHot/h， 证 明 Wra(z,t) = eitt/linpya(z,t), 其 中 WHa(Z2,t) 是 按 (9.4.2) 
式 定义 的 场 算 符 . 用 Wia(z, 构造 格林 函数 , 如 推迟 、 超 前 、 因 果 格 林 函 数 . 它们 与 
(9.4.17)~(9.4.19) 式 有 什么 区 别 ? 

4. 推导 零 温 时 费 米 子 系统 的 谱 表 示 式 , 即 与 Od ~(9.2.61) 式 相 应 的 公式 . 
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5. 证 明 , 零 温 下 粒子 密度 随 动量 的 分 布 可 以 表示 成 


a(z) = pi (zp(2) — (I (wv) WE 


(9 蝇 | 堆 ) 
由 此 算 符 构造 密度 格林 函数 
0 |% 六 0 
2 ln Cel) 


推导 DD(k,w) 的 菜 曙 表示. 证明 D(k,w) 在 复 w 平面 上 的 极点 在 第 二 和 第 四 象限 中 . 
定义 相应 的 推迟 和 超前 格林 函数 DR 和 DA, 并 推导 它们 的 傅 里 叶 变 换 的 莱 曼 表示 . 
讨论 其 解析 性 质 并 推导 类 似 于 (9.2.59), (9.2.60) 式 的 色散 关系 . 

7. (1) 根据 (9.2.59) 式 证 明 : 


GR(k,t) = _ig(t) 三 5 Ak, w)e-iet 
超前 格林 函数 GA (k,) 的 和 冰 的 从 这 不 且 伞 反 ? 由 于 色散 关系 wb 上 式 也 可 简写 
成 GRG) = -ig 介 三 2 4 人 wjeriet 
(2) w 的 nn 级 算 定 义 为 


这 是 用 谱 函 数 来 表示 的 . 如 何 用 推迟 格林 函数 来 表示 由 的 见 级 矩 ? 
8. 声 子 场 算 符 的 表达 式 见 (8.1.18) 式 , 它 的 运动 方程 就 是 波动 方程 的 . 写 出 上 声 
EN 


:eh 3 / Ne / A 
前 两 相 分 别 是 电子 的 动能 和 声 子 的 能 量 . 第 三 项 是 电 - 声 相互 作用 . 
Hepn = D7 /aole)yelojp) 
写 出 海 森 伯 绘 景 中 声 子 场 算 符 pH 的 如 下 的 对 易 式 : 
[oun), pu (2)), [ealo ea 


当 # 二 +t 时, 结果 如 何 ? 写 出 pH 满足 的 运动 方程 . 进而 写 出 声 子 格林 未 数 满 足 的 运 
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810.1 威 克 定 理 


本 章 介 绍 零 温 格林 函数 的 图 形 技术 . 
按照 (9.1.1) 式 , 零 温 格林 也 数 的 定义 为 ( 先 略 去 自 旋 下 标 ): 


g(7, 2) = -i IT wa (2) (2) 0) (10.1.1) 
又 由 (8.2.27) 式 , 它 可 写成 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 在 无 相互 作用 基态 中 求 平均 
_; (LoD wz) (eS go) 


g(z, 2') = (oll Bo (10.1.2) 
S 矩阵 即 (8.2.21) 中 取 积分 限 为 (一 co, +eo)， 
9 一 > (3) 三 dt1 .. 局 dtnTi Hi(t1):.. Hi(t,) (10.1.3) 


其 中 
Hi(t1) 一 3 | did et) (wt)V (ew = TP'1) pi (P11, ti) bi(r1, t1) (10.1.4) 
此 处 暂时 先 考虑 两 体 相互 作用 . 为 了 以 后 的 方便 , 把 空间 与 时 间 变 数 写成 对 称 的 形 


式 . 令 
V(xz1— 721) = V(r — £1)6(t — #1) (10.1.5) 


zl 代表 (z1, t1). 于 是 
/ Rieyan =3 {f ema gt Ca) a)V es — shyla) 
= / | d*z1d*z’1 Hi(z1, 2'1) (10.1.6) 
把 (10.1.3) 代入 (10.1.2) 式 , 有 
2 二 ( 寺 ) [a le -/ dtn 


(golTr [Wilz, oy (2,t HIilti) Hi(ta)... Hi(tn)]| go) (10.1.7) 
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这 里 要 注意 的 是 , 因为 在 每 一 个 丽 ( 细 ) 的 内 部 (zw - zi) 实际 上 是 在 相同 时 刻 |， 
因而 (10.1.7) 中 时 序 算 符 到 对 包含 在 每 一 个 Hi(t,,) 内 的 算 符 不 起 作用 , 这 相当 于 
认为 每 一 个 硬 (t;) 内 的 算 符 名 的 时 间 要 比 如 的 大 一 个 正 无 限 小 量 0+. 
计算 (10.1.7) 中 9 的 各 阶 微 扰 项 , 需要 计算 wi(z)wWi(z) 和 若干 个 三 (tm) 的 时 
序 乘积 在 自由 粒子 系 基态 中 的 平均 值 . 为 此 首先 需要 再 仔细 地 考察 一 下 场 算 符 . 
声 子 的 场 算 符 按照 (8.1.18) 式 , 可 写 为 


hen 1/2 | 
ofz) = >》， (党 ) [Dei (®t) + pl ei(ke—wkt)] 
Ik|<kD 


= palz) + pl(z) (10.1.8) 
其 中 yp。 是 淹没 声 子 的 部 分 , ol 是 产生 声 子 的 部 分 . 基态 无 声 子 : 
wa(z)|25) =0 (10.1.9) 
费 米 子 的 场 算 符 按 (8.1.16) 式 , 可 写 为 
Tl ikz-opbD 1 i(k-w—wrt) 
pzZ) 2 J k "Jag 二 pa 十 > } 有 Ra 


| 入 Fr 


-nt oe, 
V |k|>kF |[k|<kF 


= wa(z) + 如 (7) (10.1.10) 


其 中 场 算 符 用 平面 波 展 开 . 采用 总 的 有 效 哈密 顿 量 Ko=Ho 一 4N 后 , 令 w =(ek-4)/h 
在 无 相互 作用 基态 中 , 费 米 子 在 k 空间 全 部 排列 在 费 米 球 以 内 , 在 费 米 球 以 内 漂 没 

-个 粒子 相当 于 产生 一 个 反方 向 动量 的 空 穴 , 故 这 部 分 的 沽 没 电 子 的 算 符 写成 产生 
空 穴 算 符 的 形式 . 所 以 费 米子 的 场 算 符 w(x) 与 声 子 场 算 符 p(x)(10.1.8) 一 样 , 可 分 
为 产生 与 漂 没 两 部 分 . 它 的 共 驾 为 


Wi(z) = WT) + Welz) (10.1.11) 

无 相互 作用 基态 中 , 在 费 米 球 以 外 消灭 一 个 电子 和 在 费 米 球 以 内 消灭 一 个 空 穴 ( 产 
生 一 个 电子 ) 都 是 不 可 能 的 . 因此 有 

palz)|Bo) = 0 加 (zj 天) =0 (10.1.12) 


由 (10.1.9), (10.1.12) 可 知 , 由 淹没 算 符 作用 在 无 相互 作用 基态 上 总 是 为 零 . 这 儿 无 
论 是 声 子 的 还 是 费 米 子 的 , 或 者 是 ( 电 - 声 相互 作用 系统 的 ) 既 有 电子 又 有 声 子 的 无 
相互 作用 基态 , 都 写成 了 |@). 
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现在 定义 一 个 算 符 Nm, 称 为 算 符 的 正规 乘积 ，NM 作用 到 若干 个 算 符 的 乘积 
4B... YZ 上 , 就 是 ,NM (4B... YZ), 其 效果 是 , 所 有 的 漂 没 算 符 都 位 于 右边 , 所 有 
的 产生 算 符 都 位 于 左边 . 

再 定义 两 个 算 符 的 收缩 如 下 ; 


UV? = (GNUV) - Nw(TT)|8) (10.1.13) 


用 上 标 .a 来 表示 这 两 个 算 符 的 收缩 . 它 是 这 两 个 算 符 的 编 时 乘积 与 正规 乘积 之 差 
在 无 相互 作用 基态 中 的 平均 值 .UV、V 是 上 述 的 pa(z)，wa(z)，wb(z) 及 其 共 斩 ， 显 
然 , 如 果 U、V 都 是 产生 算 符 或 者 都 是 潭 没 算 符 , 则 (10.1.13) 为 零 . 只 有 UV、V 中 
有 一 个 是 产生 算 符 另 一 个 是 漂 没 算 符 ( 称 之 为 一 对 算 符 ) 的 情况 下 , VU、V 的 收缩 才 
不 为 零 . 又 ,UV 乘积 被 Nu 作用 后 总 是 潭 没 算 符 放 在 右边 , 根据 (10.1.9), (10.1.12) 
式 , 总 是 有 Nm (VY) |80) =0. 剩 下 只 需 计 算 编 时 乘积 的 平均 值 . 先 看 声 子 系统 , 由 
(10.1.8) 式 可 算得 : 


7 / / 
(olTilpa(z)pt(z)]| Go) 二 >», BD )—k:(z2—2 )jg(t —t)0(kp — k) 
k 


(10.1.14a) 
(olTilpt (a)pal(o go) = 并 2eat- 交 -eregtt bo(ko — A 
" (10.1.14b) 


这 两 部 分 合 起 来 正好 是 声 子 的 零 温 格林 函数 iDo(zz), 见 (9.4.31). 现在 用 上 标 0 
来 表示 格林 函数 是 属于 无 相互 作用 系统 的 . 再 来 看 声 子 场 算 符 作为 整体 的 收缩 ， 
pz) pl(z")? = (Bol{Telp(z)pt (2)] — Nulp(z)pi(z)]}| go) 
= (BolTe{lpa(z) + pi(z)][pl(z’) + pa(z')]}| Go) 
— (Gol Nu{[pa(z) + pi(z)]lpi(z’) + a(x))} go) 

= (olTr [pa(z)pL (2) + ph(z)pa(2)| G0) =iD(z, 2’) (10.1.15) 

即 一 对 声 子 场 算 符 的 收缩 正好 是 声 子 格林 函数 ， 
p(z) pt (zx)? = iD°(z, 7) (10.1.16) 

再 来 看 一 对 费 米子 场 算 符 的 收缩 ， 


pr)" z)® = (Bol{ Tolp lr) Wt (2) — Nuly(z) wt (2)]}| Go) 
= (olTe{ [walz) + po zz) + po (2 Ho) 
~ (Gol Nua{ [ya(z) + Po (2)] yt (2) + Yo(z)]}| go) 
= (golT pa (7) (z) + Rr) po (2 ))| Bo) (10.1.17) 
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根据 (10.1.10) 式 作 具体 计算 可 知 ， 
(GolTr ys(z) Yt (2))| G0) = > eo) -inet) gl —t)O(k— kr) (10.1.18a) 
k 


(olTi yt (z) yo (2 ) |Go) = > er oe) ott) gle —t)0(ke —k) (10.1.18b) 
k 


这 两 部 分 之 和 为 (9.4.25) 式 . 所 以 一 对 费 米子 场 算 符 的 收缩 为 格林 函数 . 


Vr) pt) = ig(z, 2) = (GolTr ly (x) tz) Go) (10.1.19) 
另外 容易 看 到 , 费 米子 的 两 个 淹没 算 符 或 产生 算 符 的 收缩 都 为 零 
wr) sw%(z')a = 0,Wi(z)awi(z)a = 0 (10.1.20) 


由 (10.1.8), (10.1.10) 式 , 本 节 讲 的 场 算 符 是 无 相互 作用 系统 的 海 森 伯 算 符 或 相 
互 作用 绘 景 中 的 算 符 . 只 是 把 下 标 也 或 I 省略 了 . 

综 上 所 述 , 一 对 场 算 符 的 收缩 是 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 . 有 了 以 上 结果 , 下 
面 的 讨论 把 场 算 符 作为 单个 算 符 而 无 须 再 把 它们 像 (10.1.8), (10.1.10), (10.1.11) 式 
那样 分 成 两 部 分 来 讨论 了 . 例如 (10.1.13) 式 中 的 UU、V 都 是 场 算 符 (z)，w%(z) 或 
wi(z). 而 且 下 面 把 场 算 符 就 称 为 算 符 . 

我 们 不 加 证 明 地 叙述 威 克 定理 (Wick's theorem): 


(BolTiXYZ... UVW)| Bo)= (BolNa (XYZ:..UVW)|So) 

+(Bo| NM (XY ?2...UVW)| G0) + 

+(Bo|NM (X23Y2...UVW*)|go) 

+(Bo| NM (XYZ...UV 2W*)| G0) + 

+(Bo|NM (XY22...UPV PW)| So) 

+(GBo|NM (XYZIP...UaV boW)| go) +::: 

+(Bo| NM (XY...UPV We)|Go) + 

(10.1.21) 

其 中 最 后 一 行 中 是 所 有 各 种 可 能 的 收缩 , 没有 未 收缩 的 算 符 . 这 些 项 中 的 NM 符号 
可 以 去 掉 , 因为 一 对 算 符 收 缩 之 后 就 是 一 个 数 , 所 以 最 后 一 项 中 没有 算 符 了 . 此 式 
表明 , 对 于 |60) 的 平均 值 来 说 , 算 符 的 T 乘积 可 以 化 为 算 符 的 Nm 乘积 以 及 包含 
有 “各 种 收缩 ”的 Nm 乘积 之 和 .“ 各 种 收缩 ”的 意思 是 指 含 有 所 有 可 能 的 一 对 算 符 
的 收缩 , 两 对 算 符 的 收缩 等 等 . 我 们 不 打算 在 此 证 明 威 克 定 理 , 这 一 证 明 是 元 长 的 . 
有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 有 关 的 文献 资料 . 我 们 只 在 附录 A 中 给 出 一 个 “宏观 极限 
(macroscope limit)” 下 的 证 明 , 这 上 儿 的 “宏观 极限 ” 指 体积 站 一 co 同时 密度 保持 有 
限 . 在 宏观 极限 下 , 威 克 定 理 对 任意 态 的 平均 值 都 成 立 . 
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对 于 两 个 算 符 的 情况 , (10.1.21) 式 是 显然 成 立 的 , 因为 它 就 是 (10.1.13) 式 . 在 
(10.1.21) 式 中 , 凡是 没有 收缩 完 的 算 符 因 NM 的 作用 而 将 漂 没 排 在 右边 , 所 以 这 些 
项 都 为 零 . 只 有 全 部 算 符 都 收缩 掉 的 项 才 不 为 零 . 两 个 算 符 的 收缩 或 者 是 零 , 或 者 
是 格林 函数 , 总 之 都 是 数 , 所 以 也 就 不 需要 再 写 上 NM 符号 与 对 |80) 的 平均 . 因此 
(10.1.21) 式 可 简化 为 


(BolT (XYZ...UVW)|go) 
三 Xay'27'b I UvcWw’° 
+XYPIe.. .UPV We t+tXYI Ta 十 (10.1.22) 


上 式 中 我 们 没有 将 两 个 收缩 的 符号 立即 写 到 一 起 , 是 因为 相 邻 费 米 子 算 符 交换 时 要 
出 一 负 号 . 如 果 等 式 左边 的 算 符 数目 是 奇数 , 则 结果 必然 为 零 . 因为 只 有 一 对 算 符 
的 收缩 才 不 为 零 . 如 果 (10.1.22) 式 左边 有 n 对 算 符 , 即 ”个 产生 算 符 和 m” 个 淹没 
算 符 . 由 于 % (1) 与 n 个 wi 有 nn 种 配对 方式 , %(2) 与 剩 下 的 mw-1 个 姥 有 m-1 种 
配对 方式 , 等 等 . 总 的 配对 方式 有 ml 种 . 故 (10.1.22) 式 右 边 有 ml 项 . 

这 儿 应 指出 一 点 . 有 的 书 上 将 (10.1.21) 式 对 |@0) 求 平均 去 掉 , 只 写 算 符 , 并 认 
为 这 是 个 “ 算 符 恒 等 式 ”. 由 于 作者 对 此 没有 作 深 入 研究 , 无 法 作出 评论 . 我 们 只 能 
强调 这 样 一 个 明显 的 事实 , 即 如 果 在 (10.1.13) 式 (这 是 威 克 定理 最 简单 的 情况 ) 右 
边 去 掉 对 |60) 的 平均 的 话 , 那么 至 [V(z)wWi(z)]-Nwlw(z)yt(z)] 算出 来 的 还 是 算 符 
而 不 是 一 个 数 , 更 不 是 格林 函数 . 读者 可 自己 计算 一 下 是 个 什么 结果 . 

本 章 后 面 几 节 的 内 容 都 是 基于 这 儿 证 明 的 威 克 定理 ， 而 威 克 定理 是 针对 费 米 
子 和 玻 色 子 算 符 (包括 声 子 、 光 子 ) 证 明 的 . 因此 本 章 的 内 容 只 适用 于 满足 威 克 定理 
的 场 算 符 . 对 于 既 不 是 费 米子 算 符 又 不 是 玻 色 子 算 符 的 情况 不 适用 , 例如 自 旋 算 符 . 
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格林 函数 的 微 扰 展开 式 (10.1.7) 中 的 各 阶 微 扰 项 中 涉及 算 符 的 部 分 就 是 若干 

个 场 算 符 的 编 时 乘积 , 然后 在 基态 中 求 平均 . 这 种 形式 正好 可 以 应 用 威 克 定理 . 下 

面 如 果 不 加 特别 说 明 的 话 , (10 .1.7) 式 左边 的 g(x, x 人 ) 是 指 费 米子 的 格林 函数 . 先 把 
各 阶 项 写成 

_ 多 ee 


(Go|S| Bo) (10.2.1) 


(10.1.7) 式 中 的 页 (t) 的 形式 还 未 写 明 , 所 以 下 面 针 对 胡 的 不 同形 式 分 别 讨论 . 
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10.2.1 两 体 相 互 作用 


这 时 Hi(t ， 的 形式 为 
/ mia =3 5 ff teasaiwh ed edV Ce sw bi (ewe 
2 HH 


(10.2.2) 
其 中 用 到 (10.1.5) 式 . 现在 每 个 所 中 有 4 个 算 符 , 故 在 (10.1.7) 式 的 第 n 级 微 扰 项 
的 分 母 中 有 2n+1 对 算 符 , 应 用 威 克 定理 收缩 展开 则 有 (2n+Il)! 项 . 例如 零 级 项 为 


gLap(7, 2) = gLg(z, 2') = 9g2g(z — 7’) (10.2.3) 


它 正好 是 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 . 其 中 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 是 无 外 场 情 
况 下 的 函数 . 它 总 是 时 间 差 和 空间 坐标 差 的 函数 , 见 (9.4.24), (9.4.25) 式 . 因此 上 式 
中 已 经 直接 把 gae ne 一 级 项 的 展开 有 3!=6 项 , 它们 是 


0 3 7X) = 二 一 一 一 /aaa (Z1 一 TA pp 


人 二 Egg (21 一 2)igX (zl — TZ1)(a): 
一 igwx(z1 一 zl)igu(zl — 21) cb)] 
+ igaa(z 一 Z1)[igAu(zl 一 ZJigwp(z1 — 2 )e) 
— igMg (x1 — 2 )igpg, (x4 — 21) ca)] 
+ igas(z — 21)ligp,\ (21 — z1)ig (21 一 2 )(e) 
到 ig2va(z4 一 zig (zl 一 z1)(0)]} (10.2.4) 


二 级 微 扰 项 的 展开 则 有 5!=120 项 ! 随 着 级 数 的 增高 , 项 数 很 快 增长 . 因此 需要 有 一 
些 能 用 来 写 出 任意 项 的 规则 . 下 面 就 给 出 这 样 的 规则 
从 (10.2.3)，(10.2.4) 式 可 看 出 来 ,在 各 个 9 名 。 中 ,所 出 现 的 除了 系数 因子 


元 (元 ) 以 外 只 有 相互 作用 势 了 (zi 一 zj) 以 及 自由 粒子 的 格林 函数 jgo(zk 一 zy) 
如 果 我 们 把 每 一 个 (zi zj)/(i) 用 一 联接 点 z; 和 mi 的 虚线 来 表示 , 叫 作 相互 
作用 线 . 每 一 个 jgo(ze - zi) 用 一 根 从 m 到 zx 的 有 指向 的 实 线 表示 , 叫 作 粒 子 线 ， 
则 (10.2.4) 中 的 每 一 项 都 对 应 一 个 图 形 , 叫 作 费 恩 曼 图 (Feynmann diagram). 我 们 
在 (10.2.4) 式 中 已 给 每 一 项 标 上 了 字母 ， 图 10.1 是 与 各 项 对 应 的 图 形 . 注意 由 于 
自 施 下 标的 存在 , 每 根 代表 ig9o,(z -- zm) 的 有 方向 粒子 线 的 起 点 是 zm, 01, 终点 
是 zk, o. 

在 这 些 图 形 中 , = 和 z 不 参与 积分 , 叫 作 外 端点 . 与 之 相 联 的 ig0 称 为 外 线 .ml 
和 z1' 在 (10.2.4) 式 中 要 作 四 维 空间 积分 , 自 旋 也 要 求 和 , 称 为 内 点 或 顶点 . 由 于 积 
分 变量 可 以 任意 取 名 , 所 以 图 10.1 中 (c) 和 (e) 的 差别 仅 在 与 z1 和 zl' 的 对 调 与 
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日 旋 的 交换 AXe*AA, 而 相互 作用 势 仅仅 是 zi 一 zt/| 的 函数 , 关于 zl 和 zl' 是 对 
称 的 , 自 旋 的 上 述 变换 也 不 影响 (10.2.2) 式 的 结果 . 因此 (c) 和 (e) 两 个 图 所 代表 
的 结果 完全 一 样 . 同 理 , (d) 和 (f) 两 个 图 所 代表 的 结果 也 完全 一 样 . 因而 只 要 考虑 
(c)、(d) 两 个 图 , 在 各 自 的 表达 式 中 乘 以 2. 剩 下 的 两 个 图 (a) 和 (b) 的 特征 是 : 每 
一 个 图 是 由 两 个 独立 的 、 不 相连 的 部 分 组 成 , 即 电子 从 z' 到 z 的 直接 传播 部 分 和 
“真空 涨 落 ”部 分 ( 它 代表 处 于 费 米 球 内 的 粒子 通过 相互 作用 而 导致 对 基态 的 修正 ). 
真空 涨 落 部 分 不 含有 外 线 , 其 中 的 粒子 线 组 成 闭合 回 线 . 


XO xB XO xB 
(a) (b) 
HH 
A A 
一 一 
XQ 厂 x! xB XO + xB 
(c) (d) 
1 1 
+ 
~ | 
17 uin 
XQ x t+ xB x x X 有 1 


(e) (f) 
图 10.1 与 (10.2.4) 式 中 各 项 对 应 的 图 形 


(OO) Ci 


xX, 1 XX! 

1 

1 1 

1 I 
1 

一 一 一 一 一 -一 一 一 一 


?9 ?9 99 ?9 


7 7 7 / 
Xx» Xx) X» Xx x x x x 


图 10.2 二 级 微 扰 项 中 一 个 相连 图 的 所 有 八 种 标 名 
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(h) (1) 0) 
图 10.3 ”所 有 带 两 根 相互 作用 线 的 相连 图 形 


再 考虑 (10.2.1) 二 级 项 中 9 名 ) 的 贡献 , 应 有 5! 个 图 形 , 也 可 分 为 相连 与 不 相连 
的 两 大 类 . 先 考虑 相连 图 形 , 由 于 二 级 项 中 有 两 个 陆 , 要 对 四 个 zi; 积分 , 所 以 相连 
图 形 有 四 个 内 点 , 两 条 相互 作用 线 . 凡是 相同 的 图 形 而 内 点 的 标 名 有 所 不 同 的 图 的 
贡献 是 相同 (例如 图 10.1 中 的 情况 ). 首先 , 两 根 作用 线 交换 出 现 两 个 图 形 . 这 就 把 
(10.1.7) 中 二 级 项 前 的 因子 1/2! 抵消 了 . 其 次 , 每 一 根 作 用 线 两 端的 标 名 可 交换 , 这 
样 可 有 四 个 图 形 , 这 就 把 二 级 项 中 两 个 Hi 含有 的 分 母 因 子 1/2? 抵消 了 . 在 图 10.2 
中 , 我 们 示意 地 画 出 一 个 相连 图 的 所 有 八 种 标 名 , 由 于 对 所 有 内 点 积分 , 这 八 个 图 的 
贡献 完全 一 样 , 只 要 考虑 其 中 一 个 图 并 将 因子 1/(2!22) 去 掉 . 图 10.3 画 出 了 二 级 项 
(有 两 根 相互 作用 线 ) 的 所 有 相连 图 形 . 

上 述 结论 是 普遍 的 . n 级 项 g 铝 ) 中 有 nn 个 贰 , 即 有 呈 根 相互 作用 线 . 有 一 因子 
1/nl2". 现在 在 相连 图 形 中 有 n 个 相互 作用 线 的 位 置 (每 根 虚 线 的 两 端 带 有 固定 的 
标 名 ). 第 一 位 置 可 取 n 根 虚线 中 的 任 一 根 , 有 n 种 取 法 . 第 二 个 位 置 在 余下 的 "1 
良 虚 线 中 任 取 一 根 , 有 n-1 种 取 法 , 等 等 . 总 共有 nl 种 取 法 . 在 每 一 种 取 法 中 , 每 根 
虚线 的 两 端 标 名 可 以 交换 . 这 样 有 2” 种 安排 . 由 于 2n 个 内 点 都 是 要 积分 的 , 所 有 
这 些 ml 2" 个 图 形 的 贡献 都 相同 . 只 须 考虑 其 中 一 个 图 形 , 而 把 因子 1/(n!2") 去 掉 
即 可 . 

在 图 10.1 中 有 闭合 粒子 回 线 的 项 前 面 都 有 因子 (1), 这 是 在 收缩 过 程 中 相 邻 费 
米子 的 交换 次 数 为 奇数 次 而 出 现 的 . 在 图 10.3 的 (a),(b),(e),(d),(e),(f),(e),(h),(),0) 
各 个 图 形 中 , 凡是 有 一 个 费 米子 闭合 回 线 的 , 都 要 出 现 一 个 因子 (1). 这 一 点 对 于 
任意 阶 图 形 都 成 立 : 如 果 一 个 图 形 中 含有 已 条 费 米子 闭合 回 线 , 则 相应 的 表达 式 要 
有 因子 (1)”. 
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在 图 10.1 的 (a)、(d)、(f) 中 , 有 从 一 点 zi (或 z1) 出 发 又 回 到 这 一 点 的 单 根 粒 
子 线 , 它 对 应 于 因子 ig"(zi - zl), 这 是 来 源 于 在 同一 个 相互 作用 哈密 顿 量 看 中 的 
两 个 场 算 符 的 收缩 . 它们 具有 相同 的 时 间 t, 按 前 面 所 述 , 在 ZT 乘积 内 应 理解 为 yt 
的 时 间 要 比 荡 的 大 一 无 限 小 量 , 即 


igo(zi — £1) = (BolT [yr(z1) wi (z1)]| Go) 
= (GolTilpr (tpt (ti + 0+))| go) = ig0(0-) (10.2.5) 


最 后 , 我 们 要 讨论 不 相连 图 形 . 图 10.4 画 出 了 具有 两 根 虚 线 的 不 相连 图 形 . 以 
上 得 到 的 一 些 结论 对 于 不 相连 图 形 不 适用 , 例如 图 10.1 的 (a)、(b) 图 只 来 自 于 唯一 
的 一 种 收缩 方式 , 所 以 系数 1/2 不 能 消去 . 图 10.1 的 (a)、(b) 的 贡献 可 以 合并 成 


igo(z 一 2 二 J dti (BolT HIE )]| Go) (10.2.6) 


图 10.4 二 级 微 扰 项 中 的 不 相连 图 形 


此 式 是 这 样 写 出 来 的 : 把 (10.2.4) 式 右边 的 前 两 项 具体 写 出 来 , 可 看 出 是 四 个 

场 算 符 的 收缩 的 结果 , 再 写成 时 序 算 符 作 用 的 形式 . 把 上 式 和 零 阶 项 的 ig?(x 一 zx 人 ) 
合并 就 得 到 : 

ig" (xz — x’) | ph dti (BolT HI(t)]| go)| (10.2.7) 


我 们 注意 到 , (10.2.1) 式 分 母 上 还 有 一 个 因子 ($015|50), 准确 到 一 级 , 这 个 因子 等 于 


1 二 项 (don 
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它 正 好 和 (10.2.7) 的 方 括号 因子 消去 , 剩 下 因子 ig"(z 一 2). 其 次 ,图 10.1 的 (c)、 (qd) 
已 是 一 级 量 , 分 母 (80|S|80) 只 应 取 至 零 级 项 . 所 以 准确 到 一 级 项 , 最 后 只 要 取 9 的 
一 阶 图 形 中 贡献 不 同 的 相连 图 形 图 10.1 的 (c) 和 (q)], 同时 分 母 ($0|S|@0) 可 以 取 
消 . 

以 上 不 相连 图 形 正 好 与 分 母 抵消 的 结果 可 以 推广 到 任意 阶 . 我 们 在 此 作 严 格 的 
证 明 . 

设 对 第 n 级 微 扰 项 用 威 克 定理 展开 而 得 的 各 种 收缩 方式 中 , 某 一 种 对 应 于 由 
m 阶 与 外 线 相连 的 部 分 ( 即 与 外 线 相连 的 部 分 有 m 条 相互 作用 线 ) 和 n 一 m 阶 的 
真空 涨 落 部 分 (这 部 分 是 没有 外 线 的 任意 图 形 , 它 本 身 又 可 以 由 不 止 一 个 没有 外 线 
的 不 相连 的 部 分 , 但 总 的 虚线 数目 为 n 一 m 条 ) 组 成 的 图 形 . 例如 图 10.4 中 有 与 外 
线 相连 部 分 是 零 阶 的 , 真空 涨 落 部 分 是 二 阶 的 ; 还 有 与 外 线 相连 部 分 是 一 阶 的 , 真 
空 涨 落 部 分 是 一 阶 的 . 

将 所 有 m 阶 与 外 线 相连 图 形 的 总 和 记 为 : 


/a , atm GoTo (ola (ei) … Hi(tm)]|@o)c 


它 代表 外 端点 算 符 wia (x), Wis(z) 与 m 个 陋 以 一 切 相连 方式 收缩 的 图 形 之 和 , 下 
标 C 是 相连 图 形 的 意思 . 用 


ae 
代表 nm 阶 的 所 有 真空 涨 落 部 分 的 总 和 . 于 是 这 类 图 形 对 iggs 的 贡献 为 
加 (让 ) 上 es fa (golTe [wra(z) Wis (2 ) HIi(t).. Hiltm)| go)o 
x / dtm+1**: f at dtn(BolT [Hi(tm +41)::: Hi(tn))| Go) (10.2.8) 


但 是 要 构成 jg 的 全 部 图 形 还 要 注意 两 点 . 第 一 , 在 收缩 过 程 中 (10.2.8) 式 的 两 
个 因子 中 的 研 可 能 相互 交换 .也 就 是 说 , 可 在 n 根 相互 作用 线 中 任 选 m 根 组 成 
相连 图 形 , 把 余下 的 1 nn 一 m 祖上 明 入 到 真空 兴 洲 部 分 去 这 样 的 取 法 有 Cm = 
一 = -J 种 .第 二 , ig4g 的 贡献 中 可 以 有 m=-0,1,2 等 等 直至 ” 阶 的 相连 
ml(n— m)! ee 

图 形 , 相应 地 , 不 相连 部 分 有 1 = nn-1,… ,1,0 阶 的 . 因此 要 对 m 和 ! 都 进行 求 和 ， 
但 求 和 过 程 中 要 始终 保持 四 十 1 二 n. 因此 得 到 jg 如 6 的 总 贡献 为 : 


0 > 3 ct Ee atm (GolTe bra (x) pts(z’ HI) 


illoo)e | i (mn HC) go) 
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其 中 虽然 对 m 和 /的 求 和 写成 从 0 至 ce (这 是 为 下 面 对 n 求 和 做 准备 ), 但 6 符号 
保证 了 mm 二 1=n. 现在 对 各 级 gs 加 起 来 , 就 是 对 n 从 0 至 无 穷 大 求 和 . 这 样 的 求 
和 把 5 符号 去 掉 了 , 结果 如 下 : 


igag (ZT — 72)(Go0|S| Bo) = > 0 


n= 二 


. 3 和 ( 圭 )- / a / dtn( BolTi la (2) Wa(z ) HIGE) 


| oo 1 1 l 
“Hineo)o 1 (去 ) fu 
REED .Hg) (10.2.9) 


右边 第 二 个 因子 恰 是 (8015|60). 结果 是 


igae(z — 7’) = Dn (二 ae aim (GolTe pra (zx) pls(z) 


二 (0) Hi(tm)]| Bo)c 
= (olT: [wra(z)Wis(z’)S]| Bo)c (10.2.10) 


结论 : 在 ig 的 展开 式 中 , 只 要 考虑 各 阶 相连 图 形 的 贡献 , 分 母 (60|5|@o) 可 以 取消 

对 于 ig 的 第 ”级 微 扰 ig", 我 们 给 出 由 图 形 写 出 的 相应 的 贡献 的 规则 如 下 : 

(1) 画 出 一 切 包含 n 条 虚线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 这 
种 图 形 应 有 2n+1 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 2n 个 
顶点 . 在 每 个 顶点 处 标 上 四 维 时 空 坐标 xz; =(zi, i). 

(2) 每 条 虚线 是 相互 作用 线 , 对 应 于 因 V (zi,x;)/(ih) = 了 (zi 一 zj)6 人 一 性 )/( 廊 )， 
同一 条 虚线 两 端的 时 间 是 相等 的 . 每 条 有 方向 的 粒子 线 对 应 于 因子 igo(zi,z)) 是 无 
相互 作用 系统 的 格林 函数 , 粒子 的 传播 方向 从 zj 指向 mi 

(3) 每 个 顶点 zx; 是 两 条 粒子 线 和 一 条 虚线 的 交汇 处 . 两 条 粒子 线 的 方向 分 别 是 
指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 : 一 粒子 到 达 z; 点 , 在 此 点 上 与 其 他 粒子 发 生 瞬时 
相互 作用 , 然后 离开 此 点 

(4) 对 每 个 顶点 上 的 四 维 空 时 坐标 积分 ， dazi 一 / di / dti. 

(5) 有 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 虚线 
的 两 侧 . 如 果 出 现 重 复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 . 

(6) 对 每 个 nn 阶 图 形 所 得 的 表示 式 乘 以 因子 (_1)P, 其 中 严 是 闭合 费 米子 回 线 
的 数目 之 和 |. 
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(7) 对 相等 时 间 的 格林 函数 应 理解 为 g0( 亿 点 ) = 9 他 过) 这 有 两 种 情况 , 一 种 
是 粒子 线 自身 闭合 , 即 首 尾 端 是 同一 点 ; 另 一 种 是 粒子 线 的 两 端 连接 于 同一 根 虚 线 . 
10.2.2 ”外 场 作用 

这 时 正人 的 形式 为 


/ Hi(t)dt = Y / dszipt, (ci) Vg(z1) pele1) (10.2.11) 
apB 


其 中 令 

To(21) = To(Z1) (10.2.12) 
这 是 仿照 (10.1.5) 式 将 四 维 坐标 写成 对 称 的 形式 , 其 实 V* 中 不 含 时 间 . 这 意味 着 外 
场 的 作用 是 瞬时 的 . 现在 (10.1.7) 式 的 第 n 级 微 扰 中 , 有 个 因子 Ve(x1)/(ih), n+1l 
对 费 米 子 产 生 淹没 算 符 . 我 们 仍 用 图 形 规则 来 表示 对 应 的 项 . 费 米子 线 的 规定 如 前 
一 样 . 因子 Ye(zl)/( 态 ) 用 一 根 一 端 带 x 的 虚线 , 现在 虚线 只 有 一 端 连结 粒子 线 , 另 
一 端 用 x 表示 作用 的 源 是 外 场 . 每 一 级 的 微 扰 图 形 也 可 分 成 相连 图 形 与 不 相连 图 
形 两 大 类 . 用 与 前 面 完 全 相同 的 方法 可 以 证 明 . 不 相连 部 分 的 图 形 与 因子 ($0|S| $0) 
准确 的 相互 抵消 . 因此 也 只 需 考虑 相连 图 . 在 第 n 级 图 形 中 , n 根 外 场 作用 线 交 换 
位 置 共 有 nl! 个 图 形 的 贡献 相同 . 所 以 只 要 考虑 其 中 一 个 , 将 前 面 的 因子 1/n! 去 掉 . 
这 样 每 一 阶 的 图 形 只 有 一 个 . 图 10.5 是 零 到 三 阶 的 图 形 . 
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x x Xp eo x BX0 x, 对 x 


(b) (0) (d) 
图 10.5 有 外 场 时 的 各 阶 图 形 . 


第 n 级 微 扰 的 图 形 规则 如 下 . 

(1) 画 出 一 切 包含 n 条 虚线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 这 样 的 图 
只 有 一 个 , 有 n+l 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 个 顶 
点 . 在 每 个 顶点 处 标 上 四 维 时 空 坐标 zi =( zi 万 ). 

(2) 每 条 虚线 是 外 场 作用 线 , 它 的 一 端 连接 顶点 , 另 一 端 悬 空 (或 用 x 表示 ), 对 
应 于 因子 Ves(2)/(ih). 每 条 有 方向 的 粒子 线 对 应 于 因子 i (zi 2;)， 是 无 相互 作用 
系统 的 格林 函数 , 粒子 的 传播 方向 从 zi 指向 zi. 


EE 
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(3) 每 个 顶点 mr 是 两 条 粒子 线 和 一 条 虚线 的 交汇 处 ， 两 条 粒子 线 的 方向 分 别 
是 指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 : 一 粒子 到 达 z; 点 , 在 此 点 上 受到 外 场 的 瞬时 作 
用 , 然后 离开 此 点 . 

(4) 对 每 个 顶点 上 的 四 维 空 时 坐标 积分 ， / dtzi = dg / dti. 


(5) 有 目 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 虚线 
的 两 侧 . 如 果 出 现 重复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 |. 


10.2.3 ” 电 -- 声 相互 作用 
电 - 声 相互 作用 的 哈密 顿 量 为 


Heon = D7 | dwt (a)bale)p() (10.2.13) 


其 中 少 与 分 别 是 电子 和 声 子 的 场 算 符 , 假定 电 - 声 相 互 作用 的 耦合 强度 7 是 个 党 
数 . 因此 , (10.1.7) 式 中 的 研 (为 


| ityan = 5 / dm 由 Go)weGeerle (10.2.14) 


现在 (10.1.7) 式 中 的 各 阶 微 扰 项 中 既 有 电子 算 符 又 有 声 子 算 符 , |50) 是 电子 和 声 子 
混和 系统 的 无 相互 作用 基态 .可 以 在 其 中 产生 (或 淹没 ) 电子 , 也 可 以 在 其 中 产生 
(然后 淹没 ) 声 子 . 这 样 既 可 以 计算 电子 格林 函数 也 可 计算 声 子 格林 函数 . 

先 看 电子 格林 函数 . 这 时 (10.1.7) 式 中 的 如 (z) 和 只 (z) 为 电子 的 场 算 符 . 第 
n 级 微 扰 中 有 mn 个 声 子 的 场 算 符 , 立即 可 得 : 奇数 阶 的 微 扰 项 全 都 为 零 只 要 看 偶 
数 阶 的 微 扰 项 . 第 2n 阶 微 扰 有 2n+1 对 电子 场 算 符 和 n 对 声 子 场 算 符 . 仍 用 图 形 
规则 来 表示 对 应 的 项 . 费 米子 线 的 规定 如 前 一 样 . 用 一 根 波形 线 来 代表 声 子 格林 函 
数 iD?(zi, 7x;). 每 一 阶 的 微 扰 图 形 也 可 分 为 相连 图 形 与 不 相连 图 形 两 大 类 . 用 与 前 
面 完全 相同 的 方法 可 以 证 明 , 不 相连 部 分 的 图 形 与 因子 (60|S| 5o) 准确 的 相互 抵消 . 
因此 也 只 考虑 相连 图 . 图 10.6 与 图 10.7 分 别 画 出 了 二 阶 与 四 阶 微 扰 的 所 有 不 等 价 
相连 图 形 . 它们 的 模样 分 别 与 图 10.1 与 图 10.3 完全 相同 , 只 是 把 代表 两 体 相互 作用 
的 虚线 换 成 了 代表 声 子 格林 函数 的 波形 线 . 但 与 两 体 相互 作用 不 同 的 是 , 电子 间 交 
换 声 子 并 不 是 个 瞬时 相互 作用 过 程 . 波形 线 两 端 顶 点 的 时 间 是 不 同 的 , 因此 一 个 图 
形 内 的 所 有 顶点 标 名 可 随意 交换 (而 不 像 代表 两 体 相互 作用 的 同一 条 虚线 两 端 之 间 
才能 交换 , 因为 这 两 端的 时 间 是 相同 的 ). 这 样 2n 阶 图 形 中 有 2n 个 顶点 , 有 (2n)! 
种 标 名 方式 . 因此 每 一 种 图 只 需 考虑 其 中 一 个 而 把 前 面 的 因子 1/(2n)! 去 掉 . 
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(a) (b) 
图 10.6 电 - 声 相互 作用 的 二 级 项 的 相连 图 形 ( 只 要 将 电子 的 两 体 相 互 作用 的 一 级 项 图 
10.1 中 的 相连 图 形 的 虚线 换 成 波 线 , 即 成 此 图 ) 


a 
09392 


图 10.7 电 声 相互 作用 的 四 级 项 的 相连 图 形 中 外 线 是 电子 线 的 部 分 (只 要 将 电子 的 两 体 相 
互 作用 的 二 级 项 相连 图 形 的 图 10.3 中 的 虚线 换 成 波 线 , 即 成 此 图 ) 


我 们 来 考察 一 下 图 10.6(b) 这 个 图 . 其 中 zl 这 个 顶点 只 联系 于 一 根 闭合 的 电 
子 线 与 一 根 声 子 线 , 我 们 只 写 出 这 两 个 因子 并 对 该 顶点 的 空间 坐标 积分 . 


| doriD? (wrt, wata)ig (mit ut) 
一 | dwrip(e Ss T2,t1 = t2)ig" (x1 a TX1,t1 和 二) 
一 这 9o(0, 杂 ) / dzlD0(zl — x2,t1 — t2) (10.2.15) 


把 D? 的 表达 式 (9.4.31) 代入 后 发 现 只 能 取 kk =0 的 项 . 由 于 闭合 的 电子 线 有 一 确 
定 的 能 量 和 动 其 , 所 以 与 之 相连 的 声 子 线 的 能 量 动量 都 为 零 , 这 样 的 声 子 是 不 存在 
的 , 也 就 是 不 存在 交换 声 子 的 事件 , (10.2.15) 式 结果 为 零 . 因此 , 凡是 一 个 电子 线 自 
身 闭合 的 贡献 为 零 . 同 此 , 图 10.7 中 的 (a)、(c)、(d)、(e)、(g) 这 些 图 形 全 都 不 用 考 
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虑 了 . 

再 看 声 子 格林 函数 . 这 时 (10.1.7) 式 左边 应 为 D(z,z/), 右边 的 禾 (x) 和 娃 (z) 
现在 应 为 声 子 场 算 符 p r(z) 和 pl(z'). 类 似 于 前 面 的 一 些 结论 可 直接 叙述 如 下 : 奇 
数 阶 的 微 扰 全 都 为 零 ; 只 需 考虑 相连 图 形 而 将 分 子 (50|5S|50) 去 掉 ; 每 种 不 等 价 图 
形 只 考虑 其 中 一 个 而 将 因子 1/(2n)! 去 掉 ; 凡是 有 一 根 电子 线 自身 闭合 的 图 形 贡 献 

与 电子 格林 函数 不 同 的 是 , 现在 的 外 线 应 为 声 子 线 . 第 2n 阶 微 扰 图 形 有 n+1 
条 声 子 线 与 2n 条 电子 线 . 图 10.8 画 出 了 零 阶 、 二 阶 和 四 阶 不 为 零 的 微 扰 图 形 . 读 
者 可 自己 写 出 它们 相应 的 表达 式 . 


We 
CC 一 CD 


图 10.8 声 子 格林 函数 的 零 阶 、 二 阶 和 四 阶 不 为 零 的 微 扰 图 形 


我 们 把 第 2n 阶 微 扰 的 图 形 规则 总 结 如 下 ， 

电子 格林 函数 

(1) 画 出 一 切 包含 n 条 波形 线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 
这 种 图 形 应 有 2n+1 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ), n 条 波 
形 线 和 2n 个 顶点 . 在 每 个 顶点 处 标 上 四 维 时 空 坐标 mm 一 ( zi 如) 

(2) 每 条 波形 线 是 声 子 线 , 对 应 于 自由 声 子 格林 函数 -iD0(zi, z))/ 忆 .每 条 有 
方向 的 粒子 线 对 应 于 因子 igo(zi， z;), 是 自由 电子 的 格林 函数 , 电子 的 传播 方向 从 
zi 指向 zi. 

(3) 每 个 顶点 zi 是 两 条 电子 线 和 一 条 波形 线 的 交汇 处 . 两 条 电子 线 的 方向 分 别 
是 指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 ， 一 电子 到 达 zi 点 , 在 此 点 上 与 其 他 电子 发 生 相 
互 作用 , 交换 声 子 , 然后 离开 此 点 . 每 个 顶点 上 标 以 电 - 声 而 合 强度 ” 作为 顶点 因子 . 

(4) 对 于 每 个 顶点 , 乘 以 顶点 因子 之 后 作 四 维 空 时 坐标 积分 : / dazi = / 0 / de 


(5) 有 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 波形 
线 的 两 侧 . 如 果 出 现 重复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 . 

(6) 对 每 个 ” 阶 图 形 所 得 的 表示 式 乘 以 因子 (一 1)”, 其 中 下 是 闭合 电子 回 线 的 
数目 之 和 . 

(7) 如 果 图 形 中 有 一 条 电子 线 自身 闭合 , 则 此 图 贡献 为 零 , 可 不 予 考虑 . 

声 子 格林 函数 

只 要 将 上 述 第 一 条 改 为 : (1) 画 出 一 切 具 有 两 条 波形 外 线 的 共有 n+1 条 波形 线 
的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 这 种 图 形 应 有 2n 条 有 方向 的 电子 线 和 2n 个 顶点 . 


_ 303 江 基 空间 中 的 图 形 规 风 全 
在 每 个 顶点 处 标 上 四 维 时 空 坐标 zi = (zi, i). 


8$10.3 动量 空间 中 的 图 形 规则 


在 $9.4 计算 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 时 我 们 看 到 , 在 四 维 动量 空间 中 格林 
函数 具有 最 简单 的 表达 式 . 四 维 动量 k=(k, w) 是 指 三 维 动量 与 一 维 角 频率 . 在 这 儿 
我 们 把 总 的 格林 函数 也 变换 到 动量 空间 , 则 会 使 计算 过 程 带 来 简化 . 例如 在 坐标 空 
间 中 , 两 体 相互 作用 时 第 n 阶 微 扰 图 形 要 对 2n 个 顶点 的 四 维 坐标 进行 积分 . 而 在 
动量 空间 中 , 由 于 动量 守恒 的 要 求 , 只 需 对 n 个 四 维 动 其 积 分 . 

无 相互 作用 系统 的 格林 函数 由 于 是 坐标 差 的 函数 , 其 傅 里 叶 变 换 为 : 


gla(z — 2’) = ry / dkeit(®—*) G0 s(k) (10.3.1) 


上 面 简写 有 =(b oj, kz 一 2 ) = 有 (zz)-w (t 一 如 在 无 外 场 的 均匀 空间 中 ,总 的 
格林 函数 的 变换 同 此 . 

gop(n 7) = i = d4keik(z-z)Gap( 有 ) (10.3.2) 
下 面 仍 然 根据 研 的 不 同形 式 分 别 讨论 . 
10.3.1 ”两 体 相互 作用 


两 体 相互 作用 势 是 空间 坐标 差 的 函数 , V (zi, 2;) = V(xi 一 2;)6(ti 一 二 ). 因此 其 
传 里 叶 变 换 为 


1 ik(z—2’ 
Y(z,Z')aou66' = my | Fe k( )V (k)ao pp 


, | (10.3.3) 
= fr / dhkeik(®-® )V(k)am p66(t — t) 
其 中 ， 
V(k)aopgp' = V(k)ao'Bp’ = dze ®V(s)ampp’ (10.3.4) 
现在 我 们 将 图 10.1(c) 作 傅 里 时 变换 
jg? (的 =- 元/ d4z1d42z4 2 De / dtkd4pd4p1dgiGo , (k) 


Vi (NO (PD)iCD (pr) eee eile ep see (she) 


1 4) 4 314 44 ,0 :0 ipo0+ 
一 玉 Qn)s > id pd’ pid qiGo\ (Kk) VN pw (DIGN (pe 
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iGh,a(p1)e eo:® 6 十 9 一 有 684(pl — q —D) 
= 本 aas 0) pe 2 iGo (k) 
人 (10.3.5) 
上 面 第 二 个 等 号 是 对 两 个 四 维 时 空 坐标 积分 , 得 到 两 个 四 维 5 函数 , 记 为 64(p): 


64(p) = my f se” (10.3.6) 


将 (10.3.5) 式 左边 也 做 传 里 叶 变换 , 容易 看 到 


1 本 
Ry, 于 Cao- iGh, (oiGy ol®) 


(10.3.7) 


iGOO (k) = 


其 中 po 表示 四 维 动量 的 第 零 个 分 量 , 即 频率 . 

现在 画 出 图 形 ; 用 虚线 表示 因子 V(k)/ik, 并 在 线 上 标明 四 维 动量 k; 用 一 根 有 
向 线 表示 因子 iG%,(p), 两 端 各 标 上 入 和 ,方向 从 / 指向 和 , 并 在 线 上 标明 p; 在 每 
个 顶点 处 四 维 动量 守恒 . 画 出 图 形 为 图 10.9(a). 形式 与 图 10.1(c) 完全 一 样 . 


kp | 
SS 0 
po NN 1 | ; 
A A Hu、\H A1A 
一 一 一 一 一 -一 一 一 
a k Pp x 有 C k k B 


(a) (b) 
10.9 两 体 相互 作用 时 动量 空间 的 一 阶 相连 图 形 


注意 一 根 粒 子 线 的 两 端 联系 于 同一 根 虚 线 的 情况 ， 在 华 标 空间 中 , 虚线 两 端 
的 时 间 相 等 , 所 以 这 根 粒子 线 两 端的 时 间 相等 , 按照 以 前 的 规定 , 应 理解 为 : igo(z，， 
zj) ==ig? (ziti, zj 十) =igo(zi 一 zj0-) 由 于 时 间 小 量 0- 的 存在 , 作 传 里 叶 变换 时 ， 
应 加 一 因子 exp(iw0+), 写成 Go(kjw) exp(iw0+). 现在 可 以 写 出 动量 空间 中 的 第 n 
阶 微 扰 的 图 形 规则 如 下 ， 

(1) 画 出 一 切 包含 n 条 虚线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 这 
种 图 形 应 有 2n+1 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 2n 个 
顶点 . 在 每 条 线 标 上 四 维 动量 ki; = ( ki, wi). 
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(2) 每 条 虚线 是 相互 作用 线 , 对 应 于 因子 V(qi)/ 议 = V(qi)/ 远 . 每 条 有 方向 的 粒 
子 线 对 应 于 因子 iG"(i, wi), 是 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 ， 

(3) 每 个 顶点 是 两 条 粒子 线 和 一 条 虚线 的 交汇 处 . 两 条 粒子 线 的 动量 方向 分 别 
是 指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 : 一 动量 为 p 的 粒子 与 其 他 粒子 发 生 瞬 时 相互 作 
用 , 交换 了 动量 , 然后 以 动量 4 继续 前 进 . 每 个 顶点 上 必须 动量 守恒 . 

(4) 对 n 个 独立 的 内 线 四 维 动量 积分 . 

(5) 有 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 虚线 
的 两 侧 . 如 果 出 现 重 复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 . 

(6) 对 每 个 ” 阶 图 形 所 得 的 表示 式 乘 以 因子 (一 1)”/(27) 和 ”, 其 中 下 是 闭合 费 米 
子 回 线 的 数目 之 和 . 

(7) 对 以 下 两 种 情况 , 一 种 是 粒子 线 自身 闭合 , 即 首尾 端 是 同一 点 ; 另 一 种 是 粒 
子 线 的 两 端 连接 于 同一 根 虚 线 . 格林 函数 应 加 一 因子 , 写成 iC (pw) exp(iw01). 

例如 一 阶 微 扰 的 另 一 个 图 形 图 10.9(b) 的 贡献 为 

1 一 ! 


:G0P(k) = 二 和 本 iGOA(CDiGg a(k) Vn 0 / d4piG0 uv(pjeipoo+ (10.3.8) 
把 (10.3.7),(10, 3, 8) 两 式 合 到 一 起 即 为 对 一 阶 微 扰 的 总 贡献 : 
GON- Fy > fasphio Vwi (kh ~ DOYs (pow iGW g(t) 
oo (iON (Vi pom 


ze 2 | ie" 罗 于 onpiG em Go 


—iGO(k)iGO(k DD Top (0)iG? (p)e | 


0( 
-1 )4 访 fatpe seoricn 四 2 oonp( 开 一 D) 一 Yaemnu(0)] 
(10.3.9) 
其 中 利用 了 G&s (k) = GOo(k)6op, 见 89.4. 
如 果 设 
TAX (2 一 Z')] 一 Y(z 一 TL )6AXOoiv (10.3.10) 


则 (10.3.9) 式 进一步 简化 为 


iG (kK) = iG (k)6ap 
_ [iG° (了 
(2m)4 访 


d4peipo0o+iG0o(p)[V(K -人 臣 一 (2S 十 DV(O)]ice (10.3.11) 
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10.3.2 “外场 作用 
这 时 应 注意 , 由 于 外 场 的 存在 , 空间 是 非 均匀 的 . 因此 虽然 (10.3.1) 仍然 成 立 , 
(10.3.2) 却 不 成 立 , 而 应 改 为 
gap (x, 2) = ry / dkdtk’eik® ik Gs(k, k’) (10.3.12) 
由 于 外 场 作用 不 含 时 间 , 见 (10.2.12) 式 , 它 的 傅 里 叶 变 换 式 为 


e 1 4 ik1zx1 Tt7e 
Vea (21) 一 aa ja kie . Vea(ki) (10.3.13) 


意味 着 Vse (k1) 中 ki 的 第 四 维 分 量 总 是 为 零 Te (k1,0). 这 一 情况 说 明 外 场 与 粒 
子 只 交换 动量 而 不 交换 能 量 , 原因 是 假设 了 外 场 的 作用 是 瞬时 的 . 

现在 我 们 针对 图 10.5(c) 的 二 阶 图 形 , 用 坐标 空间 中 的 图 形 规则 写 出 其 表达 式 
ee 
jg (x, 7’) = @ 款 2 fa z1d' za2gux(Z — T2)gdy (72 一 z1)g06(zl — 72) 

入 / 
和 X(Z2)V2(Z1) 

f ema zz 有 0 (k)GY,,(k1)Gog(k’) 


入 和 /777 


本 2 


.eik(z 一 z2) 十 il(zz 一 z1) 二 ik' (zl 


)Vyy (Pp1) 
-eipl ZI 十 ip2'z2 
3 1 
Se 》， (an) dkd’k1dtk’dtp1dtp2G0, (Rk)GY yy (k1)G9 a(k’) 
A 和 YY’ 
‘Vo (pa) Vo, (p1)6(® (—k 十 1 十 Da)644)( 一 后 +k 十 Djeikez 一 im/ 
记 1 
-7 1 dskd4k1dsk'GO (k)G, (Ki)Go gk) 
入 ATT/ 
"Vos (ki — k VS (k— ki)eik'e—ik 
(10.3.14) 
将 此 式 与 (10.3.12) 比较 , 得 
: i3 1 
iG® (k, K/) = GH Gy 


/ dh Gy (hi) Ve (k — hu)Ve, (ki — K) 
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4 e e 7 
-1 2 / d kG (ki) Ve (kE— ki)Vea(ki — k) (10.3.15) 


上 式 最 后 一 步 对 自 旋 求 和 . 如 果 Tac(Z) 一 T(z)6aup， 则 


这 a / e e / 
A 1 ete lca ) / dk1GO (RI)Ve(k — ki)Ve (ki — K) 
(10.3.16) 
因子 V*(p)/(ii) 仍 用 外 场 虚 线 代 表 .， 用 有 方向 的 粒子 线 代 表 iGY(k)， 则 画 出 
(10.3.14) 所 对 应 的 二 阶 图 形 如 图 10.10. 每 个 顶点 上 四 维 动量 守恒 , 对 独立 的 内 线 动 
时 进行 积分 . 注意 现在 两 条 外 线 的 动量 不 相等 . 


KE Yh) ff *¥ VK ih) 
1 1 
kk,0 | 


| 1 kh,, 0 


1 1A Y 1y 
PE 
k hk kK 


图 10.10 外 场 作用 时 动量 空间 的 二 阶 图 形 


写 出 第 ” 阶 微 扰 的 图 形 规则 如 下 : 

(1) 画 出 一 切 包含 n 条 虚线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 这 样 的 图 
只 有 一 个 , 有 n+l 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 n 个 顶 
点 . 在 每 条 线 标 上 四 维 动量 应 =( ki,wi). 

(2) 每 条 虚线 是 外 场 作用 线 , 它 的 一 端 连接 顶点 , 另 一 端 悬 空 (或 用 x 表示 ), 对 
应 于 因子 Vs。 (k) /(i). 每 条 有 方向 的 粒子 线 对 应 于 因子 iG2g(kiywi), 是 无 相互 作 
用 系统 的 格林 函数 . 

(3) 每 个 顶点 是 两 条 粒子 线 和 一 条 虚线 的 交汇 处 . 两 条 粒子 线 的 动量 方向 分 别 
是 指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 : 一 动量 为 p 的 粒子 , 受到 外 场 的 瞬时 作用 , 改变 
了 动量 , 然后 以 动量 9 继续 前 进 . 每 个 顶点 上 必须 动量 守恒 . 

(4) 对 一 切 独立 的 三 维 内 线 动量 积分 . 因为 现在 第 n 阶 的 图 形 有 mn 十 1 根 电子 
线 , 故 独立 的 内 线 动量 数 为 n 一 1 个 . 

(5) 有 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 虚线 
的 两 侧 . 如 果 出 现 重复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 . 

(6) 对 每 个 n 阶 图 形 所 得 的 表示 式 乘 以 因子 [1/(27) 和 ”1. 
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10.3.3 ” 电 -- 声 相互 作用 
动 基 空 间 中 的 电 - 声 相 互 作用 哈密 顿 量 已 有 明确 的 表达 式 : 


Hi= > gkk'AQl ,Qk pq (10.3.17) 
kk’ 和 
其 中 和 表示 声 子 的 偏振 方向 , g = k' 一 表明 电子 在 发 射 或 吸收 声 子 过 程 中 总 动量 
守恒 .(10.3.17) 式 其 实 就 是 (10.2.13) 式 的 傅 里 叶 变 换 式 , 其 中 忽略 了 自 旋 下 标 . 注意 
ak (或 中) 与 场 算 符 %(z) (或 Wi(z)) 是 互 为 傅 里 叶 变 换 的 , 见 (8.1.15). 我 们 不 在 这 
儿 具 体 计算 傅 里 叶 变 换 , 读者 可 仿照 前 面 自己 推导 . 我 们 只 给 出 电子 格林 函数 的 二 
阶 微 扰 图 10.6(a) 的 傅 里 叶 变换 的 结果 ， 
_ [iG°(k)]? 
(2n)s 
其 中 利用 了 关系 ggg = gj 
如 果 iGO(k) 仍 用 有 方向 的 粒子 线 表示 , iD?(p) 用 波 线 代表 , 则 画 出 动量 空间 的 
二 阶 微 扰 图 形 如 图 10.11. 每 个 顶点 用 因子 gws = gas 来 代表 . 顶点 上 动量 守恒 , 乘 
以 顶点 因子 后 , 对 独立 的 内 线 动量 进行 积分 . 如 果 有 一 条 电子 线 自身 闭合 , 那么 与 它 
相 联系 的 声 子 线 的 四 维 动量 一 定 为 零 , 则 此 图 贡献 为 零 


q=k—k 


ig(2A) (x, 2z/) 


d/lgpwA iG (kK) ED (k— WK) (10.3.18) 


图 10.11 电 - 声 相互 作用 的 二 阶 微 扰 


声 子 格林 函数 可 以 类 似 地 讨论 . 

写 出 第 2n 阶 微 扰 的 图 形 规则 如 下 : 

电子 格林 函数 

(1) 画 出 一 切 包 含 ”条 波形 线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 
这 种 图 形 应 有 2n+1 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 2m 个 
顶点 . 在 每 条 线 标 上 四 维 动量 k=( ki,wi). 

(2) 每 条 波形 线 是 自由 声 子 格林 函数 , 对 应 于 因子 iD (kw)/ 让 = 一 2wxa/ 
有 ww 一 十 i0+). 每 条 有 方向 的 粒子 线 是 自由 电子 的 格林 函数 , 对 应 于 因子 iG0(R， 
wj). 每 个 顶点 对 应 于 因子 gkp'a. 

(3) 每 个 顶点 是 两 条 粒子 线 和 一 条 波形 线 的 交汇 处 . 两 条 粒子 线 的 动量 方向 分 别 是 
指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 : 一 动量 为 p 的 电子 , 与 其 他 电子 发 生 相 互 作用 , 交换 
了 带 有 动量 的 声 子 , 然后 以 动量 9 继续 前 进 . 每 个 顶点 上 必须 四 维 动量 守恒 . 
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(4) 乘 以 顶点 因子 之 后 , 对 一 切 独立 的 内 线 四 维 动量 积分 . 

(5) 有 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 波形 
线 的 两 侧 . 如 果 出 现 重 复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 | 

(6) 对 每 个 2n 阶 图 形 所 得 的 表示 式 乘 以 因子 (-1)”/(2r)”“, 其 中 下 是 闭合 电 
子 回 线 的 数目 之 和 . 

(7) 如 果 图 形 中 有 一 条 声 子 线 的 四 维 动量 为 零 , 则 此 图 贡献 为 零 , 可 不 子 考 虑 . 

声 子 格林 函数 

只 要 将 上 述 第 一 条 改 为 : (1) 画 出 一 切 具 有 两 条 波形 外 线 的 共有 n+1 条 波形 线 
的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 这 种 图 形 应 有 2n 条 有 方向 的 电子 线 和 2n 个 顶点 . 
在 每 个 顶点 处 标 上 四 维 动量 应 =( kiywi). 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 , 对 于 每 一 种 作用 下 ,动量 空间 的 图 形 与 坐标 空间 的 完 
全 一 样 , 只 是 标 名 不 同 . 动量 空间 中 图 形 的 优点 是 : 物理 意义 更 为 明确 , 直接 表现 了 
动量 和 能 量 守恒 ; 相应 的 表达 式 更 简单 ; 需要 作 的 积分 计算 更 少 . 
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在 10.3.1 中 我 们 已 求 出 了 在 动量 空间 中 两 体 相互 作用 情况 下 的 一 级 微 扰 (图 
10.9) 的 全 部 贡献 (10.3.11) 式 , 该 式 可 以 重 写成 下 述 形 式 : 
iGW (k) = :GO (KR) DY (FIGHK) (10.4.1) 
其 中 


ek 
访 (2m)4 访 


了 2)(k) 称 为 一 阶 自 能 , 其 中 的 两 项 分 别 对 应 于 图 10.12 中 的 (a)、(b). 由 于 两 根 外 
线 的 动量 为 k 不 属 积分 变量 , 它 与 自 能 部 分 是 相 乘 的 关系 . 


DW (Ek) / d4peipoo iGo(p)IV(E — p) — (28 + 1)V(0)] (10.4.2) 


(a) (b) 


图 10.12 两 体 相互 作用 的 自 能 的 一 阶 图 形 
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一 第 + 章 零 温 格 林 函 数 的 图 形 技术 
同 理 , 考察 二 阶 微 扰 的 贡献 , 坐标 空间 中 的 图 形 见 图 10.3. 动量 空间 中 的 图 形 
完全 相同 , 只 是 以 动量 空间 中 的 规则 标 名 . 两 根 外 线 的 动量 为 k, 与 其 余部 分 是 相 乘 
关系 , 所 以 二 阶 微 扰 的 贡献 可 以 写成 
iG(2)(k) = iGO(k) 3 5 (KR)IGO (Ek) (10.4.3) 


其 中 如 中 (k) 是 二 阶 自 能 , 它 是 图 10.13 中 十 个 图 形 之 和 . 对 于 任意 阶 微 扰 , 都 可 写 
成 这 样 的 形式 . 所 以 总 的 格林 函数 可 以 写成 


iG(k) =iGO(k) +iG() (8) EE (EGO(K) (10.4.4) 


i 


~ 
~ 
AN 
\ 
1 
1 
办 


(d) (e) (f) (g) 
a Ee < 
pag Cs ~、 、 
pt YY . 4 | | 
' 1 


(h) 0) Q) 
图 10.13 二 体 相 互 作用 的 自 能 的 二 阶 图 形 


其 中 
SD(k) = DOR) + BOR) + DEAR) 十 (10.4.5) 
叫 作 “ 自 能 部 分 ”, 它 是 各 阶 自 能 之 总 和 . (10.4.4) 可 以 用 图 10.14 来 表示 . 其 中 用 带 
方向 的 双 线 表示 总 的 格林 函数 iG(k). 
图 10.13 中 的 十 个 图 形 可 以 分 成 两 类 : 一 类 是 通过 切断 一 条 内 粒子 线 , 能 使 图 
形 分 为 不 相连 部 分 的 , 如 (a)~(d); 另 一 类 则 不 能 , 如 (e)~(j). 我 们 把 不 能 通过 切断 
一 条 粒子 线 而 分 成 两 个 不 相连 部 分 的 自 能 图 称 作 “正规 自 能 部 分 ", 用 了 (2)* 表示 . 
否则 为 非 正 规 部 分 . 非 正规 部 分 中 可 被 切断 的 那 根 粒子 线 由 于 动量 守恒 的 关系 , 其 
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动 坊 与 外 线 动量 相同 , 不 属 积分 变量 , 因而 与 其 他 部 分 是 相 乘 关系 . 容易 看 出 : 二 阶 
的 非 正规 自 能 图 形 可 以 看 作 是 两 个 一 阶 正规 自 能 通过 一 条 粒子 线 相连 的 结果 ， 


1 nm) 1 #0 pO) 
Td (10.4.6) 
人 0 


人 0 


人 0 
图 10.14 (10.4.4) 式 的 图 形 表示 


见 图 10.15. 同样 , 更 高 阶 的 非 正 规 自 能 部 分 也 是 较 低 级 的 正规 自 能 部 分 用 粒子 线 
G" 连接 的 结果 . 如 果 用 2* 代表 全 体 正规 自 能 图 形 的 和 , 则 


RS 9 


1 

Ss \ 7 、 1 1 1 

了 1 D y+ 1 1 让 1 
ee 1 1 1 二 一 一 = 

1 1 1 

1 1 I 


0 1 


图 10.15 二 阶 非 正规 自 能 可 以 用 一 阶 正规 自 能 来 表达 


1 * *: /0 水 *: /0 水 ol 
一 ， 10.4. 
2 = 十 - iG 3 十 二 iG 二 iC 一 于 (10.4.7) 


此 式 用 图 10.16 表示 . 对 (10.4.7) 式 求 和 可 得 到 


二 | GO ED 


. 154 ， 第 十 章 “” 零 温 格林 函数 的 图 形 技术 


= p+ igi > (Si) 

访 全 把 访 

1 1 1 1 1 1 

三 CO .4. 
TT Tt (9% 


1  ， 入 
于 之 
iG°? 
乡 CK) i + i 
这 
1 1 
元 2 区 > ic 
a 
到 


图 10.16 自 能 用 正规 自 能 来 表达 
此 式 用 图 10.17 表示 . 同 理 (10.4.4) 式 可 写成 


1 1 1 1 
. ;0 ;0 水 0 mm* in0 一 in0 二 {ifr0 二 10 0 AmO 
iG(k)= iG +iG (7 十 下 2C pl )iG iG + i(iG + si SG )2 G 


=iG°(k) + FiG(K) EZ* (KGO(k) = iGO(R) + FOO(k) 5* (FIG(K) 


2. © 8 


图 10.17 自 能 的 戴 森 方 程 的 图 形 表示 


10.4.9) 


此 式 用 图 10.18 表示 . 读者 可 将 (10.4.9) 式 与 单 体格 林 函 数 的 微 扰 公式 (4.1.5)~(4.1.7) 
式 相 比较 . 
(10.4.9) 式 表明 , 如 果 知 道 了 正规 自 能 部 分 , 就 可 以 求 出 G. 


jiG 一 = 成 GO 一 到 


(10.4.10) 
式 (10.4.9) 或 (10.4.10) 叫 作 “ 戴 森 (Dyson) 方程 ”. 
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图 10.18 格林 函数 的 戴 森 方程 的 图 形 表示 


如 果 我 们 对 2* 只 取 最 低 阶 近似 , 即 只 计 入 图 10.12 的 两 个 图 形 , 则 对 于 图 中 的 
每 一 条 粒子 线 的 因子 G9, 用 式 (9.4.19) 代入 , 计算 出 


Sl ero! Go(p, po) = i0(p, —|p|) (10.4.11) 
就 得 到 
DD*(k) = (25 + 1)nV(0) — i | dspV(k — p)0(p, — |p|) a 


其 中 = 人 gr -月 一 六 于 4(hr -月 是 单位 体积 内 的 粒子 数 以 式 
00412) 代入 004.10) 得 到 的 G, 已 经 不 只 是 一 阶 近似 因为 已经 包含 了 任意 多 
次 重复 图 10.12 的 图 形 而 组 成 的 非 正规 自 能 部 分 . 即 G = Go 十 CFGo 二 Co 十 


Oo 


Go》， (520*Go) FE"Go, 见 (10.4.4), (10.4.7) 式 . 如 果 只 是 一 阶 近 似 , 那么 表 


n=0 
达 式 应 为 , G = Go + Go20*Go. 注意 (10.4.12) 式 与 频率 无 关 , 其 中 第 一 项 代表 
被 介质 中 粒子 朝 前 散射 的 玻 恩 近似 (Born approximation), 见 图 10.12(b); 第 二 项 代 
表 与 介质 中 粒子 的 交换 散射 , 也 是 玻 恩 近似 , 见 图 10.12(a). 
在 动量 空间 中 写 出 费 米子 的 戴 森 方程 特别 简单 ， 其 实在 坐标 空间 中 也 存在 戴 
森 方 程 . 例如 图 10.18, 按 坐 标 空间 的 图 形 规则 进行 标 名 , 再 写 出 相应 的 表达 式 为 


ig(1, 2) = ig°(1, 2) 十 / d3d4ig0(1， 9) 7, 4)ig(4, 2) (10.4.13) 
其 中 为 了 简便 起 见 , 仅 用 数字 来 代表 相应 点 的 空 时 坐标 与 自 施 、 上 式 中 的 积分 符号 


不 但 包含 对 坐标 = 和 时 间 t 的 积分 , 同时 也 包括 对 自 旋 的 求 和 . 读者 可 自行 验证 ， 
(10.4.13) 式 正 是 (10.4.9) 式 的 傅 里 时 变换 . 同 理 , 图 10.12~ 图 10.17 都 可 按 坐 标 空 


.156. 第 十 章 “” 零 温 格林 函数 的 图 形 技术 


间 的 图 形 规则 标 名 并 写 出 其 表达 式 (其 中 凡是 内 点 的 坐标 都 是 要 积分 的 ), 并 且 它 们 
都 是 同一 图 形 的 动量 空间 表达 式 的 传 里 叶 变换 . 

图 10.14 或 图 10.18 也 可 以 这 样 来 理解 : 没有 微 扰 或 无 相互 作用 时 , 只 有 一 根 单 
粒子 线 即 格 林 函 数 g (或 G"). 在 有 微 扰 时 在 单 粒子 线 上 出 现 的 各 种 图 形 如 图 10.12、 
图 10.13 可 以 看 成 是 对 单 粒子 线 的 各 种 修正 , 修正 效果 的 总 和 成 为 双 线 即 总 的 格林 
函数 g(z) (或 G(k)). 

对 于 单 粒子 线 修正 这 一 观念 也 可 用 于 二 体 相互 作用 势 , 它 是 二 粒子 间 的 直接 相 
互 作用 , 用 一 根 虚线 来 表示 、 一 根 虚 线 的 两 端的 时 间 是 相同 的 , 表明 作用 是 瞬时 的 . 
在 虚线 上 也 可 作 各 种 修正 . 例如 图 10.13(e) 即 可 看 作 是 图 10.12(b) 在 虚线 上 作 了 修 
正 ; 图 10.13(j) 则 可 看 成 是 图 10.12(a) 在 虚线 上 作 了 修正 . 我 们 把 各 种 可 能 的 修正 
的 总 效果 用 双 虚 线 表 示 , 则 如 图 10.19. 双 虚 线 所 代表 的 是 (da)/( 边 ), 其 中 U(gq) 是 
有 效 相互 作用 势 . 在 图 10.19 的 等 式 右边 中 的 各 种 修正 都 是 在 虚线 中 插入 某 些 粒子 
线 和 虚线 . 两 根 外 线 是 虚线 . 因此 定义 “ 极 化 部 分 "了 (aq) 如 下 : 


U(g)=V(gq) +V(gq)H(q)V (a) (10.4.14) 
, 二 Pdg) 1_y(g) L 
UVU(g) 这 4 柄 ”4 Tr (9) 
EE 一 二 一 一 一 一 ee ee es 
1 1 1 1 
再 79g) V9 机 V9) V9) 也 V9) 
es i Pr i 
1 
志 79) 


图 10.19 有 效 相互 作用 势 用 极 化 部 分 表示 


访 了 7 (q) 的 图 形 显然 也 可 分 为 两 类 : 一 类 是 能 通过 切断 一 条 相互 作用 线 而 把 图 
形 分 为 两 个 不 相连 部 分 的 , 称 为 “ 非 正 规 极 化 ” 部 分 ; 否则 称 为 “正规 极 化 ”部 分 用 
访 17*(q) 表示 它们 的 总 和 , 见 图 10.20. 与 对 的 情况 类 似 , 非 正规 极 化 部 分 可 以 看 作 
是 若干 个 正规 部 分 通过 相互 作用 线 串 接 而 成 , 所 以 和 (10.4.8) 相仿 ( 见 图 10.21)， 


末 = 天 +T*VI* 二 TVE*YI* 二 .一 厅 * 十 厅 *VT 厅 = +1VI* (10.4.15) 
ihI1™ 


CR 


图 10.20 ”正规 极 化 部 分 的 各 阶 图 形 
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图 10.21 非 正 规 极 化 部 分 用 正规 极 化 部 分 来 表示 
代入 (10.4.14) 式 就 得 到 相互 作用 势 的 戴 森 方程 ( 见 图 10.22): 
U(q) = V(g) 十 Y(qT (OZ(9) (10.4.16) 


或 


二 
"0 (VG ly) eu 


假如 V(q) 是 电子 间 的 库仑 作用 势 的 傅 里 叶 变 换 , 则 
Ag) = 1— V(gq)1"(g) (10.4.18) 


称 作 介 电 函数 . 


图 10.22 相互 作用 势 的 戴 森 方程 的 图 形 表示 
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这 里 再 对 有 效 相互 作用 势 U(g) 稍 作 讨论 . 对 V(g) 的 修正 中 有 粒子 线 , 表明 两 
个 粒子 之 闻 的 相互 作用 是 通过 其 他 粒子 作为 “媒介 ”来 实现 的 , 所 以 是 间接 相互 作 
用 ; 又 粒子 的 传播 是 需要 时 间 的 , 因此 修正 后 的 相互 作用 在 时 间 上 是 有 延迟 的 , 是 
一 种 推迟 势 . 

对 于 外 场 作用 的 情况 , 考察 图 10.5 和 图 10.10 的 各 阶 图 形 可 知 , 内 线 动量 都 是 
要 积分 的 , 所 以 只 有 正规 自 能 而 没有 非 正 规 自 能 . 每 一 阶 正规 自 能 就 是 一 条 虚线 , 已 
经 是 最 简化 的 形式 . 因此 , 格林 函数 


G(k,k’) = Go(k, k') 十 / dkid sk2G°(k, ki1) DT (ki, ko)G° (ko, k’) (10.4.19) 


其 中 加 (ki1,k2) =V(k1, ko), 就 是 外 场 势能 . 

对 于 有 电 声 相互 作用 的 电子 格林 函数 的 讨论 , 与 两 体 相互 作用 的 情况 在 形式 上 
是 一 样 的 . 只 要 将 声 子 线 代 替 表 示 两 体 相互 作用 的 虚线 即 可 . 现在 对 于 声 子 线 的 修 
正 , 也 就 是 对 声 子 格林 函数 的 修正 . 

对 于 声 子 格林 函数 的 修正 , 形式 上 与 电子 格林 函数 相同 . 用 双 波 线 表示 总 的 声 
子 格林 函数 . 则 声 子 格林 函数 的 戴 森 方程 ( 见 图 10.23) 为 


D(k) = DO + D° (Ek)I*D(K) (10.4.20) 


图 10.23 声 子 格林 函数 的 戴 森 方程 的 图 形 表示 


此 时 的 正规 极 化 部 分 7* 也 称 为 “ 声 子 自 能 部 分 ". 有 了 Zr* 就 可 以 求 得 声 子 格林 函 
数 D. 对 于 声 子 线 修正 的 物理 意义 是 : 多 粒子 效应 也 会 对 声 子 的 传播 发 生 影响 . 实 
质 上 声 子 的 传播 是 唱 格 振动 的 传播 , 电子 系统 也 会 使 离子 势 受到 屏蔽 或 畸变 , 这 不 
仅 会 改变 离子 的 振动 频率 , 而 且 使 振动 发 生 衰减 . 


习 是 
1 求 了 (JWi(z] -Nify(z)yi(z] 的 结果 


2. 证 明 : 在 外 场 作 用 时 , 不 相连 部 分 的 图 形 与 因子 (B015S|B0) 准确 的 相互 抵消 . 
因此 也 ,只 需 考 虑 相连 图 . 


习 题 . 159 . 


3. 证 明 : 在 电 - 声 相互 作用 的 情况 , 计算 电子 格林 函数 时 , 不 相连 部 分 的 图 形 与 
因子 (Go|S|6B0) 准确 的 相互 抵消 . 因此 也 只 需 考虑 相连 图 . 

4. 证 明 : 在 电 - 声 相互 作用 的 情况 , 计算 声 子 格林 函数 时 , 不 相连 部 分 的 图 形 与 
因子 (GB0|S|60) 准确 的 相互 抵消 . 因此 也 只 需 考虑 相连 图 . 

5. 写 出 图 10.7 中 不 为 零 的 五 个 图 形 的 相应 的 表达 式 . 

6. 写 出 图 10.8 中 各 个 图 形 的 相应 的 表达 式 . 

7. 对 图 10.6 和 图 10.7 中 所 有 不 为 零 的 项 作 傅 里 叶 变 换 . 其 中 图 10.6 (a) 的 变 
换 结果 就 是 (10.3.18) 式 . 

8. 写 出 图 10.8 中 各 个 图 形 的 傅 里 叶 变 换 式 . 

9. 证 明 ; (10.4.13) 式 是 (10.4.9) 式 的 傅 里 叶 变 换 . 

10. 证 明 : 在 既 有 粒子 间 的 相互 作用 又 有 外 场 作 用 时 , 不 相连 部 分 的 图 形 与 分 
母 准确 地 相互 抵消 . 因此 也 只 需 考虑 相连 图 . 写 出 这 种 情况 下 的 图 形 规则 . 

11. 在 810.3 中 假设 了 两 体 相互 作用 与 自 旋 无 关 , 即 相 互 作用 是 (10.3.10) 式 的 
形式 . 如 有 果 我 们 设 两 体 相互 作用 与 自 旋 有 关 , 是 以 下 的 形式 


Ww lz — 7") = Vollz — T" |)OA Ope +Villz—z'|)o1:o2 


其 中 o 是 电子 自 旋 的 泡 利 和 矩阵. 再 设 (10.4.16) 式 中 的 正规 极 化 部 分 ee 
I (q)6h a Oj 是 关于 自 族 对 角 的 . 从 (10.4.16) 式 来 出 


LA 攻 ) 过 Vo(q)OM pr Vi(q)ow O2jp’ 
ANpp' \d 1 — Vo(qg) 1°(g) 1 — Vi(g)I1°(g) 


再 由 此 Uw (gq) 和 (10.4.15) 式 求 出 


JPxa(g) = T°"(q)6voww + Hq)UM (gq) 1 (gq) 
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811.1 虚 时 绘 景 


对 于 处 理 费 米子 系 的 零 温 格林 函数 , 已 有 一 套 方便 实用 的 图 形 技术 , 已 在 第 十 
章 中 介绍 . 对 于 有 凝聚 的 臻 色 子 系 的 零 温 格林 函数 , 将 在 第 十 七 章 讨论 . 对 于 有 限 
温度 情况 , 虽然 热力 学 格林 函数 已 经 在 第 九 章 中 作 了 定义 , 但 处 理 的 技术 较为 复杂 . 
本 章 介绍 的 松原 (Matsubara) 函数 , 可 用 于 处 理 有 限 温 度 情形 , 只 须 采 用 与 处 理 零 
温 格 林 函 数 几乎 是 相同 的 方式 . 

松原 所 使 用 方法 的 要 点 是 令 时 间 为 一 复数 , 将 原来 的 时 间 变 量 t 变 成 -i7, 暂 
称 为 虚 时 绘 景 . 下 面 有 许多 公式 可 将 第 八 章 的 公式 作 t 一 -ir 的 替换 即 可 得 到 . 

在 虚 时 绘 景 中 , 也 像 第 八 章 一 样 分 成 三 种 绘 景 , 而 且 定 义 的 方式 也 都 一 样 . 因 
此 , 虚 时 海 森 伯 绘 景 中 的 算 符 为 


QH(T) = eH -HN /Nge -ENT (11.1.1) 
虚 时 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 为 
Qir(r) = ero Nr /he (Ho ANITA (11.1.2) 


场 算 符 的 表达 式 应 为 


Ha (z7) SE e(H-pN)T /Rap (ze (Hp Nr 


fi, (£7) =e HHN)T /Rapt (zp)e—(H-pN)T/E (11.1.3) 


所 有 算 符 都 应 按 (11.1.1) 式 或 (11.1.2) 式 变 换 , 所 以 [waa(zrjjt Wi,(z7). 这 是 与 
实时 绘 景 的 不 同 之 处 . 
QH(T) 和 Q1(7) 之 间 的 关系 为 
QH(T) = e(H-HN)T/he-(Ho-pN)T/iOQ (rT)e(Ho—AN)T /he—(H-AN)T/R 


(11.1.4) 
= U(0,7)QITIU (7, 0) 


其 中 定义 了 虚 时 间 演 化 算 符 U(71, 72)， 


Ul = ep ne (EH DN) (ri hoo AN (11.1.5) 
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这 可 与 (8.2.14),(8.2.15) 式 作 比较 . 这 儿 的 U(71,72) 不 是 么 正 算 符 , 但 具有 下 面 的 性 
质 : 

U(ni, 7T2)U (72, 73) = U (ni, 73) 

U (ni1,7n1) = 
可 与 (8.2.16) 式 比较 . 由 (11.1.5) 式 得 到 U(7, 0) 所 满足 的 运动 方程 : 
hi U(7,0) = eta -NTr/iRPo nN- (HpN)e (HotN)T/RD (7, 0) 

= —Hi(7)U(7,0) (11.1.7) 

其 中 i = HH 一 Ho 是 哈密 顿 量 的 相互 作用 部 分 , 右 (7) 则 是 按 (11.1.2) 式 定义 的 相 
互 作用 绘 景 中 的 算 符 .(11.1.7) 式 的 初始 条 件 为 U(0,0)=1, 积分 一 次 , 可 得 


(11.1.6) 


U(7,0)=1— ai/ di Hi(71)U (71,0) (11.1.8) 
反复 迭代 并 引入 编 ( 虚 ) 时 算 符 全 
IT- /" i 
U(7,0) = > | dt1:- / dT™nT [Hi(7n1):** Hi(7™)] 
= 7T7 exp | 一 5/ dn Hi(n)| (11.1.9) 
可 与 (8.2.19) 式 作 比较 . 
下 面 来 求 巨 配 分 函数 , 这 用 到 关系 式 
e- (HAN)T/h ~ e-(Ho-pN)T/RT (7, 0) (11.1.10) 


上 式 中 , 如 果 将 r/ 访 改 成 ,那么 + 应 改 为 Bh 
Za =e-p2 = 下 [emAN)] = trle-6(ao-AN)U(O 0)] 


本 Bh | 
a 人 有 
(11.1.11) 
其 中 用 到 了 (11.1.9) 式 . 
有 了 以 上 公式 , 我 们 可 以 求 一 个 海 森 伯 算 符 4r(r) 在 巨 正则 系 综 中 的 平均 值 : 
设 0<T&PBh, 用 (11.1.4), (11.1.11) 式 : 
(4H(7)) = eVtrle BFLN) An(7)] 
= eltrle (HoHNIT (BR, OU (0, 7)AI(TIU(T, 0)] 
_ tr{e MNT [Ar(T)U (BA, 0)]} 


a (11.1.12) 
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由 于 现在 分 母 和 分 子 的 权重 因子 者 成 为 p =exp[-B(Ho-1N)]/Zo, 2Z0=exp(60o) = 
tr[lexp[-B(Ho 一 4) 所 以 变 成 了 对 无 相互 作用 系 综 求 平 均值 . 一 个 量 4 在 无 相互 
作用 系 综 中 的 平均 值 简 记 为 (4)o. 


(A)o = trleS( ?HopN) A] (11.1.13) 
那么 (11.1.12) 式 重 写 为 
(4H(7)) = EE er (11.1.14) 
如 果 要 求 下 列 平均 值 : 
(Tr[An(ni)Ba(72))) 
(11.1.15) 


= 0(71 — 72)(An (ni)Ba(r2)) + nO0(72 — ni)(Ba(T2)An(n)) 
其 中 0gn1, rz <PBh, 则 同样 仿照 上 面 的 步 又 , 例如 其 中 第 一 项 为 
(AH(71)BH(72)) 
= eS?trle PH-tN)U (Bh, 0)U (0, 71)AI(TIU (nT, 0)U(0, 72) Br(T2)U (72, 0)] 
二 epftr[e-6(Eo-AN)TT(D T1)A(ni)U (nn, 7T2)BI (7r2)U (To, 0)] 


(Tr[Ar(n1)Bi(7)U (BA, 0))o 
(U(Bh, 0))o 


(11.1.16) 
因此 得 到 


(TlAn(n) Ba(m)]) = (1.1.17) 


其 中 
tr[An(7i)Ba(72)U (8, 0)] = 0(71 — 72)U (Bh, 71)Ar(ni)U (ni, 72)Bi(T2)U (72, 0) 
+n0(72 — T1)U(Bh, 72) Bi(T2)U (Tz, 71) Ar(TI)U (nT , 0) 
可 将 (11.1.14), (11.1.17) 两 式 与 (8.2.25),(8.2.27) 式 作 比 较 , 结果 是 相似 的 . 那儿 是 把 
对 相互 作用 基态 的 平均 值 化 为 对 无 相互 作用 基态 的 平均 值 , 作 了 绝热 假设 . 这 儿 则 
是 把 对 相互 作用 系统 的 平均 值 化 为 对 无 相互 作用 系 综 的 平均 值 . 直接 推 得 结果 , 无 
需 作 任何 假设 . 要 注意 的 是 , 这 儿 的 虚 时 间 的 取 值 范围 在 [0, 8 区 间 内 . 


811.2 松原 函数 的 定义 与 性 质 
11.2.1 松原 函数 的 定义 
松原 函数 的 定义 式 为 


G(zmzT) = —(Tr paa (eT7) lg (zr'7)]) (11.2.1) 
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此 定义 式 与 热力 学 格林 函数 的 定义 式 (9.1.1) 类 似 . 不 同 之 处 是 : 去 掉 前 面 的 因子 i 
7 是 虚 时 间 而 非 实时 间 ; wna(z7) 是 虚 时 海 森 伯 绘 景 中 的 场 算 符 ; 算 符 7， 对 虚 时 间 
7 作用 ; 尖 括号 表示 对 巨 正 则 系 综 求 平均 , 即 (9.1.7) 式 . 与 第 九 章 定义 格林 函数 时 
一 样 , 其 中 的 算 符 可 以 是 任意 算 符 4 和 B, 即 (11.2.1) 可 一 般 地 写成 G(zr,z7') = 
(Ti[Ano(z7)Bag(z'7')]). 本 章 只 处 理 非 零 温度 的 系统 . 有 凝聚 的 孩 色 粒 子 系 的 情 
况 将 在 第 十 六 章 中 讨论 

(11.2.1) 式 只 定义 了 “松原 函数 "， 松原 函数 本 身 没有 推迟 、 超 前 、 大 于 和 小 于 
这 些 函数 . 不 过 下 面 将 看 到 , 松原 函数 可 通过 解析 延 拓 得 到 推迟 和 超前 热力 学 格林 
函数 . 

除了 前 面 的 因子 i 之 外 , 将 (9.1.1) 式 中 的 时 间 t 代 之 以 -ir, 就 得 到 (11.2.1) 式 
的 松原 函数 . 所 以 松原 函数 就 是 虚 时 间 的 热力 学 格林 函数 . 为 了 保证 松原 函数 的 收 
敛 性 , 虚 时 间 r、r' 有 一 变化 范围 , 现 将 松原 函数 仔细 写 出 : 


Gap (T1171, W272) 

二 一 (ni a Ta)es trle (HHN)B -m/e (HouN)ra /ay (1) 
e—(H-HN)(n "2)/hyt (2)] 
一 90(7m 一 ni)es tre (FH-HN)(B-72)/Ne— (HpN)n /mgt (p2) 


e— HpN)T2 oT /hy (v1)] (11.2.2) 


其 中 已 用 到 求 迹 号 下 算 符 轮 换 的 不 变性 . 要 求 所 有 e 指数 上 (HjN) 前 都 是 负数 ， 
才能 保证 求 统计 平均 才能 一 定 收敛 . 容易 看 出 收敛 的 条 件 是 


Ogn,7 < Ph (11.2.3) 

进一步 , 当 
n>7T 时 0gn-TngpPh (11.2.4a) 
nn<7T 时 -Bhsgn—-rsg0 (11.2.4b) 


因此 松原 函数 G(7n1 一 72 ) 的 总 的 定义 区 间 是 : -Bhg71-Tr2 &Bh. 
多 粒子 松原 函数 的 定义 与 热力 学 格林 函数 也 完全 类 似 . 例如 两 粒子 松原 函数 为 


Gapiy(zT TIT1; T1171, £7) = (—1)?(Tr [ae(zr)yae(ziri)wa(z'T)Ws(z'aT)]) 
(11.2.5) 
现在 看 松原 函数 所 满足 的 运动 方程 . 首先 看 场 算 符 所 满足 的 运动 方程 , 可 以 计算 得 
到 : 
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be (27) = [H — LN, pie (wr7)] | 
2 
一 过-Vyae(zr) ) 十 HHa 人 (27) 2 ap (7) VHB (TT) 
-5 arilis(en) Ve wn) baalwir)baa (er) (11.2.0) 
pb 


其 中 各 哈密 顿 量 的 形式 与 (9.1.25)~(9.1.28) 完全 一 样 , 只 不 过 现在 的 场 算 符 是 虚 时 
海 森 伯 算 符 . 将 松原 函数 对 虚 时 间 求 导 : 


hi Gag(wirs vans) 一 hi (O(n1 一 Ta) pHa (ZiT1) Wg (P272) 
+n0(72 一 刀 )W6a(zam) (rin1)) 
= hi6(n: 一 72)(paa(zim)Wa(zam) 一 mplig(x272) Ha (2171)) 


+hi(0(n 一 ) Whe (win) a (wans) + 7n0(72 一 亡 ) 
(Whia(e2n) aaam) 


2 
一 无 5(Z1 一 V2)6(T1 > T2)6ap 二 D7 V1 Gap(T1TI, p272) 


—HGap (P171, TZ272) )+ >_V. ay(T1)G yA (P17T1, P272) 
7 


+5 /Vie s)de Go (min, en zon, zn) 
(11.2.7) 
11.2.2 ”松原 函数 的 一 个 重要 性 质 


前 面 已 经 看 到 , 松原 函数 是 “时 间 ” 之 差 r=71 一 72 的 函数 , 并 且 7 的 取 值 范围 
是 [-Bhh, Cj 问 . 下 面 我 们 重新 写 出 松原 函数 G(r) 的 表示 式 


ca re ?VeepN)r /hp (wp)e( HN)r /ipt (22)),0 < 7 < Bh 
© ntl eee /my (pa)e uN) /nyo (v1)], ~ Bh < 7 < 0 
(11.2.8) 
为 了 书写 简单 起 见 , 在 上 式 等 号 左边 略 去 空间 坐标 与 自 旋 下 标 . 由 于 在 求 迹 符号 下 
可 作 算 符 的 轮换 , tr(4BC)=tr(BCA)=tr(CAB). 我 们 得 到 
cr 0) _ —ntr[le tH) (HuN) /mpt (m2)e BAN) /hy (zx1)] 
= —ntr[les( ?H+ NH-HN) Cr /nt A) yg (pi)e- -AN) Cr/ntB) yt (aa 
(11.2.9) 
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由 于 -Bh<7<0, 故 0<r+Bh<Bh, 将 上 式 与 (11.2.8) 式 第 一 式 比较 , 有 
G(T <0)=nG(r+PBh > 0) (11.2.10) 


这 是 松原 函数 的 一 个 重要 性 质 , 表明 它 在 负 “ 时 间 ” (7<0) 和 正 “ 时 间 ”(r>0) 区 域内 
的 值 之 间 的 关系 . 

由 于 现在 松原 函数 G(7) 的 定义 区 间 是 有 限 的 , 因此 在 作 傅 里 叶 展 开 时 只 能 取 
间断 的 频率 值 w": 


G(7) = 丽 2 eionTG(iwn) (11.2.11) 
其 中 
wn = mm/ (11.2.12) 
反 变 换 为 六 
G(iwn) = 3 人 ee (11.2.13) 
现在 将 (11.2.10) 式 代 入 
G (iwn) = 本 全 d7eenr7G(7 3 drewn7G(7 


1 10 . 1 /Bk 
= "| en" "G(T+ Bh) + / en" G(T)d7 
2 ./ 一 6 2 .0 


1 : Bh 
一 2 十 ne—ienBh) / e2"7G(T)d7 (11.2.14) 
0 


由 于 (11.2.12) 式 ， 人 二 (一 1)”, 因子 [L+7exp(-iwn6 癌 ]/2 可 简化 : 


es eiwnBh 了 n 为 奇数 
7 二 一 1 时 ， 5+ ) = 1 为 偶数 
jw Bh 0， 为 奇数 
CO 和 | 1， "为 偶数 
于 是 可 重 写 傅 里 叶 系 数 G(iwn) 如 下 : 
Bh 
er 站 dreion7G(7) (11.2.15) 
0 
其 中 
wn = (2n+1)n/Bh, n=—1 (11.2.16a) 


wn = 2nn/Bh, n=1 (11.2.16b) 
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由 上 述 结果 , 显然 在 传 里 叶 展开 式 (11.2.11) 中 , 对 m= 一 1 而 言 只 存在 奇数 项 , 对 
7=1 而 言 只 存在 偶数 项 . 对 于 费 米子 系统 , 取 m= -1 是 方便 的 . 而 对 于 玻 色 子 系统 ， 
取 m=1 更 方便 . 把 m= -1 和 1 分 别称 为 费 米子 松原 函数 和 玻 色 子 松原 函数 . 不 过 ， 
组 成 松原 函数 的 算 符 可 以 既 不 是 费 米子 算 符 也 不 是 玻 色 子 算 符 . 

对 于 声 子 松原 函数 D(7) 来 说 , 存在 与 (11.2.10) 式 同 样 的 关系 . 


D(r <0)= D(r+Bi > 0) (11.2.17) 


此 外 , 由 于 声 子 场 算 符 p(x) 是 实 的 , D 函数 显然 也 是 实 函 数 , 所 以 有 


D(r) = D*(7) (11.2.18) 
写 出 声 子 松原 函数 ， 
1 
容易 看 到 
D(7 <0)= D*(7 <0)= eS?trle- HT/hy(w1)elr/hy(w2)e BH)] (11.2.20) 
与 D(r >0) 的 表示 式 相 比较 , 有 
D(7) = D(-7) (11.2.21) 


说 明 是 一 个 偶 函 数 . 这 一 结果 对 任何 实 场 算 符 的 松原 函数 都 是 成 立 的 . 


811.3 解析 延 拓 与 物理 量 的 计算 


11.3.1 解析 延 拓 


从 复 变 函 数 的 角度 , 可 以 使 热力 学 格林 函数 经 过 解析 延 拓 成 为 松原 函数 . 考虑 
(ti 一 2) 的 复数 平面 , 见 图 11.1. 格林 函数 的 时 间 变 量 可 以 是 整个 实 轴 . 当 开始 向 下 
半 平 面 解析 延 拓 时 , 时 间 刀 一 tz 出 现 虚 部 , 为 保证 (11.2.8) 式 的 。 指数 上 (五 -AN) 
前 的 系数 必须 是 负 实 数 , 所 以 向 上 半 平 面 的 延 拓 不 得 超过 横 坐标 Im(ti 一 t2) =Bh. 
换言之 , 解析 延 拓 的 区 域 为 图 11.1 中 的 I 和 .完全 类 似 , 从 实 轴 向 下 半 平 面 延 拓 
时 , 不 能 超过 横 坐 标 Im 人 (5 一 t2) = -Bh. 即 解析 延 拓 的 区 域 为 图 11.1 中 的 本 和 JIV. 
如 果 在 此 范围 内 , 只 取 虚 轴 上 的 函数 值 , 我 们 就 得 到 松原 函数 . 
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Re(t -1,)=0 


Im(z -6)=6 


Im(t -4)=0 


Im(s =,)=-pA 


图 11.1 虚 时 的 取 值 范围 
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因此 , 对 于 热力 学 格林 函数 的 含 时 间 的 公式 , 作 t 一 -ir 的 代 换 , 可 得 到 松原 
函数 的 相应 公式 .例如 , 用 这 种 方法 , 可 从 (9.1.29)，(9.1.30) 式 直接 得 到 (11.2.6)， 
(11.2.7) 式 . 但 是 对 于 含 频率 的 公式 则 应 当 小 心 , 因为 松原 函数 与 格林 函数 两 者 的 


侍 里 叶 变 换 是 不 同 的 . 


下 面 只 考虑 均匀 空间 且 相 互 作用 与 自 旋 无 关 . 类 似 于 (9.2.38) 式 的 推导 可 得 


Gz1— 22,n1 — 72 >0)= el?) pnAmne te mn 一 Ah7 
mn 

G(z21— 22,T71 — 72 <0)= es’ >》， pnAmne™ i Tielwmnth/r 
mn 


其 中 Amn 由 (9.2.39) 式 定义 , pn 由 (9.2.34) 式 定义 , 并 已 在 等 式 左边 令 
TI X= TT T=7T 
在 (11.3.1b) 式 中 令 mm 与 n 交换 , 得 到 松原 函数 为 


G(z,7) = 一 e29 》 4mneimn /menn-w/Jr[ong(7) 十 9Ipmb( 一 了)] 


作 时 间 伟 里 叶 变换 , 利用 等 式 
上 了 elion -0)7g(7)dr 


0 iwn—w iwn—w 


本 eBh(iwn —w) = 二 ne Phe 


其 中 


(11.3.1a) 


(11.3.1b) 


(11.3.2) 


(11.3.3) 


(11.3.4) 


(11.3.5) 
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得 到 时 间 的 侍 里 叶 变 换 式 (11.2.15) 为 


;Bn iPmn.z2/h 
G(Z,iw!) 一 e 2 PrAmne a (11.3.6) 
再 作 空 间 健 里 叶 变 换 
1 Ee ne PNwmn -ht) 
一 ep? 3 人 
G(k,iw) =e 2 pnAmn(27)36(k — pm /i) ee (11.3.7) 
此 式 与 (9.2.57) 式 比较 , 立即 可 得 
.~ /YY dw A(k,w) 


这 就 是 松原 函数 的 谱 表 示 式 . 

有 了 谱 表 示 式 , 我 们 在 复 w 平面 上 也 可 通过 解析 延 拓 将 格林 函数 与 松原 函数 

联系 起 来 . 如 果 把 推迟 格林 函数 GR 的 谱 表 示 式 (9.2.59a) 

/dw A(k,w) 

G (k,w) = i DN ww + iO+ 
解析 延 拓 到 w 的 上 半 平 面 (注意 在 下 半 平 面 有 极点 , 因此 不 能 朝 下 半 平 面 延 拓 ), 并 
使 w =iwi(w: >0), 那么 GR(k,iwi) 的 谱 表 示 式 就 完全 等 同 于 松原 函数 G(k,iwi) 的 
G(k,iw) = GR(k,iw),w1 >0 (11.3.9) 


对 于 超前 格林 函数 的 谱 表示 式 (9.2.59b), 由 于 在 上 半 平 面 有 极点 , 我 们 把 它 朝 下 半 
平面 解析 延 拓 , 类 似 地 得 到 


G(k,iw) = GA(k,iw), wi <0 (11.3.10) 


(11.3.9) 和 (11.3.10) 表明 , 如 果 我 们 能 够 求 出 G* 和 G^, 利用 解析 延 拓 , 便 可 得 到 
松原 函数 . 

可 是 实际 情况 恰好 与 此 相反 . 因为 定义 松原 函数 的 目的 , 是 为 了 采用 第 十 二 章 
将 要 叙述 的 图 形 技术 , 它 比 直接 计算 热力 学 格林 函数 ( 见 第 十 九 章 ) 简单 得 多 . 所 
以 , 我 们 要 根据 已 知 的 松原 函数 G 来 确定 GR 和 GA. 以 GR(w) 为 例 , 假定 我 们 已 
经 求 得 所 有 频率 wi 的 G(iwi), 如 果 我 们 希望 确定 某 个 函数 下 (w), 它 在 w=iwi 时 等 
于 G(iw) 的 话 , 那么 F(w) 不 是 唯一 的 , 例如 , G(w),G(-we-5%) 这 两 个 函数 , 对 费 
米子 系统 而 言 , 当 w=iwl =(21+1)ni/Bii 时 , 这 两 个 函数 的 值 是 一 样 的 , 但 在 别 的 w 
值 却 完全 不 同 . 不 过 , 这 种 多 样 性 是 可 以 消除 的 . 从 GR 的 谱 表 示 式 可 以 看 到 ,GR (w) 
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是 w 在 整个 上 半 平 面 的 解析 函数 , 并 且 当 w 沿 着 任何 直线 趋向 无 限 远 点 时 ,GR(w) 
趋向 于 零 并 且 解 析 . 所以, 对 不 连续 的 点 集 wi (wl >0), 已 知 G(iwi), 在 把 它 解析 延 
拓 到 整个 w 的 上 半 平 面 时 仍 要 满足 这 个 条 件 , 那么 把 G(iwi) 解析 延 拓 到 上 半 平 面 
是 唯一 确定 的 . 用 这 种 方法 得 到 的 函数 就 是 GR(w). 在 实 轴 上 并 考虑 到 下 半 平 面 紧 
靠 实 轴 附 近 的 行为 , 则 有 

GR(k,w) = G(k,w 十 i0+) (11.3.11) 
以 G(iw) 确定 G^(w) 的 讨论 完全 一 样 , 由 于 GA(w) 在 下 半 平 面 解 析 , 所 以 讨论 要 
换 到 w 的 下 半 平 面 来 进行 . 在 实 轴 附近 , 有 

GA(k,w) = G(k,w 一 i0+) (11.3.12) 
总 之 , 如 果 我 们 求 出 了 松原 函数 , 用 i ww 士 i0+, 就 可 得 到 GR(k, w)、GA(k, ww)， 
并 由 (9.2.47), (9.2.48) 得 到 G(k, w), 再 可 由 (9.2.58) 得 到 谱 函 数 . 
11.3.2 ”物理 量 的 计算 


物理 量 的 计算 , 可 以 完全 仿照 9.2.2 节 的 方法 推导 ， 对 于 其 中 含 时 间 的 公式 ， 
只 要 作 t 一 -i7 的 代 换 , 还 应 注意 (11.2.1) 的 (Ti(Wwy1)) = -G, 而 (9.1.1) 的 
(Ti(ww1)) = iG, 所 以 应 再 将 前 置 因 子 i 换 成 -1 即 可 . 由 (9.2.72) 得 粒子 数 密度 


(n(2) = -mtrG(zr zrt+) (11.3.13) 
由 (9.2.71) 得 到 总 动能 为 
(二 三 / dz im | - 生 wztrG(ar zir+)| (11.3.14) 
由 (9.2.74) 得 总 的 相互 作用 能 为 
(H') = -03 | dz lim (- i 和 ye + 1)trG(er, wT) (11.3.15) 
以 上 两 式 相 加 得 系统 的 内 能 为 
E=(T+H')= -03 / dz lim ( a > — 十 mrG(er Z'T+)] (11.3.16) 
巨 势 函数 的 计算 也 可 由 (9.2.85) 式 得 到 


1 1 2 
f(T, V, wn) = mT Vn | Si/ lim (ht V+) tr (er, wt) 
0 2 一 他 


Or 2m 
(11.3.17) 
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现在 作 健 里 叶 变 换 到 四 维 动量 空间 ， et ta (11.2.15) 式 . 总 粒子 数 


pa / A > De tc, je (11.3.18) 
总 动 和 
EE (T) = a 外 > een0 trG(k, iwn,) (11.3.19) 
总 相互 作用 能 
= -人 2 坝 2 eicn0 (过 nm 一 二 十 中 trG(k, iwn) (11.3.20) 
内 能 


2 
B=(T+H)- -nD 志 Deion0t (fwn + kK? Fy i) Ci 
k n 
巨 势 


Q(T, V, 1) = f(T, V, Dnf 呈 5 2 厌 大 (这 wm -和 E+) tr (hk iwn) 
(11.3.22) 
最 后 , 态 密 度 也 可 由 松原 函数 表 出 . 利用 (9.2.98) 和 解析 延 拓 式 (11.3.11), (11.3.12) 


WwW) 二 ee w 十 i0+ w — i0+ 
po)= 吉 /BMG ti0t) - G(sw i0) es 
1 / dk | 
=- / ImftrG(R,w 十 i0+)] 


11.3.3 无 相互 作用 系统 的 松原 函数 
1. 费 米子 ( 玻 色 子 ) 
可 以 用 与 89.4 完全 相同 的 方法 来 推导 . 哈密 顿 量 是 (9.4. 式 , 场 算 符 为 


Wira(zr) = > e(H— wm 0 Zarae™ (H—uN)T/R De ooln) 


Wi (27) = = e(E-HAN)r/ 太 _ - i 人 et (H-pN)T/h 友 zal (7) 


(11.3.24) 
对 于 含 时 间 的 公式 , 在 相应 的 格林 函数 中 , 作 t 一 -ir 的 代 换 即 可 . 仿照 (9.4.6)~ 
(9.4.8) 得 


Gag(k,T > 0) = —e (kT /hg gl(1 + nlatan)) 


11.3.25 
Gop(k,T <0) = —ne (kM)"/ngog(akax) 


§11.3 解析 延 拓 与 物理 量 的 计算 a Td 
AD vat A EA ed 交 和 生生 下 生生 


其 中 (oak) = mx 是 费 米子 ( 玻 色 子 ) 分 布 函数 (9.4.8). 松原 函数 为 


Gap(k,7)= 0(7)Gaa(k,T > 0) 十 0(—7)Gas(k,T < 0) 
= ~e Ck /Mag{ O(n) + nf -ne — A] + n0(—2)f-n(el — 1)} 


(11.3.26) 
作 传 里 时 变换 (11.2.15) 式 并 利用 (11.3.4) 式 可 得 
Bh 0 
Gaplk, iwn,) 二 -5 人 de Te Ch HAI nf_n(eR E> 1)] 
0 
op 
i (11.3.27) 


最 后 的 表达 式 对 费 米子 ( 玻 色 子 ) 系统 是 相同 的 , 只 是 wn 的 取 值 应 按 (11.2.16) 式 . 
坐标 空间 中 的 松原 函数 可 由 (9.4.24) 式 作 t -ir 得 到 


Oo ji (zi 一 z2) 一 (所 一 A)(rl 一 三 
Cap(zl — 22,71 — 72)= a f dkei®( 1—22)—(ep—H)(T1—72)/h 
{0(n1 — To)[1 + nf-n(eR — 1) + no(T — ni)f-n(ed — 1)} 
(11.3.28) 
2. 声 子 


由 (9.4.28) 式 作 上 -ir 的 代 换 得 


D(X1— 7x2,71— 7 >0)= 》， Coneiop(m 一 maizea-za) 
|k|<kpD 
+ (1+ng)e “k(tik (ee2)] (11.3.29) 


对 空间 坐标 作 传 里 叶 变换 ， 
hwn jc (7 一 了 ) 一 jw (7 一 T2) 
Dn ~ Ta>0)= -3 [ne k(n 二 (np 十 Te 人 no] (11.3.30) 


上 两 式 的 71 一 +。 <0 部 分 都 可 由 (11.2.10) 或 (11.2.20) 式 得 到 . 再 作 时 间 健 里 叶 变 
换 


Bh 
D(kiwn) = — 人 dreiw"7 D(k,7) 
0 


= sw ( 下 hk 01.3.31) 


iu 十 wp iwn— wp 2 十 CA 


其 中 , 取 wn =2nnf (Bi). 
由 解析 延 拓 的 公式 (11.3.11), (11.3.12), 无 相互 作用 系统 的 松原 函数 可 以 解析 
延 拓 成 无 相互 作用 系统 推迟 或 超前 格林 函数 . 现在 设想 温度 低 到 无 限 靠 近 零 度 , 即 
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取 了 一 0 的 极限 (我 们 在 812.5 还 将 讨论 零 温 极限 ) 时 , 松原 函数 应 能 解析 延 拓 成 零 
温 时 的 推迟 或 超前 格林 函数 . 事实 正 是 如 此 , 当 wn >0 与 wm <0 时 ,(11.3.27) 式 分 
别 延 拓 成 (9.4.17) 的 两 式 . (11.3.31) 式 则 延 拓 成 (9.4.32) 式 . 


11.3.4 ”频率 求 和 公式 


在 9.2.2 节 求 物理 量 的 公式 中 有 一 因子 exp(iw0+), 它 保留 了 格林 函数 中 的 时 间 
1 >t2 的 物理 意义 . 在 计算 时 , 这 个 因子 决定 了 对 w 的 积分 应 在 w 的 上 半 平 面 加 上 
无 限 大 半圆 构成 闭合 回路 . 

在 11.3.2 节 求 物理 量 的 表达 式 中 也 有 一 个 因子 exp(iwn0+), 它 来 源 于 松原 函数 
中 取 7 >72. 这 个 因子 在 对 频率 求 和 时 起 作用 . 下 面 介绍 频率 求 和 公式 . 

在 实际 计算 时 , 我 们 会 遇 到 求 


坝 六 GO (k, iw,,) (11.3.32) 


的 问题 , 此 处 GV(k,iwn) 是 自由 粒子 系统 的 松原 函数 (11.3.27). 为 简便 计 , 先 讨论 费 
米子 系统 wn =(2n+1)x/ (Bi) 的 下 述 求 和 


阿 2 i 碳 (11.3.33) 
其 中 exp(iwn0+) 对 保证 级 数 收敛 是 很 重要 的 , 没有 它 级 数 将 对 数 发 散 . 考察 复 变 函 
数 
en i (11.3.34) 
在 复 z 平 面 上 ,fi(iiz) 具有 下 列 极点 : 
z 二 iwn = i(2n 十 1)x/(B8 用 ，n 是 整数 (11.3.35) 
在 这 些 极 点 上 相应 的 留 数 为 
lim f(z)(z ~iwn) = - 需 (11.3.36) 
因此 容易 验证 
1 0 eiwn0 
让 he 二 (2) = 硕 和 (11.3.37) 


其 中 C 为 图 11.2 中 所 画 的 围绕 虚 轴 的 回路 . 这 是 顺 时 针 方 向 的 回路 . 由 于 除 上 述 极 
点 外 , 在 上 半 平 面 和 下 半 平 面 ( 实 轴 除 外 ) 没有 其 他 极点 , 所 以 可 变化 积分 回路 , 从 
C 变 到 C' , 见 图 11.2. 此 时 C' 只 包围 除 原点 以 外 的 整个 实 轴 . 在 实 轴 上 , 被 积 函 数 
ez0 1 
zZ— Zz/hedhz 十 1 


(11.3.38) 
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图 11.2 积分 回路 既 可 沿 C, 也 可 沿 C 


只 有 一 个 实 极 点 x/ 扩 因此 积分 结果 为 


1 ez0t 
D7 人 和 一 f+(z) (11.3.39) 


在 计算 (11.3.37), (11.3.39) 两 式 中 exp(z0+) 的 作用 在 z 一 ce 时 表现 出 现 . 当 |z| 一 
co 时 , 如 果 Rez >0, 则 被 积 函数 (11.3.38) 的 数量 级 为 exp[-(6-0+)Rez]/lz|, 当 
Rez <0 时 ,(11.3.38) 的 数量 级 为 exp(0+Rez)/|z|.6 是 个 有 限量 , 所 以 指数 上 0+ 因子 


的 存在 保证 了 被 积 函数 在 无 限 远 处 是 指数 趋 于 零 的 . 
结合 (11.3.37), (11.3.39) 得 


eiwn0+ 


需 > 人 f(x) (11.3.40) 
f+(z) 正好 是 费 米子 的 分 布 函 数 . 同 理 , 对 于 玻 色 子 系统 有 

坝 > i ey (11.3.41) 
因此 , (11.3.32) 的 计算 结果 为 


1 中 1 i 
和 > ee? Gk, iwn,) = 厌 > a 二 —nf_n(er —1) (11.3.42) 
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以 上 结果 可 推广 到 较 一 般 的 情况 . 设 F(z) 是 一 个 复数 函数 . 若 ww。 = 
(2n 十 1)zx/ (B85), 则 有 以 下 的 求 和 公式 


1 F(z) 
训 Rll) = -人 (11.3.43) 


积分 回路 如 图 11.2 中 的 C, 只 包围 虚 轴 上 的 极点 而 不 包括 其 他 极点 ， 对 于 wn = 
2n7/(B), 则 有 可 
bp Fliwn) = 示 ) de (11.3.44) 
具体 计算 技巧 与 前 面 讨 论 的 相同 . 
最 简单 的 一 个 函数 为 F(z) =exp(z0+). 
L mw 0t 1 ez0 
人 “和 | En 
在 将 图 11.2 中 的 回路 C 变形 为 C' 后 , 由 于 实 轴 上 没有 极点 , 故 得 到 


Sy et aad (11.3.45) 


此 式 对 费 米 子 与 玻 色 子 都 适用 . 实际 上 一 般 的 表达 式 是 
DO ead) (11.3.46) 


此 式 成 立 的 条 件 是 ， ww 在 实 轴 上 是 均匀 分 布 的 .对 于 连续 项 率 的 傅 里 时 变换 式 ， 
元 人 eivrdw = 5(7), 可 以 看 作 是 频率 间隔 趋 于 零 时 的 特例 


习 是 


1. 问题 讨论 : 在 第 八 章 中 定义 的 时 间 演 化 算 符 (8.2.3) 式 的 物理 意义 很 明确 ， 
它 表 示 了 状态 随时 间 的 演化 方式 ,本 章 的 座 时 演化 算 蔡 Di(ri;m) 有 什么 样 的 物理 
意义 ? 

2. 把 (11.2.15) 式 代 入 (11.2.11) 式 , 证 明 左 右 两 边 是 相等 的 . 

3. 证 明 (11.3.46) 式 . 

4 自由 痊 子 的 能 量 为 = 一 也- 如 .请 指出 费 米 分 布 -HUA -| 在 复 平面 


上 上 的 极点 的 位 置 .请 指出 玻 色 分 布 -Ho 在 复 大 平面 上 的 极点 的 位 置 .画册 
示意 图 
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5. 考虑 函数 F(z,a) = 过 下 二 并 讨论 它 在 复 z 平面 上 的 解析 结构 
证 明 求 和 的 结果 是 F(z,0) = - coth T + 包 ， 考察 a-0 时 的 极限 情况 
6. 证 明 
ein0r 1 ezo+ dz 
tiw -zx 2ni CZ— 人 


并 画 出 积分 回路 C. 
7. 计算 下 列 求 和 式 : 


而 》 Gk, iwn) GO (p, iwn + ivn) 
天 >》 GO(R,iun)GO(pizm — iwn,) 
而 》 DO(k, iun)G0(pion 二 izm 
而 > D? (k, iwn,) DD" (p, iwn + ivm) 


其 中 G” 和 D? 分 别 是 无 相互 作用 系统 的 费 米 子 格林 函数 和 声 子 格林 函数 . 
8. 证 明 


丽人 fh > /全 二 im， 3 /1 coth zdz = BD f (nin) 


有 一 一 OO 


其 中 回路 C 是 送 时 针 方向 刚好 包围 虚 轴 的 回路 . 
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第 十 章 中 介绍 了 处 理 零 温 格林 函 数 的 图 形 技术 , 对 于 有 限 温度 的 系统 , 则 不 适 
用 , 因为 零 温 格林 函数 用 到 了 绝热 假设 , 这 一 假设 在 有 限 温度 情况 下 不 成 立 ， 而 松 
原 函数 无 需 作 绝 热 假 设 , 因此 采用 松原 函数 来 处 理 有 限 温 度 的 系统 极为 方便 .对 于 
玻 色 子 系统 , 只 要 不 发 生 凝聚 的 温度 以 上 松原 函数 都 适用 . 对 于 其 他 的 粒子 系统 , 松 
原 函 数 也 都 适用 . 松原 函数 的 图 形 技术 与 零 温 格林 函数 是 类 似 的 , 特别 是 各 阶 微 扰 
图 形 彼此 一 样 . 读者 在 学 习 本 章 内 容 时 , 可 对 照 第 十 章 相 应 的 内 容 . 


812.1 有 限 温度 的 威 克 定理 
按照 (11.2.1) 式 , 松原 函数 的 定义 为 
Gop(zmz7) = 一 (yaa(er)yie(zr 外 (12.1.1) 


又 由 (11.1.17) 式 , 它 可 写成 在 无 相互 作用 系统 中 求 平均 


Thro (wT) pl, (2'T)U (Bh, 0 
ee st aba A 让 Cn (12.1.2) 


U(Bi,0) 是 在 (11.1.9) 式 中 取 积分 上 限 为 Bh. 


U(BI,0) = ( 导 | i a dra Tr [Hi(n)... Hira)] (12.13) 


此 处 暂 先 考虑 两 体 相互 作用 . 相互 作用 哈密 顿 量 Hi 是 (8.1.5) 式 . 由 此 容易 根据 
(11.1.3),(11.1.4) 式 写 出 FH" 在 虚 时 相互 作用 绘 景 中 的 形式 为 


H(i) 后 3 / sear Wo (wT pla (2 TOV (21 — 2'1) ra(z'17! ) bra (rT1n1) 


(12.1.4) 
为 了 以 后 的 方便 , 把 空间 与 虚 时 变数 写成 对 称 的 形式 , 令 


Y(zimzaiT) = V (21 ~ £1)6(7T1 — 71) (12.1.5) 
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上 式 中 的 5 函数 保证 在 同一 “时 刻 ” 下 才 有 直接 相互 作用 , 即 为 “瞬时 ”相互 作用 . 
于 是 


Bh | 1 
d7i Hi(71) 一 ;> / dz1dtz Wp, (win1) Wg (wi7!) 
0 2 a 


V (T1741, 2171) Wa (P17 Wra (1T1) 


1 | 
= | dtz1d47’1 Hi(z171, x17!) (12.1.6) 


其 中 1/ a EE fa 把 (12.1.3) 代入 (12.1.2), 有 


Te ,es 人 
GR i 站 dn1 d7mn 


tr{e B02N)T, [pra(wT) pls (eT Hi(n) :Hi(ma)]} (12.1.7) 


这 里 要 注意 的 是 , 因为 在 每 一 个 硬 (7m) 的 内 部 V(zmTm,z 久 74) 实际 上 是 在 相同 的 
虚 时 刻 , 因而 (12.1.7) 中 时 序 算 符 T, 对 包含 在 每 一 个 Hi(7) 内 的 算 符 不 起 作用 ， 
这 相当 于 认为 每 一 个 压 (7m) 内 的 算 符 外 的 虚 时 间 要 比 如 大 一 个 正 无 限 小 量 0+. 

计算 (12.1.7) 中 G 的 各 阶 微 扰 项 , 需要 计算 牧 (27) 如 (zw'7') 和 若干 个 再 (rm) 
的 时 序 乘积 在 无 相互 作用 系统 中 的 平均 值 . 在 零 温 格林 函数 情形 , 我 们 已 经 运用 了 
威 克 定理 . 

绝对 零度 下 的 威 克 定理 表明 , 在 相互 作用 绘 景 中 , 任何 数目 算 符 的 时 序 乘积 在 
150) 态 中 的 平均 值 , 可 以 展开 成 所 有 各 种 可 能 的 成 对 收缩 之 和 . 利用 (10.1.22) 式 可 
将 威 克 定理 写 下 如 下 形式 ， 


(人 (4BCD…XY))o= DO (FI (NAB)(TNCD))o :TAXY))o (12.18) 


其 中 用 下 标 0 表示 无 相互 作用 系统 . 在 有 限 温度 , 松原 首先 证 明了 仍然 存在 类 似 于 
(12.1.8) 的 关系 式 , 并 且 也 把 它 称 为 威 克 定理 . 

下 面 来 叙述 有 限 温 度 时 的 威 克 定理 .我 们 的 证 明 仅 限于 存在 二 体 相 互 作用 的 
系统 .推广 到 别 的 系统 是 相当 容易 的 . 把 (12.1.6) 式 代入 到 (12.1.7) 式 , 可 知 Gap 
(zx7,z'7') 的 (分 子 或 分 母 ) 展开 式 中 包含 的 要 进行 统计 平均 的 典型 项 为 


(T-(ABCD... XY))o = tr{es(%- HottN)T, (ABCD... XY)} (12.1.9) 


其 中 A4、B、... 全 都 是 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 办 (zr) 和 只 (zr)( 为 写 书简 单 起 见 ， 
在 这 里 以 及 证 明 威 克 定理 的 过 程 中 , 我 们 省 略 了 代表 自 旋 的 下 标 )， 我 们 要 证 明 的 
是 : 有 限 温 度 下 的 威 克 定 理 具 有 以 下 形式 


(L(ABCD... XY))o = 》 (二 05(7(4B))o(Tr(CD))0 (TXY))o (12.1.10) 
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此 式 与 (12.1.8) 在 形式 上 是 相同 的 . 
为 了 证 明 (12.1.10) 式 , 我 们 可 以 只 证 明 这 样 的 情形 : 算 符 的 “时间”7 的 顺序 已 
经 安排 成 


T4 > TB > TC > …' > Ty (12.1.11) 


从 而 把 (12.1.10) 两 边 的 所 有 时 序 算 符 T 去 掉 . 如 果 不 是 这 样 , 那么 把 它们 重新 按 
“时 间 ”7 的 顺序 排列 时 , 由 于 是 对 等 式 两 边 的 算 符 同时 进行 重新 排列 , 所 以 公式 中 
不 会 出 现任 何 附加 的 正 负 号 . 于 是 我 们 只 须 证 明 


((ABCD...XY))o = 》 (F1)’(4B)o(CD)o.…. (XY)o (12.1.12) 


此 时 (12.1.11) 成 立 . 
我 们 知道 , 相互 作用 绘 景 的 算 符 如 (zw7) 和 巡 (z7) 随 “ 时 间 ” 的 变化 关系 等 同 
于 自由 粒子 系统 的 算 符 . 根据 式 (11.1.3),(11.1.4) 我 们 可 算出 


1 , Ee 
Yi(z7) = 2 Wr/Ra. 
k 


. L ee (12.1.13) 
(27) = vr De No 
如 果 我 们 引入 一 个 一 般 的 表示 式 
(ZT) 或 者 wi (zx7) = 2 (z7)a5 (12.1.14) 


人 上 式 中 的 o 代表 ok 或 者 ok,xj(z7) 代表 一 = 元 


eik- -zw 一 (eR 一 LA)T/h 或 者 一 元 。 eik: :十 (Ee 一 HT/ 万 注意 到 A, B, … 是 算 符 i 或 者 是， 引 
入 A=2Xamo,B = 六 Xpoo 我 们 可 得 


(ABCD...XY)= 23 ee -Xoy(aaasacad azay)0 


四 3 > -Xutr{e to TANJaoasacad azay】 
Q b 2 


(12.1.15) 
考虑 上 式 求 和 号 下 的 任何 一 个 (aaasacad … azay)o. 利用 反对 易 式 ( 费 米子 ) 或 对 
易 关 系 ( 玻 色 子 ), 把 ao 逐次 地 移 到 os, a 等 等 后 面 去 . 我 们 可 得 


tr{eS(f?o-HotpN)oy opaeog de azay | 一 tr{fep(fo 一 Ho+AN) [ao as]+acad 人 azay} 
干 tr{fe&(fo-w+uV)as[ao， ac|+ad azay} 十 …， 


二 tr{ep(0o 一 +AN)abacad az [Qa, ay]+} 
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干 tr{fe6(9o 一 HEo+AN)abaoad …， azayaa} (12.1.16) 

如 同 前 面 一 样 , 式 (12.1.16) 中 上 面 (下 面 ) 的 符号 对 应 于 费 米子 ( 臻 色 子 ). 我 们 知 
道 , 费 米 子 ( 琉 色 子 ) 的 反对 易 (或 对 易 ) 式 已 经 不 再 是 算 符 而 是 C 数 , 可 以 拿 出 求 
迹 号 之 外 . 此 外 将 式 (12.1.16) 的 右边 最 后 一 项 移 到 左边 , 并 利用 求 迹 号 下 算 符 的 可 
循环 性 , 有 

tr{[eS (0 HotuN)o, + Qaed (Lo HottN)] ow aoag azay} 

= [aa ap]4rtr{ed HoteN)o eo... Qzay} 
[Qa, Qc]4itr{ed (Lo HottN) oy, a... Qroy} 
十 :十 [aaayjttrfea(o -ao+uN)apacad ac} (12.1.17) 


容易 具体 计算 出 


aue-B(Eo-AN) — e-B(Ho—uN)eNa BR A) oy (12.1.18) 


其 中 如 果 Qa 是 产生 算 符 ， 那么 相应 的 Ma = 1, 如 果 Qa 是 淹没 算 符 ， 则 Xa 一 一 | 将 
(12.1.18) 代入 (12.1.17)， 


0 让 
[L 士 exaA(ck 各](aaasacard QtzaQy)0 


= [aa,apj+(acad .azay)0 王 [aaacl+(absad azayy0 


十 …: 十 [aay]+(asacad .az)0 (12.1.19) 
为 了 进一步 简化 此 式 , 我 们 要 利用 以 下 的 关系 式 ， 
lec. (aaasy0 (12.1.20) 


1 土 eXaB(R 和 


上 式 是 很 容易 证 明 的 . 例如 ao as 都 是 产生 (或 漂 没 ) 算 符 , 或 者 ae, ow 中 一 个 是 漂 
没 算 符 而 另 一 个 是 产生 算 符 , 但 它们 的 下 标 不 同 , 那么 无 论 (aaaw)o 或 [Qa,as]+ 都 
等 于 零 . 只 有 下 标 相 同 , 而 且 一 个 是 产生 算 符 而 另 一 个 是 淹没 算 符 时 , 双方 才 不 为 
零 . 此 时 如 果 au 是 潭 没 算 符 ak,as 是 产生 算 符 oj, 则 有 


1 加 [ox, ol]+ 
于 于 eB 1 十 e—Plek —4) 


或 者 如 果 au 是 产生 算 符 ai,, as 是 潭 没 算 符 ak, 则 有 


1 [of , an] 
i 
(QkQk)O 一 eB 站 士 1 1 十 eG(c 一 0) 


这 样 就 证 明了 (12.1.20) 式 . 利用 (12.1.20) 式 可 以 把 (12.1.19) 写成 


(akalyo =1ne = (Ma=-1) (12.1.21a) 


(Ma = 1) (12.1.21b) 
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《aaasacad …azay)o 一 (aaab)o(acad azay)0 
二 (aaac)o(absad azay)o 十 …: 
十 (aaay)o(abacad az)0 (12.1.22) 
对 出 现在 式 (12.1.22) 右边 多 于 两 个 的 算 符 乘 积 的 统计 平均 值 重复 以 上 的 过 程 直至 
得 到 
(aaabacad … .azay)0 = > (+1)’ (aoas)yo(acady0 “… (QizQy)o (12.1.23) 


在 此 我 们 假定 出 现在 (…)o 里 面 的 算 符 是 偶数 个 . 如 果 是 奇数 个 那么 统计 平均 值 应 
为 零 . 把 上 式 代入 (12.1.15)， 


(ABCD... XY)o 0 -> xaxe xy >, ( 干 1) 


GH ee a aa (12.1.24) 


这 样 我 们 就 证 明了 (12.1.12) 式 , 也 即 证 明了 有 限 温度 下 的 威 克 定理 . 有 限 温度 的 威 
克 定 理 对 于 无 相互 作用 系统 的 统计 平均 值 成 立 ， 零 温 威 克 定理 则 对 于 无 相互 作用 
基态 的 平均 值 成 立 . 
由 于 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 与 自由 粒子 系统 的 “ 海 森 伯 算 符 ” 完全 相同 , 因此 
出 现在 式 (12.1.10) 右边 的 统计 平均 值 (Dr(4B)) 等 都 是 可 以 写 出 来 的 . 例如 我 们 
把 4、B 等 换 成 它 的 明显 表达 式 Wia(z7) 或 种,(z7) 那么 它们 正 是 无 相互 作用 系统 
的 松原 函数 
(Tr[Wia(zr)wia(z'r0])o = 一 Ga(zr wT’) (12.1.25) 
(Tr[Wbra(z7) pre (2’7)])o = (Tr Wi (eT7) ls (wT)])o =0 (12.1.26) 
其 中 G? 的 具体 表达 式 见 (11.3.28) 式 . 
当 (12.1.7) 式 中 的 卫 换 成 为 外 场 作用 或 电 声 相互 作用 的 哈密 顿 量 时,(12.1.10) 
的 证 明 的 步骤 完全 一 样 . 在 电 声 相互 作用 的 情况 中 , 出 现 声 子 场 算 符 的 成 对 收缩 , 它 
就 是 无 相互 作用 系统 的 声 子 松原 函数 


(77 [pr(z7) pi (vw 7’)])o = —D? (zr7, 2'7’) (12.1.27) 


其 具体 表达 式 见 (11.3.29) 式 . 

与 零 温 威 克 定理 的 情况 类 似 地 , 如 果 (12.1.10) 式 的 左边 有 n 个 产生 算 符 和 n 
个 到 没 算 符 , 则 不 为 零 的 配对 收缩 方式 有 ml 种 , 所 以 (12.1.10) 右边 有 ml 项 . 其 他 
的 情况 收缩 结果 均 为 零 . 

本 节 证 明 威 克 定理 的 过 程 中 使 用 了 费 米子 ( 玻 色 子 ) 的 对 易 关 系 (12.1.21) 式 . 
本 章 后 面 几 节 的 内 容 都 是 基于 这 里 证 明 的 威 克 定理 .因此 本 章 的 内 容 不 适用 于 既 
不 是 费 米 子 算 符 又 不 是 玻 色 子 算 符 的 情况 , 例如 自 旋 算 符 . 
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现在 把 有 限 温度 的 威 克 定理 应 用 于 松原 函数 的 微 扰 展开 式 (12.1.7) 中 的 各 阶 
微 扰 项 . 每 一 阶 要 求 统计 平均 的 项 , 可 用 威 克 定理 化 简 成 全 部 是 两 个 (成 对 ) 算 符 的 
统计 平均 项 的 积 . 用 这 一 过 程 所 得 松原 函数 G 的 表示 式 , 除了 对 “时 间 ”7 的 积分 是 
从 0 到 所 之 外 ,形式 上 几乎 和 绝对 零度 时 的 格林 函数 g 的 表示 式 完全 一 样 . 例如 
读者 可 将 (12.1.1)~ (12.1.7) 式 与 (10.1.1)~(10.1.7) 式 作 对 照 . 所 以 我 们 可 以 把 第 十 
章 中 叙述 过 的 图 解法 直接 搬 来 用 以 计算 松原 函数 . 

首先 , 我 们 用 图 形 (仍然 称 为 费 恩 曼 图 ) 来 表示 收缩 之 后 各 阶 微 扰 项 的 贡献 . 图 
形 元 素 是 : 用 有 方向 的 线 代表 无 相互 作用 系统 粒子 的 松原 函数 -G0; 用 波形 线 代表 
目 由 声 子 的 松原 函数 -D?; 用 虚线 表示 二 体 相互 作用 势 因 子 -V(xzi7i, zj7j)/ 忆 用 
一 端 带 x 号 的 虚线 表示 外 场 作用 势 因 子 -Ye(zr)/ 访 其 他 诸如 总 的 松原 函数 G、 总 
的 声 子 松原 函数 D、 修正 后 的 二 体 相互 作用 势 、 自 能 、 非 正规 自 能 等 的 图 形 元 素 与 
第 十 章 中 完全 相同 . 其 次 , 我 们 不 加 证 明 的 叙述 以 下 结论 (因为 证 明 方 法 与 第 十 章 
中 的 一 模 一 样 ) :松原 函数 的 费 恩 曼 图 也 分 为 相连 图 形 与 不 相连 图 形 两 类 , 所 有 
不 相连 的 图 形 都 不 必 考 虑 , 同时 分 母 (U(B,0))o 可 以 去 掉 , 所 以 (12.1.7) 中 的 每 一 
阶 微 扰 项 只 需 考虑 分 子 中 相连 图 形 的 贡献 @ 凡 是 图 形 相同 而 只 有 顶点 标 名 不 同 
的 图 都 是 等 价 图 形 (例如 图 10.2 那样 ), 等 价 的 图 形 只 要 考虑 其 中 一 个 , 同时 去 掉 微 
扰 项 中 的 系数 因子 . 二 体 相互 作用 势 时 去 掉 因 1/(n!2"); 外 场 作用 势 时 去 掉 因 1/ml 
电 声 相互 作用 时 只 有 偶数 阶 的 贡献 不 为 零 , 去 掉 因子 1/(2m)! 

下 面 针 对 i 的 不 同形 式 分 别 讨论 . 


12.2.1 ”两 体 相互 作用 


两 体 相互 作 用 势 的 表达 式 见 (12.1.4)~(12.1.6) 式 . 仿照 零 温 格 林 函 数 的 费 恩 曼 
图 解法 , 我 们 可 以 很 容易 写 下 Gue(zr zx7') 的 第 n 阶 微 扰 图 形 所 对 应 的 表 式 的 费 转 
坚 规 则 : 

(1) 画 出 一 切 包含 n 条 虚线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 这 
种 图 形 应 有 2n+1 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 2n 个 
顶点 . 在 每 个 顶点 处 标 上 四 维 时 空 坐标 zi=(zi, Tri) 

(2) 每 条 虚线 是 相互 作用 线 , 对 应 于 因子 -V(xzi,2;)= 一 V(zi,zj)6(7i 一 Tj)/ 太 同 
一 条 虚线 两 端的 虚 时 间 是 相等 的 . 每 条 有 方向 的 粒子 线 ， 对 应 于 因子 -Go(zi zj， 
是 无 相互 作用 的 松原 函数 , 粒子 的 传播 方向 从 zj 指向 zi. 

(3) 每 个 顶点 z; 是 两 条 粒子 线 和 一 条 虚线 的 交汇 处 . 两 条 粒子 线 的 方向 分 别 是 
指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 : 一 粒子 到 达 z; 点 , 在 此 点 上 与 其 他 粒子 发 生 瞬 时 


有 


相互 作用 , 然后 离开 此 点 . » 
(4) 对 每 个 顶点 上 的 四 维 空 时 坐标 积分 : / 1 / i / 这 


0 

(5) 有 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 虚线 
的 两 侧 . 如 果 出 现 重 复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 |. 

(6) 对 每 个 n 阶 图 形 所 得 的 表示 式 乘 以 因子 (1)”, 其 中 已 是 闭合 费 米 子 回 线 
的 数目 之 和 . 

(7) 对 相等 时 间 的 松原 函数 应 理解 为 GV(7i, Ti) = G(Ti, Ti). 这 有 两 种 情况 , 一 
种 是 粒子 线 自身 闭合 , 即 首尾 端 是 同一 点 ; 另 一 种 是 粒子 线 的 两 端 连接 于 同一 根 虚 
线 . 


各 阶 图 形 与 零 温 格林 函数 的 相应 图 形 完 全 一 样 . 
以 图 12.1 为 例 , 这 是 松原 函数 Gae(11) 的 一 阶 图 形 (可 与 图 10.1c、d 比较 ). 
根据 上 面 所 述 的 费 恩 曼 规则 (考虑 费 米子 系统 的 情况 ), 可 以 写 出 如 下 表示 : 


GB) =— Df fod [G0 D0 22), Fw (2,2) 
入 ALAN 


-Gax(12)GXp(2,1)Gowr (2, 2) Vp (2, 2") 
(12.2.1) 
上 式 方 括号 内 的 第 二 项 中 的 负 号 来 源 于 一 条 闭合 的 费 米子 回 线 . 已 知 Cas(1,2) = 
G?(1,2)6ap, 如 果 相 互 作用 Wp (zx 一 2 ) ==V(w 一 2 )6、w6pw, 则 有 


GE, 1)=— RD /tent [G°(1, 2)G°(2,2 ')G® (2,1 Va, np (2, 2") 
_Go(1, 2)G (2 1)G (2 2)Vap, nn(2, 2")] 
(12.2.2) 
二 yi dzd*z2[G°(1,2)G°(2, 2")G°(2, 1)V(2, 2’) 


一 (2S + 1)G°(1,2)G°(2, 1’)G°(2', 2 )V (2, 2)] 


4 1, 
pp 信 KH py 
la 2 2 18 1a 2 18 


(a) (b) 
图 12.1 两 体 相互 作用 时 松原 函数 的 一 阶 微 扰 图 形 
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12.2.2 ”外 场 作用 
这 时 右 (7) 的 形式 为 
Hi(7) = 》， / dey, (zr)Vso(z)Wio(zr) (12.2.3) 
apB 


如 果 外 场 与 粒子 的 相互 作用 与 自 旋 无 关 , 那么 
Te(z) = V°(z)60p (12.2.4) 


与 (10.2.11) 式 相 比较 , 容易 写 出 此 时 第 n 阶 微 扰 贡 献 的 费 恩 曼 图 解法 规则 如 下 ， 

(1) 画 出 一 切 包含 n 条 虚线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 这 样 的 图 
只 有 一 个 , 有 n+1 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 nn 个 顶 
点 . 在 每 个 顶点 处 标 上 四 维 时空 坐 标 zi; = (zi 六). 

(2) 每 条 虚线 是 外 场 作用 线 , 它 的 一 端 连接 顶点 , 另 一 端 悬空 (或 用 x 表示 ), 对 
应 于 因子 -Vss(a)/ 矿 每 条 有 方向 的 粒子 对 应 于 因子 -Go(zi,z;), 是 无 相互 作用 系 
统 的 松原 函数 , 粒子 的 传播 方向 从 zj 指向 zi， 

(3) 每 个 顶点 z; 是 两 条 粒子 线 和 一 条 虚线 的 交汇 处 ， 两 条 电子 线 的 方向 分 别 
是 指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 : 一 粒子 到 达 zi 点 , 在 此 点 上 受到 外 场 的 瞬时 作 
用 , 然后 离开 此 点 . 

Bh 

(4) 对 每 个 顶点 上 的 四 维 空 时 坐标 积 fa’ | 号 [ 


0 

(5) 有 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 虚线 
的 两 侧 . 如 果 出 现 重 复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 . 

各 阶 图 形 与 零 温 格林 函数 的 相应 图 形 完全 一 样 . 

图 12.2 画 出 了 一 、 二 、 三 阶 微 扰 图 形 , 可 与 图 10.5 比较 . 作为 一 个 例子 , 写 出 图 
12.2(b) 所 对 应 的 表达 式 

GO = 》、 / dq4zsd474GQX (1,3)G (3,4)G0a(4,2)V8 (ra) Vs, (za) (12.2.5) 

和 ATT/ 
最 后 需要 指出 , 由 于 外 场 破坏 了 空间 均匀 性 , 松原 函数 G(eiri, zamz) 将 不 再 是 坐标 
差 zl 一 za 的 函数 ， 而 分 别 是 2Z1 和 zs 的 函数 . 


x x x x x x 

1 1 1 1 1 

1 1 人 1 1 1 

1 I I 1 1 

1 1 上 | 1 1 

| 1 1 1 1 

Yt NIA Yi1i7y HI XIA Yiy 

一 一 一 -< 一 一 一 一 < 一 
lo 3 2B, 10 3 4 28 1a 3 4 5 2B 


(a) (b) (c) 
图 12.2 ”外场 作 用 时 松原 函数 的 一 至 三 阶 微 扰 图 形 
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12.2.3” 电 一 声 相互 作用 
电 - 声 相 互 作用 的 哈密 顿 量 为 (10.2.13) 式 . 在 虚 时 相互 作用 绘 景 中 


Hi(r) = 7》， /aaarjya(erjpler (12.2.6) 


由 于 Hi(7) 中 只 有 一 个 声 子 场 算 符 , 因此 凡是 奇数 阶 的 微 扰 全 都 为 零 . 下面 就 电子 
松原 函数 和 声 子 松原 函数 的 情形 分 别 讨论 . 

电子 松原 函数 . 只 存在 2n 阶 微 扰 , 各 阶 微 扰 图 形 与 零 温 格 林 函 数 的 相应 图 形 
完全 一 样 , 两 条 外 线 是 电子 线 . 例如 图 12.3 给 出 了 二 阶 微 扰 图 , 可 与 图 10.6(a)、(b) 
对 照 . 现在 我 们 来 考察 图 12.3(b). 其 中 zi 这 个 顶点 只 联系 于 一 根 闭 合 的 电子 线 与 
一 根 声 子 线 , 我 们 只 写 出 这 两 个 因子 并 对 该 顶点 的 空间 坐标 进行 积分 . 


/amipolearuzam)Ga(oimaart) 
一 /ampole 一 化 2),7T1 一 T2)G° (z1 一 1) 一 Ti ) 


:G0 ) | dope — X22,T1 — 7T2) (12.2.7) 


0 


(a) (b) 
图 12.3 电 - 声 相互 作用 电子 格林 函数 的 二 阶 图 形 


把 D? 的 表达 式 (11.3.29) 式 代 入 后 发 现 只 能 取 有 = 0 的 项 , 由 于 闭合 的 电子 线 有 一 
确定 的 能 量 和 动量 , 所 以 与 之 相连 的 声 子 线 的 能 量 动量 都 为 零 , 这 样 的 声 子 是 不 存 
在 的 , 也 就 是 不 存在 交换 声 子 的 事件 ,(12.2.7) 式 结果 为 零 . 因此 , 凡是 一 个 电子 线 自 
身 闭 合 的 贡献 为 零 . 二 阶 微 扰 图 形 只 剩 下 图 12.3(a). 这 一 结果 与 零 温 格林 函数 的 也 
相同 . 见 (10.2.15) 式 及 其 讨论 . 

声 子 松原 函数 , 只 有 2n 阶 微 扰 贡献 . 各 阶 微 扰 图 形 与 零 温 声 子 格林 函数 相应 阶 
的 微 扰 图 形 完全 相同 , 两 条 外 线 是 声 子 线 , 有 一 根 电 子 线 自 身 闭合 的 图 形 无 贡献 . 例 
如 图 12.4 画 出 了 二 阶 和 四 阶 不 为 零 的 微 扰 图 形 , 可 与 图 10.8 相对 照 . 零 阶 图 形 就 是 
一 根 波形 线 . 
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(c) (d) 
图 12.4 电 - 声 相 互 作用 声 子 格林 函数 的 二 阶 和 四 阶 不 为 零 的 微 扰 图 形 


把 第 2n 阶 微 扰 贡 献 的 图 形 规则 总 结 如 下 ， 

(1) 画 出 一 切 包含 n 条 波形 线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 
这 种 图 形 应 有 2n+1 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 2n 个 
顶点 . 在 每 个 顶点 处 标 上 四 维 时 空 坐 标 zi = (zi7;). 

(2) 每 条 波形 线 是 声 子 线 , 对 应 于 自由 声 子 松原 函数 ,- Da(zizj)/ 庆 .每 条 有 广 
向 的 粒子 对 应 于 因子 -Go(zi, zj), 是 自由 电子 的 松原 函数 , 电子 的 传播 方向 从 zi 
指向 Ti. 

(3) 每 个 顶点 zi 是 两 条 电子 线 和 一 条 波形 线 的 交汇 处 . 两 条 电子 线 的 方向 分 别 
是 指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 ,一 电子 到 达 m 点 , 在 此 点 上 与 其 他 电子 发 生 肯 
时 相互 作用 , 交换 声 子 , 然后 离开 此 点 . 每 个 项 点 上 标 以 电 声 厢 合 强度 + 作为 顶点 
因子 

万 
(9) 对 于 每 个 顶点 , 乘 以 顶点 因子 之 后 作 四 维 空 时 坐标 积分 : [4 和 2=/az 上 dr 


(5) 有 上 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 波形 
线 的 两 侧 . 如 果 出 现 重 复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 . 

(6) 每 个 图 形 所 得 的 表示 式 乘 以 因子 (-1)”, 其 中 是 闭合 费 米子 回 线 的 数目 
之 和 . 

(7) 如 果 图 形 中 有 一 条 电子 线 自身 闭合 , 则 此 图 贡献 为 零 , 可 不 子 考 虑 . 

声 子 格林 函数 

只 要 将 上 述 第 一 条 改 为 : (1) 画 出 一 切 包 含 两 条 波形 外 线 的 共有 n+1 条 波形 线 
的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 这 种 图 形 应 有 2n 条 有 方向 的 电子 线 和 2n 个 顶点 . 
在 每 条 线 标 上 四 维 坐 标 Vi 一 (zi 万). 

作为 一 个 例子 , 我 们 写 出 声 子 松原 函数 四 阶 微 扰 项 中 的 一 项 图 12.4(b) 的 表达 式 ， 

-让 D0(1,2) = | aeradtradtasdtan 


1 
DO(1,3)D°(4,6)D°(5, 2)G%(3, 4) GY, (4, 5)G05(5, 6)GY,.(6, 3) = 
(12.2.8) 
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812.3 ”动量 空间 中 的 图 形 规则 


在 11.3.3 节 计算 无 相互 作用 系统 的 松原 函数 时 我 们 看 到 , 在 四 维 动量 空间 中 松 
原 函数 具有 最 简单 的 表达 式 . 四 维 动量 上 = (k,wn) 是 指 三 维 动量 一 维 频率 . 与 零 温 
格林 函数 的 情形 一 样 , 用 传 里 叶 变换 将 使 松原 函数 的 微 扰 计 算 带 来 简化 . 但 与 零 温 
格林 函数 不 同 的 是 , 松原 函数 的 虚 时 间 变 量 7 的 取 值 范围 有 限 , 所 以 必须 采用 有 限 
区 间 的 傅 里 叶 变 换 , 已 如 811.2 所 述 . 为 了 便于 讨论 , 我 们 把 傅 里 叶 展 开 式 重新 写 在 
下 面 . 

无 相互 作用 系统 的 松原 函数 由 于 是 坐标 差 的 函数 . 其 傅 里 叶 变换 为 


1 1 i )—iwn (ri 一 了 
Gag(T1—2'1,71—7!) = Ws | ee "G0 (Pyiwn) (12.3;1) 


Gg(p, wn) = 人 / dpe-ipetioar G0 (7) (12.3.2) 


其 中 
a | (2n + 1)x/(B 避 ， 费 米 于 系统 
~ 2nn/(Bn), 玻 色 子 系统 


无 相互 作用 系统 粒子 的 松原 函数 为 (11.3.27) 式 . 


(12.3.3) 


ja 


一 -一 一 12.3.4 
ifiiwn 一 5 十 内 ( ) 


Gop (P， wn) 一 


无 相互 作用 系统 的 声 子 松原 函数 为 (11.3.31) 式 . 
hw?2 
D? (pwn) = a (12.3.5) 
在 无 外 场 的 均匀 空间 , 总 的 松原 函数 Gag 的 变换 与 (12.3.1),(12.3.2) 同 . 对 6(7) 函 
数 的 变换 : 


i 应 3 (12.3.6) 


因为 i(7) 是 偶 函 数 , 展开 时 只 能 取 偶 数 频率 . 

下 面 仍然 根据 所 的 不 同形 式 分 别 讨论 . 不 过 我 们 不 再 具体 画 出 图 形 . 所 有 的 
图 形 显然 既 与 零 温 格林 函数 的 相应 图 形 相同 , 也 与 前 一 节 坐 标 空间 中 的 松原 函数 的 
图 形 相同 , 与 后 者 只 是 标 名 不 同 . 读者 可 根据 下 面 要 写 出 的 图 形 规则 画 出 具体 的 图 
形 , 并 写 出 相应 的 表达 式 . 
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12.3.1 两 体 相互 作用 
两 体 相互 作用 势 是 空间 坐标 差 的 函数 . 注意 其 傅 里 叶 变换 后 应 取 偶数 频率 值 . 


TY(zimzari) = Y(zl 一 2Z4)6(7 一 7T) = T(z7) 
1 : | 
= Bh EA = 2nnx/(Bh) (12.3.7) 


其 中 
V(q,wn) =V(g) (12.3.8) 


并 且 V(q) 是 V(x) 的 傅 里 叶 系数 . 


Y(z) = (人 aasr vq) (12.3.9) 


0 / dzwe-iq eV (z) (12.3.10) 


现在 我 们 具体 地 把 松原 函数 G 的 一 阶 微 扰 项 变换 到 动量 空间 . 先 对 图 12.1(a) 作 变 
换 . 从 (12.2.1) 式 出 发 ， 


GU (IN Ye / d4zad4z9GOA(1, 2)GQ (2,2)G0,5(24， 1)E Vp (2,2) 
人 


= -~ ) as dT2d72 一 一 一 -一 [BA a /akapdpidq 


HM’ 
x 2 Go (ke, wi) GY (p02;) GY g(p1, Om) Vp (qy wn) 
RE OE 
xeiq (22—21) ~iwn (Ta—7s) 
(12.3.11) 
对 dwz 与 daz9 的 积分 给 出 三 维 动量 守恒 式 (2x)363(p+q 一 kk) 和 (2x)36(3) (pj 一 g 
一 p), 对 虚 时 间 drz,dz 的 积分 给 出 频率 守恒 规则 BR6(wi + wnwi) 和 Bh6(w; 十 
wn wm). 所 以 上 式 简 化 为 


a ) 1 1 


入 AL iImn 
Ga (k, wi) Gp, wj)Goa(p1, wm) VAN pp (9， wn) 


. . 。 了 日 了 
ipR.zml 一 iwi7T1 a—ip 21 iwmrT 
GeG 1 下 1G P1 1 十 mil 


63) (p+ q—k)63) (pi — q — p)6w; + wn — wi)d (wm — wi — wn) 
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1 0 A 
~ BA(2n)3 站 2 DROn)s 2 / dpGaa(k, wi)GN (Pp, wi) 
?7 入 入 HL/ 
GY,a(k, Wi VA pp (k — DP, Wi 一 wj)eike(ma —21)—iwi(T1—7!) (12.3.12) 
得 到 侍 里 叶 变 换 系数 为 


GO (k, wi) = 


1 1 
~ A Bh(2n)3 bp cp > Goa(k, wi) GYn lp, wi) Gp a (ky wi) VA pp (k — p, wi — w;) 


用 Ww ‘np’ 一 = VO ‘Opn 和 ob 到 CO0bup 代入 ， 
Gp (ke, wi) = 3 op 2 / dp[G (k, wi)]?G° (p, wi)V(k— pwi—w;) (12.3.13) 
了 
再 把 G? 的 表达 式 (11.3.27) 式 代 入 ， 


(la) hi2608 V(k — p,wn 一 wm) 
Cee (Mn) ere ry hy ) 人 
对 图 12.1(b) 的 变换 完全 类 似 ,最 后 得 到 


hi260g V(0,0)(2S + 1) 


(1b) Rs 
Cap (k,wn) = (fiwn —ed tn)? BAi(2n)3 re sp Se 


注意 一 根 粒子 线 的 两 端 联系 于 同一 根 虚线 的 情况 . 在 坐标 空间 中 , 虚线 两 端的 
I 所 以 这 根 粒 子 线 两 端的 虚 时 间 相等 按照 以 前 的 规定 , 应 理解 为 Go(zim， 
zj 中 ) = Go (zi 一 2j,0+). 由 于 时 间 小 量 0+ 的 存在 , 作 健 里 叶 变 换 时 , 应 加 一 因子 
exp(iwn07), 写成 G(k,wn) exp(iwn0+). 所 以 最 后 得 到 一 阶 微 扰 的 总 贡献 为 
heiomO™ 


2 
(1) er hi bop fap 
Gp llr) (ifiwn, — eR + 1)? Bh( i > Pifw, — ifiwm — ed +h 


x [V(k — pwn — wm) — (2S + To 0)] (12.3.16) 


读者 可 以 与 零 温 格林 函数 的 一 级 微 扰 相对 照 . 

写 出 第 ” 阶 微 扰 的 图 形 规则 如 下 : 

(1) 画 出 一 切 包 含 n 条 虚线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 这 
种 图 形 应 有 2n+1 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 2n 个 
顶点 . 在 每 条 线 标 上 四 维 动量 (k, wn). 

(2) 每 条 虚线 是 相互 作用 线 , 对 应 于 因子 -V(gi)/i = -V(qi)/ 每 条 虚线 的 
四 维 动量 的 第 四 分 量 总 是 为 零 . 每 条 有 方向 的 粒子 线 对 应 于 因子 -G0s(k,iwm) = 
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一 i6ap/ (ifiwm, 一 eR 十 1), 是 无 相互 作用 的 松原 函数 , 其 中 wm 取 (2m+1)n/(B 有 (或 
2mx/(B 甩 ), 对 应 于 费 米子 (或 玻 色 子 ) 系统 . 

(3) 每 个 顶点 是 两 条 粒子 线 和 一 条 虚线 的 并 汇 处 . 两 条 粒子 线 的 动量 方向 分 别 
是 指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 : 一 动量 为 p 的 粒子 , 与 其 他 粒子 发 生 瞬 时 相互 
作用 . 交换 了 动量 , 然后 以 动量 9 继续 前 进 . 每 个 顶点 上 必须 动量 守恒 . 

(4) 对 一 切 独立 的 内 线 动量 积分 , 对 一 切 独立 的 内 线 频 率 求 和 . 

(5) 有 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 虚线 
的 两 侧 . 如 果 出 现 重 复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 . 

(6) 对 每 个 n 阶 图 形 所 得 的 表示 式 乘 以 因子 1/[8h(2n)3j"(-1)7, 其 中 下 是 闭 
合 费 米子 回 线 的 数目 . 

(7) 对 以 下 两 种 情况 , 一 种 是 粒子 线 自 身 闭合 , 即 首尾 端 是 同一 点 : 另 一 种 是 粒 
子 线 的 两 端 连接 于 同一 根 虚线 . 松原 函数 应 加 一 因子 , 写成 GQ es(R,wn) exp(iwn0+). 


12.3.2 “外场 作用 


由 于 外 场 的 存在 , 破坏 了 空间 的 均匀 性 . 总 的 松原 函数 已 不 是 坐标 差 的 函数 不 
能 按照 (12.3.1) 作 变换 . 傅 里 叶 展开 具有 如 下 形式 ; 


/Aij.zZ 一 ip .wp —iwvn(T—7’) /. 
G(zr, 2'7’) i Br z/ ddje'eik > G(k,k’;wn) (12.3.17) 


外 场 的 傅 里 叶 变换 为 
V°(z)= [CES / dqeir®Ve(gq) (12.3.18) 


频率 不 作 变 换 . 其 讨论 与 零 温 格林 函数 的 情况 相同 . 

我 们 不 再 具体 作 讨 论 , 写 出 第 ” 阶 微 扰 的 图 形 规则 如 下 : 

(1) 画 出 一 切 包含 ”条 虚线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 这 样 的 图 
只 有 一 个 , 有 n+1 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 n 个 顶 
点 . 对 每 条 线 标 上 四 维 动量 (k, wn). 

(2) 每 条 虚线 是 外 场 作用 线 , 它 的 一 端 连接 顶点 , 另 一 端 悬 空 (或 用 x 表示 )， 
对 应 于 因子 -Veg(k,iwm)6(wm). 每 条 有 方向 的 粒子 线 对 应 于 因子 -Gog(k,iwnm) = 
一 wp/(ifiwwm 一 eR 二 4), 是 无 相互 作用 系统 的 松原 函数 . 其 中 wm 取 (2m+1)r/(B 问 (或 
2mnt/ (6 有 )), 对 应 于 费 米子 (或 玻 色 子 ) 系统 . 

(3) 每 个 顶点 是 两 条 粒子 线 和 一 条 虚线 的 交汇 处 . 两 条 粒子 线 的 动量 方向 分 别 
是 指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 : 一 动量 为 p 的 粒子 , 受到 外 场 的 瞬时 作用 , 改变 
了 动量 , 然后 以 动量 9 继续 前 进 . 每 个 顶点 上 必须 动量 守恒 . 

(4) 对 一 切 独立 的 内 线 动量 积分 . 
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(5) 有 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 虚线 
的 两 侧 . 如 果 出 现 重复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 . 
(6) 对 每 个 ” 阶 图 形 所 得 的 表示 式 乘 以 因子 1/ [Bh(2n)3]"*-1. 


12.3.3 ” 电 - 声 相互 作用 


只 有 偶数 阶 的 微 扰 不 为 零 . 对 于 电子 松原 函数 , 只 要 在 12.3.1 节 中 两 体 相互 作 
用 的 松原 函数 的 微 扰 图 形 中 用 表示 声 子 格林 函数 的 波形 线 代 替 虚 线 即 可 , 两 条 外 线 
都 是 电子 线 . 对 于 声 子 松原 函数 的 图 形 , 两 条 外 线 都 是 声 子 线 . 

任何 2n 阶 图 形 具 有 2n 个 顶点 , 除了 两 条 外 线 之 外 , 还 有 3n 一 1 条 (电子 和 声 
子 ) 内 线 在 动量 空间 中 ,“ 进 入 ”的 外 线 具 有 确定 的 动量 和 频率 .2n 个 顶点 提供 2n 
个 动量 和 频率 的 守恒 律 . 除去 其 中 一 个 守恒 律 保 证 “出 来 ”的 外 线 的 动量 和 频率 等 
于 “进入 ”的 外 线 之 外 , 还 有 2n--1 个 守恒 律 , 使 得 独立 的 内 线 动 量 的 频率 数目 为 
(3n.—1)— (2n—1)=n. 

如 果 有 一 条 电子 线 自身 闭合 , 那么 与 它 相 联系 的 声 子 线 的 动量 和 频率 一 定 都 为 
零 , 则 此 图 贡献 一 定 为 零 

写 出 电 声 相互 作用 的 2n 阶 图 形 规则 如 下 : 

(了 ) 画 出 一 切 包含 n 条 虚线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 这 
种 图 形 应 有 2n+1 条 有 方向 的 粒子 线 (包括 两 条 联系 于 两 个 外 点 的 外 线 ) 和 2n 个 
顶点 . 在 每 条 线 标 上 四 维 动量 (k, wm). 

0(k, icwm) wi (k) 


() 每 条 波形 线 是 自由 声 子 松原 函数 ,对 应 于 因子 全 em) = 二 二 rb 


其 中 wm = 2mn/(B 有 .每 条 有 方向 的 粒子 线 是 自由 电子 的 松原 函数 ， 对 应 于 因子 
—Gog(k, iwm) = —hi6ag/(ifiwm 一 人 十 由 其 中 wm 取 (2m+1)x/(BA). 

(3) 每 个 顶点 是 两 条 粒子 线 和 一 条 波形 线 的 交汇 处 . 两 条 粒子 线 的 动量 方向 分 
别 是 指向 和 离开 顶点 . 其 物理 意义 是 : 一 动量 为 bp 的 粒子 , 与 其 他 粒子 发 生 瞬 时 相 
互 作用 , 交换 了 带 有 动量 的 声 子 , 然后 以 动量 9 继续 前 进 . 每 个 顶点 上 必须 动量 守 
恒 . 

(4) 对 一 切 独 立 的 内 线 动量 积分 , 对 一 切 独 立 的 内 线 频 率 求 和 . 

(5) 有 自 旋 时 , 在 每 条 粒子 线 的 首尾 端 还 应 标 上 自 旋 下 标 , 在 顶点 处 则 标 在 虚线 
的 两 侧 . 如 果 出 现 重复 的 自 旋 下 标 , 需要 对 它 求 和 . 

(6) 对 每 个 2n 阶 图 形 所 得 的 表示 式 乘 以 因子 [1/(2r)3j"(-1T)P, 其 中 是 闭合 
电子 回 线 的 数目 之 和 . 

(7) 如 果 图 形 中 有 一 条 声 子 线 的 四 维 动量 为 零 , 则 此 图 贡献 为 零 , 可 不 予 考虑 . 

声 子 格林 函数 : 

只 要 将 上 述 第 一 条 改 为 : (1) 画 出 一 切 包 具有 两 条 波形 外 线 的 共有 n+1 条 波形 
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线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . 每 一 个 这 种 图 形 应 有 2n 条 有 方向 的 电子 线 和 2n 个 顶 
点 . 给 每 条 线 标 上 四 维 动量 (kw )， 
812.4 正规 目 能 与 戴 森 方程 


我 们 在 前 两 节 已 看 到 , 松原 函数 的 各 阶 微 扰 图 形 与 零 温 格林 函数 的 完全 相同 ， 
图 形 规则 也 是 极为 类 似 的 . 因此 也 可 像 810.4 一 样 , 区 分 出 自 能 图 形 , 正规 自 能 部 分 
等 等 , 并 写 出 相应 的 戴 森 方 程 . 例如 , 坐标 空间 中 的 戴 森 方程 为 


—G(1,2) = —G°(1,2) 十 / d3d4[ 一 G°(1, 3)] -| [—G°(4, 2)] 


或 
G(1,2) = G?(1,2)+ | d3d4G°(1,3)3 5(3,4)G°(4,2) (12.4.1) 


其 中 一/ 所 是 自 能 部 分 , 每 一 个 积分 都 包括 了 对 空间 坐标 的 三 维 积分 和 对 虚 时 间 7 
从 0 到 6B5 的 积分 . 此 式 可 与 (10.4.13) 比较 . 自 能 与 正规 自 能 之 间 的 关系 为 


-£2(1,9) -2"(1,2) + | aaa [Ga [Go03, 4] "(4 2)| es 


太 
或 
(Te( > f a3445°0,3)0°0, 0) "(4 2) 十 …: (12.4.2) 
用 正规 自 能 表 出 的 戴 森 方 程 为 
G(1,2) = G°(1,2)+ / d3d4G°(1,3) £5"(3, 4)G(4, 2) (12.4.3) 


如 果 险 密 顿 量 与 时 间 无 关 , 空间 又 是 均匀 的 , 则 上 述 各 式 可 通过 傅 里 叶 变 换 转 化 成 
为 简单 的 形式 . 如 (12.4.3) 式 变 换 为 


G(k,iwn) = GO(R,iwn) 十 #0°(k, iwn) 5* (hk, iwn)G(k, iwn) (12.4.4) 
它 的 解 是 
Or st Tl 
G(k, iwn,) = {le (k,iwn)] 一 52 io (12.4.5) 
或 者 
Gag(k, iwn) = Dap (12.4.6) 


[GO(k, iwn)] -1 — BD*(k, iwn) /hh 
(12.4.6) 是 已 知 Gue = G6ag, 再 设 豆 g = jap 得 到 的 . 此 式 与 (10.4.10) 的 形式 
相同 , 但 有 一 个 区 别 , w 现在 只 能 取 间 断 的 值 . 
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13.3.2 节 中 所 求 的 各 物理 量 可 通过 (12.4.6) 用 正规 自 能 来 表达 , 将 (12.4.6) 代入 
(11.3.18)(11.3.21),(11.3.22), 注意 对 自 旋 求 和 》 gau = 2S+1, 并且 a = 忆 k?2/(2m)， 


得 到 粒子 数 N, 内 能 和 巨 势 9 的 公式 为 


UC 
N Ts 
0 We (2n)? Bi j ifiwmn a 0) 
E(T,V,1) =—7(25 +1) /总 a 
1 ed + 5D*(k, iwn)/2 
| ee We 


1 
Q(T, Vp) = (T, Vp) — n(25 + D7 ~ / 让 Soin 
1 EQ + D5*N(k,iwn,)/2 
- | | (9 
又 由 于 (11.3.45) 式 ,(12.4.8),(12.4.9) 两 式 中 方 括号 内 的 第 一 项 都 为 零 , 所 以 一 和 2 
可 简化 为 


B=-"es+DY / 


2 i 1 

Cn 而 》 elon E 十 3 ea G(k,iwn) (12.4.10) 
dk 

(2n)” 


' dA 1 +1 
= iwn0 * 入 入 k, 加 
0 "2s+DY 上 ~ 丽 hie 32 (k,iwn )G (Bin) 


(12.4.11) 
其 中 已 将 (12.4.5) 代 回 . 
我 们 来 具体 计算 一 下 二 体 直接 相互 作用 系统 的 正规 自 能 2(k, wh) 的 一 级 项 . 
松原 函数 的 一 级 微 扰 图 形 有 两 个 , 即 图 12.1, 它 在 四 维 k 空间 中 的 表达 式 为 (12.3.13) 
式 , 去 掉 两 条 外 线 即 在 (12.3.13) 中 去 掉 两 个 G? 因子 , 得 到 


eion0t 
*(1) ss 
PD*D) (k, iw,,) 3 丽 > i [(2S + 1)V(0,0) — V(k — p, wn 一 om] 


由 于 两 体 相 互 作用 势 V(z1 - x2) 与 时 间 无 关 , 其 傅 里 叶 变 换 与 频率 无 关 ,V (k 一 问 
中 不 含 ww, 再 由 频率 求 和 公式 (11.3.42) 得 


Fon) = f ES + VO) -VR pf-nles NW) (12.412) 
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对 于 相互 作用 势 的 处 理 , 仍然 类 似 于 810.4, 可 以 引入 有 效 势 UV 和 极 化 部 分 万 
的 概念 . 对 均匀 系统 有 


U(k, wn) = Vk, wn) + Vk, wn) TH(k, wn)V(k, wn) (12.4.13) 


其 中 了 是 非 正 规 极 化 部 分 . 用 正规 极 化 部 分 表示 为 


U(k, wn) = V(k, wn) + Uk, wn) I (k, wn)V (hk, wn) (12.4.14) 
由 此 可 以 解 出 
V (k, wn) 
1—V(k,wn)I*(k, wn) 
这 些 等 式 与 零 温 格林 函数 的 相应 公式 (10.4.14),(10.4.16),(10.4.17) 形式 相同 . 但 在 
这 儿 频 率 是 分 立 的 , 故 不 能 把 U(k, wn) 解释 为 有 效 的 物理 势 . 


U(k, wn) (12.4.15) 


812.5 零 温 极限 


松原 函数 适用 于 非 零 温 度 . 由 于 是 任意 温度 都 适用 , 因此 在 低温 方向 , 温度 可 取 
到 任意 靠近 零度 的 值 . 在 取 T -0 的 极限 时 , 我 们 实际 上 就 得 到 了 零 温 时 的 结果 . 因 
为 我 们 不 包含 发 生 凝 聚 的 玻 色 流体 , 所 以 当 温度 无 限 接近 零度 时 , 系统 应 趋 于 真实 
对 于 费 米 子 (或 玻 色 子 ) 来 说 , 频率 的 取 值 是 wn = (2n+1)xkeT/ 扩 或 2nnkgT/ 甩 . 


d 
二 / (12.5.1) 


由 此 , 如 果 公 式 是 不 含 虚 时 间 7 的 , 在 取 T_0 的 极限 时 , 令 wn 成 为 连续 的 w 对 
wn 的 求 和 则 由 (12.5.1) 化 为 积分 , 那么 可 得 到 零 温 的 结果 . 一 个 例子 是 一 阶 正规 自 
能 (12.4.12) 式 取 零 温 极 限 就 得 (10.4.12) 式 . 另 一 个 例子 是 813.2 将 要 讲 的 自治 哈 
特 里 - 福 克 近 似 方法 . 不 含 虚 时 间 的 公式 , 则 或 者 是 含 频率 的 , 或 者 有 对 频率 的 求 和 ， 
例如 (12.4.7)~(12.4.11) 式 . 如 果 可 以 求 得 系统 松原 函数 , 那么 取 零 温 极限 可 求 得 零 
温 下 系统 的 物理 量 . 

这 里 应 该 注意 两 点 , 首先 , 所 有 有 限 温度 的 公式 在 取 零 温 极 限时 并 没有 变化 , 取 
零 温 极限 并 不 意味 着 有 限 温度 的 公式 变 成 了 零 温 时 的 公式 . 最 简单 的 例子 是 : 无 相 
互 作用 的 系统 的 松原 函数 ( 见 11.3.3 节 ) 并 不 能 通过 取 零 温 极 限 而 成 为 相应 的 零 温 
格林 函数 ( 见 $9.4), 因为 它们 的 定义 本 来 就 不 一 样 ， 取 零 温 极 限 的 含义 是 : 利用 有 
限 温度 的 公式 , 在 计算 时 取 (12.5.1) 式 的 极限 而 得 到 零 温 的 结果 . 其 次 , 对 于 有 奇异 
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性 的 函数 , 在 求 和 化 成 积分 的 时 候 应 当 特别 小 心 , 以 免 出 现 不 正确 的 结果 . 举 一 个 

例子 , 假定 对 自 旋 为 1/2 的 费 米子 系统 , 我 们 已 经 求 出 了 其 松原 函数 G(kjiw,T), 这 

儿 把 温度 变量 也 标明 出 来 , 正规 自 能 则 为 2(k,T). 零 温 时 ， 
万 

ifiwn — e(k)+n 


其 中 假定 替 温 极限 下 的 准 粒 子 谱 e(k)= en(k)+ 了 2(k,0) 也 已 求 得 . 现在 我 们 要 计算 
下 列 求 和 : 


G(k, iwn, 0) = (12.5.2) 


eiwn0 0 十 


1 iwnO+ 
Q = 压 3 0 [G(k, iwn, 0)]? = = 记 a (12.5.3) 


此 式 恰好 是 可 以 进行 求 和 的 : 
eiwn0+ B 
人 “5 Bh > wn — [E(k) — WJ/R Ge Derrv f+le(k) 一 用 ) (12.5.4) 
这 儿 用 到 了 频率 求 和 公式 (11.3.42)， 费 米子 分 布 函 数 在 零 温 极 限 成 为 阶 路 函数 
Olj—e(k)], 因此 
Q = —H6[lk — e(k)] (12.5.5) 


男 一 方面 , 如 果 取 极限 (12.5.1), 则 有 积分 


eiwOt 
Q = /和 实 2 Dr (12.5.6) 


其 中 被 积 函 数 没 有 一 级 极点 , 其 留 数 为 零 . 结果 @=0, 这 与 (12.5.5) 式 不 同 . 分 析 这 
一 差别 的 原因 是 , 当 (12.5.6) 式 的 被 积 函数 中 e(k) 冯 4 时 , 积分 确实 为 零 , 但 e(k)=j 
时 , 积分 值 是 发 散 的 , 结合 起 来 就 是 jle(k) 一 u] 函数 , 因此 与 (12.5.5) 式 还 是 符合 
的 . 可 是 5 函数 前 的 因子 是 多 少 , 则 要 仔细 考察 取 e(k)-»y 极限 的 情况 .此 例 已 在 
(12.5.5) 中 给 出 了 . 由 此 例 可 以 看 出 , 化 为 积分 后 被 积 函数 无 一 级 极点 的 情况 应 特别 
注意 . 如 果 不 用 化 成 积分 求 和 也 能 得 到 结果 的 话 , 那么 直接 用 求 和 计算 更 为 保险 . 

对 于 自 旋 为 1/2 的 费 米子 系统 , 存在 一 条 普遍 定理 ， 被 称 为 Kohn-Luttinger- 
Ward 定理 . 这 条 定理 说 : 只 要 未 微 扰 的 费 米 面 是 球 对 称 的 , 并 且 相 互 作用 在 空间 旋 
转 下 不 变 , 则 有 限 温度 理论 的 T 一 0 极限 给 出 的 基态 能 量 , 与 用 T=0 的 理论 算出 的 
基态 能 量 相 同 . 

最 后 将 有 限 温度 理论 与 零 温 理论 两 种 思路 作 一 下 简略 的 比较 . 有 限 温度 的 理论 
计算 热力 学 势 作为 参数 y 的 函数 , 它 的 T--0 极限 涉及 费 米 分 布 函数 的 积分 , 这 个 
分 布 函数 在 / 处 是 奇异 的 . 在 计算 的 结尾 , 可 以 消去 /而 用 粒子 密度 N/V 代 蔡 它 ， 
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而 4 则 定义 了 相互 作用 基态 的 费 米 能 er. 另 一 方面 , T=0 的 理论 , 从 一 开始 就 考 
虑 固定 的 粒子 数 N, 并 且 算 出 基态 能 量 作为 两 体 势 的 耦合 常数 的 一 个 级 数 . 这 级 数 
中 每 一 项 都 涉及 未 微 扰 的 费 米 分 布 函数 的 积分 , 这 个 分 布 函数 在 未 受 扰 的 费 米 能 处 
Eh 二 [成 /(2m)](3x2N/V)2/ 不 连续 . 

如 果 微 扰 论 提供 相互 作用 系统 的 正确 描述 , 则 有 限 温 度 理 论 的 T=0 极限 , 应 对 
耦合 常数 的 任意 值 给 出 真正 的 基态 . 反之 , 零 温 理 论 只 给 出 从 无 相互 作用 基态 绝热 
发 展 而 得 来 的 哈密 顿 函 数 的 本 征 态 . 对 于 任意 的 系统 , 这 两 条 途径 可 能 会 给 出 不 同 
的 本 征 态 , 这 种 差异 特别 容易 在 有 外 场 时 出 现 . 因此 在 有 外 场 的 情况 , 采用 有 限 温度 
的 零 温 极限 应 是 正确 的 , 而 零 温 理论 给 出 的 结果 可 能 会 不 正确 . 
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1. 在 既 有 粒子 之 间 的 相互 作用 又 有 外 场 的 情况 下 , 证 明 不 相连 的 图 形 与 分 母 
的 因子 正好 相互 抵消 . 写 出 这 种 情况 下 的 图 形 规则 . 

2， 已 知 自 旋 为 1/2 的 费 米 子 处 于 均 习 磁场 BB 中 , 因此 所 受到 的 外 场 作 用 为 
yoe(z) = 一 昌 . oap,o 是 泡 利 (Pauli) 矩阵 . 

(1) 分 别 写 出 用 零 温 格林 函数 9 和 松原 函数 G 表示 磁化 强度 1M = (a) 的 公式 . 

(2) 用 松原 函数 的 戴 森 方程 求 出 磁化 强度 1M, 除 以 外 场 , 就 得 到 磁化 率 Xp. 在 
T 一 0 的 极限 , 得 到 Xp = 3n/(2eF)( 泡 利 顺 磁性 ); 在 全 一 oo 的 极限 , 得 到 xp = 
n/(kBT), 这 是 顺 磁 性 磁化 率 的 居 里 (Curie) 定律 , n 是 粒子 密度 . 

(3) 用 零 温 格林 画 数 的 戴 森 方程 求 出 磁化 强度 MM, 得 到 的 磁化 率 Xp 与 上 面 的 
替 温 极限 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 
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813.1 图 形 的 形式 求 和 与 部 分 求 和 

13.1.1 形式 求 和 与 骨架 图 形 

第 十 章 与 第 十 二 章 已 经 分 别 介绍 了 零 温 格林 函数 与 松原 函数 的 图 形 技 术 . 在 
用 图 形 技术 解决 实际 问题 时 , 凡是 零 温 系统 , 都 用 零 温 格林 温度 , 有 限 温度 的 系统 ， 
则 用 松原 函数 ， 由 于 这 两 种 图 形 技术 是 一 样 的 ,我们 下 面 只 简单 地 提 及 格林 函数 . 
图 形 规则 使 我 们 可 以 写 出 任意 阶 微 扰 图 形 . 在 810.4 中 我 们 已 经 看 到 , 对 于 单 粒子 
线 (代表 无 相互 作用 格林 函数 ) 进行 各 种 可 能 的 修正 之 总 和 就 成 为 代表 粒子 的 双 线 
(代表 有 相互 作用 的 格林 函数 , 见 图 10.14); 在 单 虚线 (代表 两 粒子 间 的 直接 相互 作 
用 ) 中 加 上 各 种 可 能 的 修正 就 成 为 双 虚 线 (代表 已 考虑 到 粒子 效应 之 后 的 有 效 相互 
作用 , 见 图 10.19). 又 由 戴 森 方程 知道 , 如 果 能 求 出 正规 自 能 2*, 就 可 很 容易 地 求 得 
格林 函数 . 我 们 要 对 正规 部 分 作 普 遍 的 图 形 分 析 , 并 从 形式 上 来 一 般 地 讨论 其 图 形 


的 求 和 规律 . 
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(a) (b) 
图 13.1 两 体 相互 作用 的 两 个 一 阶 自 能 图 形 


| 
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图 13.2 对 于 图 13.1(a) 的 粒子 线 做 各 种 修正 


我 们 取 最 低 阶 的 两 个 正规 自 能 图 形 见 图 13.1( 即 图 10.12). 首先 , 对 其 中 的 粒子 
线 加 上 各 种 可 能 的 修正 , 例如 图 13.1(a) 的 修正 见 图 13.2, 各 种 修正 的 总 和 使 代表 粒 
子 的 单线 换 成 双 线 , 见 图 13.3， 其 次 , 对 图 13.1 中 的 相互 作用 线 作 各 种 修正 , 例如 
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图 13.1(a) 的 修正 见 图 13.4, 相当 于 在 相互 作用 线 中 插入 各 种 可 能 的 极 化 图 形 . 所 有 
修正 的 总 和 , 就 是 考虑 了 多 体系 统 全 部 极 化 效应 的 有 效 相互 作用 U, 用 双 虚 线 表示 . 
因此 经 过 这 样 的 修正 , 图 13.1 成 为 图 13.5. 


图 13.3 对 于 图 13.1 中 的 粒子 线 做 各 种 修正 之 后 的 效果 


DO _ 


图 13.4 对 于 图 13.1(a) 的 相互 作用 线 做 各 种 修正 


Ne 
/ 


(a) (b) 
图 13.5 对 于 图 13.1 中 的 相互 作用 线 做 各 种 修正 之 后 的 效果 


NS 


还 有 一 类 修正 图 形 , 它 既 不 能 看 作 是 对 一 条 粒子 线 的 修正 , 也 不 能 看 作 是 对 一 
条 相互 作 线 的 修正 , 见 图 13.6. 可 把 这 样 的 修正 的 总 和 形式 上 写成 对 图 13.1(a) 的 一 
个 角 上 的 修正 , 称 为 顶 角 部 分 . 为 了 更 清楚 地 表达 “ 顶 角 ” 的 含义 , 可 将 图 13.6 的 顶 
角 部 分 加 上 一 根 方向 向 外 的 外 线 , 画 成 如 图 13.7 的 形式 . 可 见 顶 角 部 分 是 指 任何 有 
两 根 粒 子 ( 空 穴 ) 线 和 一 根 相互 作用 线 为 外 线 的 图 形 . 顶 角 部 分 分 成 正规 部 分 与 非 
正规 部 分 两 类 . 凡是 切断 一 根 粒子 ( 空 穴 ) 线 或 一 根 相互 作用 线 就 能 分 成 独立 的 两 
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部 分 的 , 称 为 非 正规 部 分 , 它们 或 者 可 以 归于 对 一 根 粒 子 线 的 修正 , 或 者 可 以 归于 对 
一 根 相 互 作 用 线 的 修正 , 这 已 经 在 图 13.3, 图 13.5 中 被 包括 了 . 所 以 图 13.6, 图 13.7 
中 只 含 正规 顶 角 部 分 . 


上 中 和 十 :内 -人 一 


图 13.6 顶 角 修正 的 各 种 图 形 


图 13.7 项 角 部 分 是 指 任何 有 两 根 粒子 ( 空 穴 ) 线 和 一 根 相互 作用 线 为 外 线 的 图 形 . 
其 中 只 考虑 正规 部 分 


图 13.3, 图 13.5, 图 13.6 的 各 种 修正 可 以 结合 起 来 ， 例 如 将 图 13.3(b) 与 图 
13.5(b) 的 结合 见 图 13.8. 最 后 综合 的 结果 如 图 13.9. 其 中 图 13.9(b) 没有 顶 角 部 分 . 
当 我 们 画 出 正规 自 能 的 各 阶 微 扰 图 形 时 , 发 现 它们 都 可 以 可 归于 图 13.9 的 两 个 图 
形 中 , 因此 得 到 结论 , 在 形式 上 正规 自 能 可 以 用 图 13.9 的 两 个 图 形 来 表示 , 这 里 组 
成 图 形 的 三 个 元 素 是 : 由 粒子 ( 空 穴 ) 线 ; @@ 相 互 作用 线 ; @ 顶 角 . 每 个 元 素 又 分 别 
是 图 形 求 和 的 结果 . 图 13.9 的 两 个 图 形 也 称 骨 架 图 形 . 
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图 13.8 对 于 图 13.3(b) 中 的 粒子 线 做 各 种 修正 
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(a) (b) 


图 13.9 对 于 图 13.1 中 的 粒子 线 和 相互 作用 线 都 做 各 种 修正 , 再 加 上 顶 角 修正 
之 后 的 总 的 效果 . 这 是 正规 自 能 的 两 个 骨架 图 形 


既然 正规 自 能 可 以 只 取 最 低级 图 形 加 上 各 种 修正 后 构成 骨架 图 形 , 那么 相互 作 
用 的 正规 极 化 部 分 也 可 用 类 似 的 办 法 来 建立 骨架 图 形 . 我 们 取 图 10.20 的 最 低级 图 
形 见 图 13.10(a), 并 设想 其 中 一 端 有 一 根 外 线 (相互 作用 线 ), 见 图 13.10(b). 对 顶 角 
加 上 图 13.7 的 各 种 可 能 的 修正 成 为 图 13.10(c), 再 对 两 条 粒子 ( 空 穴 ) 线 作 修正 就 
得 到 图 13.10(d). 如 果 我 们 写 出 图 10.20 的 1* 的 各 阶 微 扰 图 形 , 可 发 现 它们 都 已 被 
包含 在 图 13.10(d) 中 , 结论 , 图 13.10(d) 就 是 正规 极 化 部 分 的 骨架 图 形 . 极 化 部 分 只 
有 一 个 骨架 图 形 . 


0080-8 


图 13.10 对 于 最 低级 的 正规 极 化 部 分 (a) 的 粒子 线 和 顶 角 加 上 各 种 修正 之 后 ， 
就 成 为 正规 极 化 部 分 (d) 


综 上 所 述 , 一 旦 按 某 种 方式 或 者 在 某 种 近似 下 计算 了 图 13.7 右 方 的 级 数 , 我 们 
就 有 了 一 套 由 自 能 部 分 的 两 个 骨架 图 形 和 极 化 部 分 的 一 个 骨架 图 形 组 成 的 自行 封 
闭 的 计算 格林 函数 的 方程 . 但 仍然 存在 的 问题 是 , 图 13.7 的 一 系列 图 形 本 身 又 包含 
了 对 粒子 线 与 相互 作用 线 的 各 种 修正 , 如 果 硬 要 把 它们 再 分 类 成 骨架 图 形 的 话 , 则 
这 样 的 骨架 图 形 有 无 穷 多 个 .这 是 造成 我 们 不 能 完全 精确 地 求 出 格林 函数 的 基本 
原因 . 


13.1.2” 极 化 格林 函数 
正规 极 化 部 分 除了 可 用 图 13.10(d) 的 骨架 图 形 表 示 之 外 , 它 还 是 一 种 特殊 的 二 
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粒子 格林 函数 . 下 面 先 简单 介绍 双 粒 子 格林 函数 的 图 形 表 示 . 以 零 温 时 的 费 米 子 系 
为 例 , 双 粒 子 格林 函数 的 定义 为 
ga(zZlz2i74,Z3) = (i (WpR IT ya zi) wba (ra) ph (ra) (ra) |) (13.1.1) 


它 代 表 在 ts 时 刻 于 zs 点 引入 一 个 粒子 、ta 时 刻 在 xz4 点 又 引入 一 个 粒子 之 后 , 它 
们 分 别 出 现在 zi1 二 (21,t1) 和 72=(22, t2) 的 概率 幅 . 单 粒子 格林 函数 g(71,72) 代表 
一 个 粒子 在 传播 过 程 中 , 与 NN 粒子 的 系统 (媒质 ) 间 可 能 发 生 的 一 切 散射 图 形 之 总 
和 . 与 此 相 类 似 , 双 粒 子 格 林 函 数 代 表 当 系统 中 加 入 两 个 粒子 后 , 这 两 个 粒子 在 传播 
过 程 中 的 一 切 散射 图 形 之 和 . 这 包括 它们 各 自 与 媒质 的 作用 , 它们 之 间 的 直接 作用 
与 它们 通过 媒质 的 间接 相互 作用 . 


由 


图 13.11 与 , 轨 > 4,ts 时 一 对 粒子 的 传播 过 程 中 受到 的 各 种 修正 


图 13.12 当 妇 ,ta > t3,t2 时 一 对 粒子 的 传播 过 程 中 受到 的 各 种 修正 
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当 厂 , 妇 > ta,ta 时 , 代表 一 对 粒子 的 传播 , 见 图 13.11. 当 人 ,ta > ts,t2 时 , 代表 
粒子 - 空 从 对 的 传播 , 见 图 13.12. 注意 其 中 有 传播 的 粒子 - 空 穴 对 泽 没 然后 再 产生 
的 效应 , 而 图 13.11 则 没有 这 样 的 图 形 . 一 般 来 说 , 在 费 米 系统 中 , 可 将 与 粒子 线 方 
向 相反 的 线 称 为 空 穴 线 . 

现在 看 粒子 - 空 穴 双 粒 子 格林 函数 的 一 种 特殊 情况 , 即 在 如 < ts,ti > ts 条 件 
下 , 令 zi = z4, 22 = za, 但 使 万 一 tt, ts 一 t2, 就 得 到 


D(z1,72) = (一 (0 (zt yr) yt (zt) (2)}Y) 


= (waIT{p(z1)p(22)} 9) (13.1.2) 
这 就 是 密度 格林 函数 的 定义 , 其 中 p(z) 是 粒子 密度 算 符 , 它 满足 关系 式 
p(z) = Yi (x) 7) = [Vi(z)w(z)lt = pt(z) (13.1.3) 


D(z1,72) 函数 (注意 , 这 儿 的 符号 与 声 子 格林 函数 恰好 相 重 了 ) 描述 在 点 zy 产生 密 
度 扰动 并 传播 到 zl 的 过 程 , 因此 也 称 为 密度 涨 落 格林 函数 或 密度 关联 函数 .D 的 图 
形 表示 , 可 令 图 13.12 中 的 zi 与 za 重合 ,zs 与 za 重合 而 得 到 . 它们 代表 在 z2 点 
产生 电子 - 空 穴 时 , 传播 到 zi 时 又 漆 没 掉 的 一 切 过 程 , 见 图 13.13. 从 图 形 上 可 以 看 
出 , 它 正 好 就 是 极 化 部 分 五 . 在 空间 的 均匀 情况 下 , 它 的 傅 里 叶 分 量 


oO RR LA 


2 
4 9 0 0 


图 13.13 极 化 部 分 就 是 密度 格林 函数 


十 


十 
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在 9.3.2 节 中 曾 提 到 , 密度 格林 函数 的 极点 代表 了 系统 的 集体 激发 . 我们 这 儿 
再 把 密度 格林 函数 的 作用 氢 述 如 下 : @ 密 度 涨 落 格林 函数 反映 系统 的 集体 行为 , 如 
等 离子 体 振荡 、 声 波 等 ;@ 费 米子 系统 的 极 化 部 分 页 (9) 所 导致 的 相互 作用 的 修正 ， 
应 当 是 计 及 系统 集体 效应 的 结果 ;@ 密度 格林 函数 (13.1.4) 的 奇 点 , 决定 密度 涨 落 所 
引起 的 集体 激发 型 准 粒 子 的 能 谱 和 寿命 . 


13.1.3 图形 的 部 分 求 和 


图 形 技术 的 基础 是 微 扰 展 开 . 由 于 展开 级 数 是 无 穷 的 , 所 以 有 时 “ 微 扰 ” 较 强 
时 , 这 种 方法 也 能 奏效 . 尽管 如 此 , 在 多 粒子 系统 的 问题 中 , 微 扰 方 法 还 是 经 常 失效 . 
这 不 仅 是 因为 当 粒 子 间 的 相互 作用 较 强 时 , 微 扰 级 数 收敛 很 慢 , 而 且 在 某 些 特定 的 
重要 情况 下 , 例如 在 有 长 程 库仑 力作 用 的 高 密度 电子 气体 情况 下 , 各 阶 微 扰 经 常 出 
现 发 散 ， 又 如 在 有 短程 相互 作用 的 情况 ( 刚 球 型 气体 ) 下 , 由 于 相互 作用 势 有 奇异 
性 , 每 一 个 微 扰 项 都 是 无 穷 大 . 遇 到 这 类 情况 , 我 们 只 取 微 扰 级 数 中 起 主要 贡献 的 
项 , 也 就 是 对 部 分 图 形 进行 求 和 . 

格林 函数 的 图 形 微 扰 技术 , 能 帮助 我 们 较 方便 地 进行 各 种 方式 的 部 分 求 和 . 这 
可 把 各 阶 费 轧 曼 图 形 列 出 来 , 根据 实际 问题 的 物理 条 件 , 对 图 形 作 数 量 级 的 估计 , 从 
而 认定 其 中 一 类 图 形 有 最 主要 的 贡献 , 其 他 图 形 的 贡献 相 比 之 下 都 是 小 量 , 可 以 略 
去 . 一 般 说 来 , 所 选取 的 是 全 体 费 恩 曼 图 中 的 一 个 无 穷 子 序列 . 这 有 两 种 情况 . 一 种 
是 其 中 每 一 项 都 是 有 限 的 , 这 可 能 是 按照 小 参量 展开 的 , 并 且 是 很 快 收敛 的 . 这 时 可 
进行 级 数 求 和 , 或 者 只 需 少 数 项 就 已 足够 . 另 一 类 情况 是 级 数 中 的 每 一 项 是 发 散 的 . 
上 上面 刚 刚 提 到 高 密度 电子 气 与 刚 球 型 气体 都 有 发 散 . 我 们 选择 其 中 主要 贡献 的 话 ， 
选 出 来 的 必然 是 发 散 的 项 , 但 对 于 级 数 求 和 的 结果 则 是 收敛 的 . 这 在 数字 上 是 不 合 
常规 的 . 例如 请 看 |q| < 1 时 下 列 级 数 的 求 和 

1 1 1 1 1 1 1 
rr 1 0 

数学 上 , 计算 这 一 级 数 就 是 求 它 的 收敛 极限 . 在 |q| > 1 时 , 收敛 极限 是 唯一 的 . 在 
lq| < 1 时 , 数学 上 的 收敛 极限 不 是 唯一 的 , 而 是 与 所 选择 的 收敛 路 径 有 关 . (13.1.5) 
式 的 求 和 结果 实际 上 是 选择 了 其 中 一 种 收敛 路 径 , 这 是 仅 凭 直觉 就 能 找到 的 一 条 收 
敛 路 径 . 在 物理 上 可 能 会 碰 到 |q| < 1 而 必须 求 和 的 问题 , 这 时 仍 按 直觉 上 的 一 条 收 
敛 路 径 给 以 形式 上 的 求 和 . 特别 当 4 一 0 时 , 每 一 项 都 是 发 散 的 , 而 且 阶 数 越 高 的 项 
发 散 越 厉害 , 但 求 和 的 结果 是 收敛 的 , 按照 这 种 方法 得 到 结果 有 可 能 还 是 符合 物理 
实际 的 . 物理 学 中 有 些 发 散 的 困难 就 是 靠 这 种 方法 来 消除 的 . 这 其 中 一 定 有 着 深刻 
的 物理 上 与 数学 上 的 意义 , 还 有 待 进一步 探讨 . 本 章 的 任务 是 会 利用 这 种 方法 即 可 . 

对 于 各 种 情况 的 图 形 的 仔细 分 析 , 可 参阅 文献 1. 我 们 在 下 面 只 介绍 三 种 常用 
的 部 分 图 形 求 和 的 方法 . 
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813.2 目 治 哈 特 里 - 福 克 近 似 方法 


13.2.1 自 洽 哈 特 里 一 福 克 近 似 方法 
这 一 近似 方法 是 针对 粒子 之 间 的 两 体 相互 作用 来 说 的 . 


=35 | dra (a)h (eV -yale Yale) (13.2.1) 
apb 


此 处 为 简单 起 见 , 设 两 体 相互 作用 与 自 旋 无 关 . 存在 外 场 时 不 影响 对 问题 的 讨论 . 

在 选择 格林 函数 的 正规 自 能 时 ， 只 选择 一 阶 图 形 (图 10.12), 然后 在 其 中 的 单 
粒子 线 上 加 以 各 种 可 能 的 修正 , 使 之 成 为 完全 的 粒子 线 ， 格 林 函 数 的 方程 就 是 图 
13.14. 这 样 , 只 有 用 正规 自 能 才 可 求 得 格林 函数 , 但 正规 自 能 本 身 又 含有 格林 函数 ， 
这 就 需要 自治 求解 
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(a) (b) 
图 13.14 自治 哈 特 里 - 福 克 近 似 就 是 在 正规 自 能 的 一 阶 图 形 中 对 于 粒子 线 做 完全 的 修正 


现在 较 详 细 地 叙述 一 下 引入 图 13.14(a) 的 过 程 . 首先 , 在 独立 粒子 模型 的 基础 
上 , 考虑 外 加 粒子 在 N 个 背景 粒子 的 平均 值 中 运动 , 这 就 是 先 从 最 低 阶 近似 算出 
Zr0) 作为 2* 的 一 级 近似 , 见 图 13.15, 代入 图 13.14(b) 算出 近似 的 g. 第 二 步 是 用 
这 个 近似 的 9 代替 图 13.15 右 端 两 个 一 阶 自 能 图 形 中 的 粒子 线 , 如 图 13.14(a) 中 那 
样 , 定 出 精确 一 些 的 2*, 再 算 9. 依次 反复 循环 , 就 包括 了 图 13.16 的 图 形 序 列 的 求 


和 |. 
Ge 


图 13.15 一 阶 近 似 的 图 形 


在 作 第 一 步 图 13.15 的 近似 时 忽略 了 背景 粒子 之 间 的 相互 作用 , 事实 上 每 一 个 
背景 粒子 又 是 在 其 他 粒子 的 平均 场 中 运动 , 因此 需要 反复 迭代 ， 直至 前 后 两 次 计算 
的 如 (或 9) 一 致 为 止 . 这 种 建立 在 最 低 阶 正规 自 能 图 形 上 的 自治 计算 方法 , 称 为 
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自治 哈 特 里 - 福 克 (Self-consistent Hartree-Fock, SCHF) 方法 . 而 停留 于 第 一 步 , 仅 
按 图 13.15 的 两 个 图 形 作 计 算 , 就 是 简单 的 哈 特 里 - 福 克 (HF) 近似 (没有 作 自 洽 计 
算 ). 这 两 者 的 区 别 见 图 13.17.HF 近似 只 是 低 阶 近似 , 而 SCHF 近似 则 包括 了 部 分 
求 和 至 无 穷 阶 的 自 能 图 形 . 


\ 
SSCHF = 十 = 十 人 十 风 


图 13.17 哈 特 里 - 福 克 近 似 9 ”和 自 洽 哈 特 里 - 福 克 近 似 gsCHT 的 区 别 


两 体 相互 作用 是 瞬时 相互 作用 . 自 洽 哈 特 里 - 福 克 方 法 未 包含 对 相互 作用 线 的 
修正 , 如 图 13.18(a) 这 样 的 图 形 , 因此 不 能 考虑 相互 作用 的 多 次 散射 效应 与 滞后 效 
应 . 在 相互 作用 特别 强 的 情况 下 , 如 高 密度 电子 气 、 相 斥 刚 球 模型 等 , 自 洽 哈 特 里 - 
福 克 近 似 不 适用, 因为 相互 作用 不 经 过 修正 会 有 发 散 的 问题 . 但 如 图 13.18(b) 这 样 
的 图 形 可 看 作为 粒子 线 的 修正 , 所 以 凡是 粒子 线 的 各 种 可 能 的 修正 都 已 被 包含 在 内 


Ts 


(a) (b) 
图 13.18 对 于 一 阶 图 形 的 相互 作用 线 的 修正 
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上 述 分 析 在 有 外 场 存 在 时 也 适用 . 

由 于 松原 函数 的 图 形 与 零 温 格林 函数 的 图 形 完全 一 样 , 所 以 上 述 分 析 对 松原 函 
数 完全 适用 . 区 别 在 于 二 者 的 表达 式 不 同 , 零 温 格林 函数 适用 于 费 米 系统 ; 而 松原 函 
数 对 于 除 发 生 了 凝聚 的 玻 色 子 系 外 , 对 一 切 有 限 温 度 的 系统 都 适用 . 下 面 分 别 讨论 . 
13.2.2” 零 温 情形 


设 有 一 费 米 子 系 受到 外 场 作用 . 外 场 Ye*(z) 是 恒定 的 , 且 与 自 旋 无 关 . 哈密 顿 量 
为 
H=Ho+Hi (13.2.2) 
2 
Ho = / dzwyt (2) - 


2m 
其 中 Hi 见 (13.2.1) 式 . 
此 时 的 戴 森 方程 具有 如 下 形式 ( 见 (10.4.13)): 


V2 +VYe(z)| ye(z) (13.2.3) 


1 
g(z,7') = go (x, xz’) + 下 smidrsign s,s) "(e124)g(eh, (13.2.4) 


对 于 图 13.14(a) 的 一 级 正规 自 能 图 形 按 前 述 的 费 思 曼 规则 写 出 其 解析 表达 式 , 可 以 
得 到 , 对 于 自 旋 为 5 的 费 米 子 系 , 在 SCHF 近似 下 , 有 


Db*(z1, 21 ) =—i6(t1 = t1)l6(z1 = 7'1)(25 十 1) f arg9(wata, watd Ve = 22) 


一 Y(zZ1 一 x'1)g(ziti, vitt )] 
(13.2.5) 
其 中 (23S+1) 因子 来 源 于 对 闭合 回 线 的 自 旋 求 和 , 此 外 我 们 忽略 了 所 有 自 旋 下 标 . 我 
们 没有 按照 (10.3.10) 那样 直接 写 出 动量 空间 的 一 级 正规 自 能 的 表达 式 , 是 因为 现 
在 存在 外 场 , 空间 非 均匀 ,9 与 2* 已 不 是 坐标 差 的 函数 . 但 由 于 互 不 含 时 间 , 它们 
仍 是 时 间 差 的 函数 , 我 们 可 对 时 间作 健 里 叶 变 换 得 到 频率 函数 . 


g(zt, zt ) = Ge (13.2.6) 
g" (zt, zt) = /ee (13.2.7) 
D* (wt, rt) = D(x — 2 )6(t—t)= 元 ae (13.2.8) 
将 (13.2.4,6) 式 按 此 作 傅 里 叶 变换 后 得 到 


G(zc'iw) = GO(zz'iw) 十 二 aaaiGtle 0150) 7" (m1 0) Goh, of;) 
(13.2.9) 
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DP*(21, 21) = —i(2S +1)5(z1 一 z0 /amvfe 一 Z2) 1 Fee! G(w2, 22;0) 
二 +iV(z1 一 1) | Be" Gen 04;0) (13.2.10) 
此 处 与 w 无 关 , 这 是 因为 2* 只 选择 了 瞬时 相互 作用 部 分 , 而 对 相互 作用 线 的 
修正 没有 考虑 进去 , 即 SCHF 近似 忽略 了 所 有 来 自 极 化 部 分 的 推迟 相互 作用 . 这 一 
特点 , 对 确定 有 外 场 时 G(z, 2';w) 的 形式 解 带 来 方便 . 


先 讨论 外 场 中 的 自由 粒子 格林 函数 G?(z, z'iw). 设 粒 子 间 无 相互 作用 时 , 单个 
粒子 的 本 征 方 程 为 


2 
hopy(z) = 世 十 ml 2y(z) = ejpi (2) (13.2.11) 
其 中 定义 了 单 粒子 算 符 ho. 单 粒子 本 征 态 9(z) 构成 一 组 正 交 完 备 集 . 若 2y(z) 和 
引 都 已 解 出 , 则 可 用 来 求 得 GO(z, z';w). 先 建立 场 算 符 ， 
hr(z) = > oj 网 (ceo 村 (z) = 2 六 (aeiet 
了 


则 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 为 

igo(zz) = (BolT [pr(z) Wt (2)]| go) 
= 0(t—t)(Bolwr(z) Wi (2)| Bo) — Olt —t)( Dol (x) (2)| Bo) 
0 “(2)e /Nt —t)( Golayal Bo) — 0(t —t)( Bolatay| Bo)] 


王 -De PI(w) p(w)e et)/R(t — t)0(e? — ed) — Olt —t)(0(ed — 9)] 


对 时 间作 传 里 叶 变 换 , 可 得 到 


j0(e0 — ed) hib(ed 一 ed) 
0 Sa DY 13.2.12 
G0(z,z';w) So (2’) rE (13.2.12) 


(13.2.9)~(13.2.12) 构成 了 循环 解 G 与 5* 的 方程. 这 是 一 组 自治 解 格林 函数 G 的 
几 合 方程 
然而 解 出 具体 的 G 还 是 比较 困难 的 , 我 们 可 以 进一步 猜测 一 下 G 的 形式 , 以 
使 运算 操作 更 为 方便 . 根据 5* 与 w 无 关 的 特点 , 认为 G 与 G0 应 有 相似 的 谱 结 构 
因此 
Ge) = Dviri le 由 a 


二 
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即 用 有 相互 作用 的 本 征 谱 ( 待 求 ) 来 代替 (13.2.12) 中 无 相互 作用 的 本 征 谱 即 可 . 注意 ， 
有 了 相互 作用 后 , 费 米 能 级 有 移动 . 现在 计 及 相互 作用 后 的 “ 单 粒子 波 函数 "pi(z) 
构成 一 套 新 的 正 交 完备 集 , sj 为 本 征 能 量 .(13.2.13) 说 明 计 入 相互 作用 后 准 粒子 是 
独立 的 , 相互 作用 的 效果 仅仅 改变 了 “ 单 粒子 ”能 谱 和 波 函 数 . 这 是 由 于 忽略 了 极 化 
部 分 的 结果 , 因此 G(z, z'iw) 与 Go(z, zx';w) 的 形式 相同 , 这 是 SCHF 近似 的 特点 . 

只 要 找 出 p;(z) 所 满足 的 方程 , 从 而 确定 pj 与 sj, 就 得 到 了 格林 函数 G', 将 
(13.2.13) 代入 (13.2.10), 并 沿 w 的 上 半 复 平面 作 回 路 积分 , 可 得 


2 (zl1,Z1) =(2S 十 1)6(z1 一 zj azv( (zl1 一 2 ) |p; (x)|20(er — e)) 
j 


—V(z1 — 21) > oj(zi)p;(zi)b(eF ~ ej) (13.2.14) 
了 
(13.2.9) 和 (13.2.14) 构成 了 由 p39 来 求 出 p; 的 非 线性 积分 方程 式 . 这 个 方程 其 实 就 
是 量子 力学 课程 中 讲 过 的 HF 自 洽 场 方程 组 . 下 面具 体 来 证 明 这 一 点 . 
定义 算 符 , 
a Ev? = (13.2.15) 
现在 将 Ls 作用 于 Ga(z, zx';w) (13.2.12) 有 
JaG0(z,z'iw) = 区 十 一 GO(z,z'iw) 
(9 — 0) hb(ep — e9) 
-本 


= -ee (z)95 = fb(z — 7’) (13.2.16) 
再 将 Ls 作用 于 (13.2.9), 立即 可 得 
7ZzG(zziw) = f(z — 7 )+ f avis, T1)G(T1, 2'; w) (13.2.17) 
在 上 式 中 代入 Ls 和 G 的 具体 表示 式 (13.2.15),(13.2.13): 
tv | to) [= ee 二 二 ， 


sj 二 io+ fiw—e;—i0+t 
网 A fo(e; = EF) 万 0(EF 二 1) ww 
/ao 2 和 Hoe -ior| = (we — 2) 


将 此 式 两 边 乘 以 pi(z') 并 对 z' 积分 , 按 正 交 归 一 的 条 件 便 得 到 pi(z) 满足 的 方程 : 


2 
车 十 mo| OZ) 十 /anime T1)P1(T1) 一 epi (x) (13.2.18) 
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其 中 正规 自 能 2* 由 (13.2.14) 决定 . 它 由 两 项 组 成 . 一 项 是 正比 于 粒子 密度 的 直接 
项 ， 男 一 项 是 交换 项 , 它 起 着 一 个 静态 非 局 域 场 的 作用 . 把 (13.2.14) 代入 , 就 得 到 
HF 自治 方程 : 


2 
EE ve(e) Ji) + / deiV (2 — 1) lp;(w)P(25 + 1)o(er ~ ej)pr(z) 


J 


一 jar 一 21) > OZz1)p7(Z1)0(EF 一 sj)pj(z) = erpi(z) (13.2.19) 


现在 根据 前 面 的 公式 来 计算 系统 的 总 能 量 . 
E= 5(25 十 1) fs] a0 Jim 区 一 丰 十 9 CG(z, ziw) 
三 5(25 十 D far {Ee sim [hwGle, 0)- /de1 5° (2, 2)G(e1, 0) 


其 中 用 到 (13.2.17) 式 . 先 令 x 关 w' 所 以 算 符 Do 作用 后 的 6 函数 项 为 零 . 现在 对 ww 
积分 . 可 得 到 


了 = 28+1) /dr lm pi (2) p(w)ey 
3 Fe) oe =o) 


= (2S5 十 D> cigep 一 cj)-5(28 十 1) drdz1》, DL, TPI(T1) PI (LT) (er 一 sj) 
, (13.2.20) 


此 结果 也 可 以 不 用 (13.2.17) 式 而 用 (13.2.18) 式 得 到 . 这 个 表示 式 的 第 一 项 是 所 有 
被 占据 态 粒 子 的 能 量 之 和 . 由 于 每 个 粒子 的 sj 包括 了 该 粒子 与 所 有 其 他 粒子 的 相 
互 作用 能 , 因此 粒子 间 的 相互 作用 能 被 计算 了 两 次 , 第 二 项 就 是 减 去 一 个 总 的 相互 
作用 能 . 再 用 正规 自 能 的 表达 式 (13.2.14) 代入 , 即 得 


已 =(29S+1D ejb(ep -oj)- 5(25 +Dy gr 一 cj)gler 一 el) 


也 07 


x /aaamyte — £1)[(2S + Dlp;(oP lp (zl — py(z)pr (wi) P(r)p; (21)] 
(13.2.21) 
粒子 数 密度 
n(x)= (2S + 1)(%8 wi (zr) wa (rz) We) = —i(25 + 1)g(zt, t+) 


= -is + / Ee" Gs;0) = 08 +1) lps(o) Poler -6) 


(13.2.22) 
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如 果 无 外 场 的 话 , 情况 都 特别 简单 了 . 一 方面 (13.2.11) 的 解 就 是 平面 波 , 另 一 
方面 , 由 于 空间 均匀 性 ,G 与 2* 都 是 坐标 差 > -z' 的 函数 . 容易 验证 一 级 正规 自 能 
2*( 已 经 满 自治 的 要 求 , 无 须 作 第 二 次 迭代 . 单 粒子 能 量 为 


ep et (13.2.23) 


13.2.3 有限 温度 情形 


这 时 应 用 松原 函数 , 它 对 没有 发 生 凝 聚 的 一 切 平衡 态 系统 都 适用 . 现在 哈密 顿 
量 Fo 应 由 (13.2.3) 改 为 


2 
Ho = 人 dzwl (z) -六 一 此 十 ro au(z) (13.2.24) 
现在 对 图 形 的 分 析 与 零 温 情况 完全 相同 , 也 是 图 13.14~ 图 13.17. 有 区 别 的 地 方 是 ， 
现在 对 虚 时 间 应 用 分 立 频 率 值 的 傅 里 叶 变换 . 


a 1 —iwn(T—7’) 1， 
CG(z,T;Z ,T ) = 项 2 : G(Z, T'; wn) (13.2.25) 


2 (PTiZ AT ) = 款 > eion(T—7) BD* (pp, 2; wn) (13.2.26) 
针对 图 13.14 可 写 出 一 组 方程 参看 (13.2.9),(13.2.10)]. 


1 
G(Z, 2'; wn) = GY (¥, 2'; wn) 朱宇 


% | dias ww) 5 (e128)G (why wn) 


(13.2.27) 
i [ieav Ge 轩 ma) 款 5 
1 有 
-Vlw1 一 2) 巩 2 D1; wm) = DF* (21, 11) 
(13.2.28) 
正规 自 能 (zw1,z21') 与 频率 无 关 . 


未 微 扰 的 松原 函数 G? 可 用 (13.2.11) 式 ho 的 正 交 归 一 本 征 函 数 p32(z) 展开 . 
这 时 的 场 算 符 为 


WI (x) ajp? (zje(e3 一 AT a (x) = SD aip0 (x)e (9A)r7/h 
5 


仿照 (13.2.12) 的 推导 
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Go(z， 2/) | 2O7(Z )e— 3- —7 /OU7 a 7')(ayal) 十 9I0(T 一 7) (atay)] 
三 入 3 Pw) PY (x )e (37 /G(r — 7 1+ nf_n(e? — 1)] 
+ n0(7’ — 7)f-n(e? — 0/)} 2 


此 式 可 与 (11.3.28) 比较 , 那儿 因为 不 考虑 外 场 , oj(z) 就 是 平面 波 . 对 虚 时 间作 傅 
里 叶 变换 , 易 得 。 

全 > Se (13.2.30) 
完全 类 似 于 零 温情 形 , 由 于 3* 与 w 无 关 , 我 们 假定 G 与 G9 有 完全 相同 的 形式 . 


ce un) = | (13.2.31) 
sj 与 pi(z) 是 有 相互 作用 的 “ 单 粒子 ” 本 征 能 级 与 本 征 能 谱 , 待 求 . 将 (13.2.31) 代 
入 (13.2.28), 对 频率 求 和 得 


ro) =(28+Dilel — «1) /aarle — 2) les(a)f se; —) 


了 


tn Vwi — zh)py (v1)p) (m1)f -ne; —h) (13.2.32) 


此 式 可 与 (13.2.14) 相 比 较 .(13.2.27),(13.2.32) 构成 了 用 yp9 来 求 出 p; 的 非 线性 积分 
方程 组 . 同样 可 证 明 它 就 是 HF 自治 场 方程 . 
定义 算 符 
Ls = ifiwn + eV 十 由 一 Ye(z) (13.2.33) 


下 面 仿照 (13.2.15-18) 的 步骤 运作 , 易 得 wj; 满足 的 方程 为 
2 
世 十 ve(e) Pr(z) 十 / dz15* (x, 1)p1(z1) = cipl(z) (13.2.34) 


此 式 形式 上 与 (13.2.18) 同 , 差别 在 于 这 儿 的 2* 显 含 温度 了 与 化 学 势必 见 (13.2.32)， 
接着 将 (13.2.32) 的 2* 代入 , 容易 得 到 自治 方程 : 


2 
世 5 9] Pi(D) 十 | dziV(z — £21) 》 |pj(zijl2(28 + 1)f_n(e; — pH)p1(z) 


了 


7 /am — £1) > Piz1)p} (zi1)f ne; 一 Apj(z) = erpi(z) (13.2.35) 


了 
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此 式 可 与 (13.2.19) 相 比较 , 也 可 与 (11.2.6) 式 相 对 照 . 
现在 计算 系统 的 总 能 量 , 仍 仿照 (13.2.20) 的 做 法 , 可 得 


E(T, V, 1) 


a : 1 iwn0+ 1 : 7 2 e /1 
一 7(29 十 1) [in, 页 2 3 i 一 十 Ye(Z) 十 HG(z ziwn) 


= (2S +1) 2 ef -nes —H) 
J 
525+1) /aaaz 5p;(8) 5 (w, 0)ps(e) fale (13.2.36) 
这 两 项 的 物理 意义 见 (13.2.20) 下 面 的 讨论 . 将 (13.2.32) 代入 
E(T, V, 1) =(2S + 1) 2 fn = >(25 +1) 2 a — Wf-n(e;— HK) 


draev (eel(2s+ Dopo lp (zr IF -9} (2)9 (zi) P(r)p; (v1) 


(13.2.37) 
粒子 数 密度 也 可 仿照 (13.2.22) 式 算出 为 
n(x) = (25+1) 2, pi(z) | fn(ei; 一 站 (13.2.38) 
如 果 无 外 场 , 单 粒子 的 能 量 为 
ep = EQ + D2*(D(k) (13.2.39) 


上 述 所 有 公式 的 物理 意义 都 与 零 温 情况 的 相同 , 只 是 这 儿 的 量 (主要 是 通过 正 
规 自 能 ") 都 是 温度 7 与 化 学 势 / 的 函数 这 个 依赖 关系 实际 上 就 是 体现 在 分 布 
画 数 f-n(e; 一 由 5567- 条 一 中 的 . 由 于 上 述 公式 者 不 全 时间 ( 虚 时 间 )， 因 此 
对 费 米子 系统 来 说 , 当 了 0 时 , 有 限 温度 的 公式 应 自然 成 为 零 混 公式 . 事实 上 正 
是 如 此 , 当 了 一 0 时 ,所 (ej 一 有 一 (jej), 这 时 将 上 述 公式 中 的 六 (cj 各 都 代 之 以 
9(1-sj) 的 确 回 到 了 零 温 公式 . 


813.3 ”环形 图 近似 


13.3.1 高 密度 电子 气 


前 一 节 讲 述 的 SCHF 近似 方法 适用 于 电子 系统 的 密度 不 太 高 的 情况 . 对 于 高 
密度 电子 系统 , 这 一 方法 失效 . 这 时 必须 采用 环形 图 近似 . 高 密度 电子 气 是 从 金属 中 
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A ee 
电子 气 抽象 出 来 的 一 个 理想 模型 . 排列 在 点 阵 格 点 上 的 正 离子 , 近似 地 看 作 是 均匀 
抹 平 了 的 、 不 动 的 正 电荷 背景 , 数量 相同 的 电子 则 在 此 正 电 荷 背景 中 运动 , 整个 系 
统 呈 电 中 性 . 这 一 图 像 被 认为 好 像 凝 胶 (jellium) 一 样 ， 因而 这 一 模型 被 称 为 凝 胶 模 
型 ， 


系统 的 总 哈密 顿 量 为 
H= Het Hy+ Hop (13.3.1) 


其 中 
Ha = 2 k)Ci CR + > 2 V(q)Ch, HCL Cu Ck, (13.3.2) 
kik2q 
是 电子 的 动能 e?(k)=h2k?/(2m) 与 相互 作用 势能 .Hi 是 均匀 正 电荷 背景 的 相互 作用 
势能 .Heb 则 是 电子 气 与 正 电荷 背景 之 间 的 相互 作用 能 . 计算 表明 ( 见 附录 B),(13.3.2) 
中 4 =0 的 项 与 Hs 的 数值 相同 , 而 且 都 是 正 号 ,Hoib 则 是 瑟 的 两 倍 , 但 为 负 号 . 因 
此 有 


0) 》 CL Cl CCn + Ho + Hap =0 (13.3.3) 
klik 
从 而 总 哈密 顿 量 只 剩 下 
H= 2 (k)Ci CR 十 3 2 V(q)ot ct ,CkaCk, (13.3.4) 
kik2q@#0 


现在 考虑 的 是 电子 之 间 的 库仑 作用 力 , 于 是 相互 作用 势 的 健 里 叶 分 量 为 


V(g) = ee (13.3.5) 


现在 讨论 “高 密度 ”的 物理 含义 . 高 密度 是 指 电子 间距 离 ro 比 玻 尔 半径 a0= 
4neo 避 /(2me?) 小 很 多 的 情况 : ro 和 ao. 如 果 引 入 无 量 纲 参数 7,: 


70 一 7sQ0 (13.3.6) 
则 高 密度 的 条 件 指 
ee a AS 
平均 每 个 电子 所 占 的 体积 为 万 = 5m 因此 mm = on ( 和) 。( 安 ) 又 由 


1/3 
费 米 波 矢 kp 的 定义 , 有 N/V = 肆 /(37). 得 到 六 = (9x) ”二 因此 高 密度 也 
可 表示 为 费 米 波 矢 应 满足 下 列 条 件 ， 


kpao > 1 (13.3.8) 
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容易 估计 高 密度 电子 气 中 势能 与 动能 之 比 .平均 每 个 电子 的 动能 为 Ek ~ 记 k2/2m,， 
势能 为 By ~ e2?/(4neorsao). 两 者 之 比 Ev /Ek ~1/[(krao)?2rs]=(4/9n)?/3rs < 1. 这 
相当 于 弱 相 互 作用 条 件 . 原则 上 说 , 微 扰 展 开 是 完全 适用 的 , 可 以 把 e2/eo, 作为 小 
参量 来 做 微 扰 展开 . 我 们 希望 挑选 出 合适 的 部 分 图 形 进行 求 和 , 计算 得 到 与 实际 情 
况 相 符合 的 结果 . 

13.3.2” 零 温 理 论 


根据 13.1.3 节 所 讲 的 思路 , 我 们 要 对 低 阶 微 扰 图 形 作 分 析 , 挑选 出 主要 贡献 的 
图 形 , 忽略 掉 相 对 小 量 项 . 应 注意 到 (13.3.4) 式 中 不 含 g=0 的 项 , 因此 各 阶 微 扰 图 
形 中 含有 VV(0) 相互 作用 线 的 图 都 不 用 考虑 , 或 者 说 , 含有 一 根 粒 子 线 自身 闭合 的 图 
形 都 不 用 考虑 . 这 样 , 从 图 10.12, 图 10.13 可 看 到 , 正规 自 能 的 一 阶 图 形 只 剩 一 个 ， 
二 阶 图 形 只 剩 三 个 , 见 图 13.19. 


pg AI k-q ~ \、 

~ q { ~ 、、 \ \ 

\ \ k— \ 
tl Yk | 9 ip 

/ i kp-g ’ 1 

’ p PA ‘ 

一 太 _ 万 到 “ Ph 

k-q 
51) 0) BO pe 


图 13.19 库仑 相互 作用 电子 气 不 为 零 的 一 阶 和 二 阶 图 形 
一 阶 图 形 的 2*(k) 容易 直接 计算 出 来 . 


5D*(V(k) = 一 / vt — k')O(kr — k’) (13.3.9) 
见 (10.4.12) 式 , 这 已 是 对 频率 作 积 分 后 的 结果 . 将 (13.3.5) 式 代 入 
e2 ,0(kp — k') 
BO 


7)3 

e2 kr Pe 2 nt d0 
a0(27)3e0k 人 8 人 和 — 2kk’ co86 

e2 


kp —k?, |ke+k 

/ F 下 

(2n)3eok | ma |- 加 -1 Te @ 因 2kkF 时 ke 一 |) 
(13.3.10) 


这 是 一 个 有 限量 . 对 于 目前 的 物理 系统 , 我 们 可 以 如 下 来 佑 计 正 规 自 能 的 积分 是 否 
0 对 于 2*(D(k), 按照 图 形 规则 写 出 其 表达 式 如 下 : 
1 


二 er) (k) = (2 )4 


/ dtp EV(k — k')iGO(k’)eiroo™ (13.3.11) 
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Y(g) cx1/9 由 于 G (9go) 中 有 0(kep - 9g) 的 限制 , 对 q 的 积分 在 一 个 有 限 范 围 内 ， 
对 于 dd 的 积分 是 收敛 的 . 然而 下 面 的 有 些 积分 当 g 一 0 时 , 积分 可 能 出 现 奇 异性 . 
其 物理 意义 是 高 密度 电子 气 中 的 激发 主要 是 在 费 米面 附近 ( 即 动量 能 递 g 很 小 ) 的 
电子 和 空 穴 . 

将 此 分 析 应 用 于 二 阶 微 扰 的 三 个 图 形 , 见 图 13.19. 这 三 个 图 形 正 好 分 别 是 对 
相互 作用 线 的 修正 、 对 顶 角 的 修正 和 对 粒子 线 的 修正 . 估计 它们 的 积分 在 gq 一 0 时 
的 行为 : 


1 1 
一 Pm*(2) ey 4 14 OL Ny0 .0 
于 分 ”Cew) ny / d pd giG (k— q)iG (p+q)iG (p) 
2 
ed 2 es 13.3.12 
x [( 寺 ) V’(g) cc (13.3.12) 


二 (kw) = Pr | dtpdsgGo(k —p)(k ~ q)Go(k —p—) 


2 oa« /学 up ?2/3 a (13.3.13) 


二 (kw) = 二 . dspdtgiV (q)V (p) 


3 3 
x[GO(k d)]j2GO(K 一 了 一 gJei(ko 一 po 一 qo)0” Ce / 人 


(13.3.14) 
后 面 这 两 个 结果 是 收敛 的 . 

结论 是 , 在 二 阶 图 形 中 , 只 有 对 相互 作用 线 的 修正 是 发 散 的 . 由 于 这 类 发 散 出 现 
在 长 波 极限 (q 一 0), 因而 被 称 为 红外 发 散 , 它 是 由 库仑 力 的 长 程 性 所 导致 的 . 对 于 高 
阶 图 形 同 样 的 分 析 使 我 们 可 以 断定 , 相对 来 说 , 对 粒子 线 的 修正 与 顶 角 修 正 都 不 重 
要 , 可 以 略 去 , 只 需 考虑 对 相互 作用 线 的 修正 . 

再 分 析 二 阶 正规 自 能 图 形 的 结构 , 可 以 看 到 52%) 的 发 散 特征 与 其 中 两 根 相互 
作用 线 了 (9g) 上 的 动量 传递 g 相等 这 一 事实 分 不 开 . 在 下 中 与 葡 @ 中 , 两 根 相互 
作用 线 的 动量 传递 不 等 , 因此 不 导致 发 散 , 可 比较 (13.3.12)~(13.3.14) 式 . 类 似 的 情 


图 13.20 只 考虑 对 相互 作用 线 的 修正 , 就 是 环形 图 求 和 
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况 在 高 阶 图 形 中 也 存在 . 在 图 13.20 中 画 出 了 每 根 Y_ (9) 的 q 都 相等 的 所 有 图 形 . 
其 中 三 阶 图 形 的 发 散 性 是 


d3g 1 
5D*(3) cx | (13.3.15) 
n 阶 图 形 的 发 散 性 是 
sx(m) d39 1 
(13.3.16) 


如 果 其 中 有 一 根 相 互 作用 线 的 动量 与 其 他 的 不 同 , 那么 就 不 如 图 13.20 中 同 阶 
图 形 的 发 散 程 度 高 . 例如 读者 可 估计 图 13.21 的 发 散 性 为 
1 


d3g d3p 
D3) 人 -人 13.3.17 
dj/ gq ( ) 


也 oO) 


图 13.21 三 阶 图 形 中 的 一 个 , 其 中 一 根 虚 线 的 动量 p 与 其 他 虚线 的 不 同 


不 如 (13.3.15) 式 . 因此 , 即使 是 对 相互 作用 线 的 修正 , 我 们 也 没有 必要 考虑 全 部 的 图 
形 . 只 有 相互 作用 线 的 动量 传递 全 都 相同 的 正规 自 能 图 是 发 散 程度 最 高 的 图 形 . 所 
以 在 图 13.20 的 求 和 中 我 们 只 保留 这 样 的 图 形 而 抛 弃 发 散 程 度 较 次 的 图 形 . 图 13.20 
的 所 有 图 形 的 共同 点 是 : 在 对 相互 作用 线 的 修正 中 , 只 取 仅仅 由 电子 和 空 穴 组 成 的 
闭合 环 , 见 图 13.22, 常 称 为 环形 图 . 用 中 来 近似 代替 2* 就 称 为 环形 图 近似 . 

三 阶 项 (13.3.17) 与 二 阶 项 束 中 (13.3.12) 的 发 散 程度 看 起 来 是 相同 的 , 是 否 能 
将 它们 归并 到 一 起 呢 ? 这 儿 还 有 上 面 提 到 过 的 一 个 小 参量 在 起 作用 , 每 个 V(g) 中 
有 一 因子 ez/eo. 这 是 一 个 小 参量 ， 攻 :3 中 含 因子 (ez/so)3, 它 比 芝 中 的 因子 
(e2/s0)? 是 高 阶 小 量 . 因此 只 有 相同 阶 数 的 微 扰 图 形 才能 相互 比较 . 下 面 讨论 环形 
图 近似 成 立 的 条 件 则 从 另 一 个 角度 给 出 了 证 明 . 
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PH9 
Pi+9 


TO 站 
图 13.22 7*(0) 和 7*( 的 图 形 
为 了 对 环形 图 求 和 , 必须 计算 图 13.22 的 电子 - 空 穴 闭合 环 . 它 是 最 低 阶 的 正 


规 极 化 部 分 I*(0), 同时 也 是 最 低 阶 的 极 化 部 分 , 所 以 可 简 记 为 I*0)=170. 写 出 图 
13.22 的 表示 式 : 


d4p 
1 0 二 1 *(0) 一 一 i2 
ii11 (9) = ifh17*\ (gq) 2i / Gn) 


其 中 因子 2 是 来 自 于 对 电子 自 旋 的 求 和 25+1,S=1/2. 这 样 图 13.20 的 求 和 可 以 很 
方便 地 表示 为 下 列 解析 形式 


(p+q)G"(p) (13.3.18) 


{Gok — g)V(g) 


De 
Sh 0 
i E 


/he OV (OI + VOI) + 


-人 (k— 07@> q)I°(g =i / Ere (k — gq)Ur(q) 
| (13.3.19) 


ny V(gq) 3 

e”’ /eo 

0 TOO ~ la — e770(g)/eo 
即 把 原来 gq 一 0 时 都 发 散 的 每 一 项 , 在 未 对 gq 积分 之 前 , 作 了 求 和 . 这 正 是 用 了 
(13.1.5) 式 所 讨论 过 的 技巧 . 与 导致 红外 发 散 的 因子 V(q)=e?/seog? 不 同 , 求 和 的 
结果 (gq) 在 |q| 一 0 时 趋 于 有 限量 , 已 不 具有 奇异 性 , 因此 发 散 得 以 消除 ， 从 物 
理 的 角度 看 , 图 形 部 分 求 和 的 结果 相当 于 用 有 效 相互 作用 Ur(g) 取代 原来 的 长 程 库 
仑 势 V(gq), 其 特点 为 : DU(q) 是 四 维 动量 g 的 函数 , 它 的 第 四 分 量 就 是 频率 . 有 
效 相互 作用 的 傅 里 叶 分 量 与 频率 有 关 , 说 明 这 个 作用 是 含 时 的 , 是 推迟 的 相互 作用 ; 
@U(9) 在 长 波 极限 |q| 一 0 时 已 不 再 具有 奇异 性 . 用 它 代替 具有 奇异 性 的 了 (9), 相 
当 于 把 原来 V(q) 中 的 长 波 部 分 切 掉 , 故 有 效 相互 作用 势 是 短程 的 , 其 物理 机 制 是 由 


(13.3.20) 
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人 
于 在 环形 图 近似 中 考虑 了 库仑 力 的 动力 学 相关 效应 : 库仑 作用 使 得 每 个 电子 要 推 
开 邻 近 电子 . 对 于 总 体 为 电 中 性 的 系统 来 说 , 相当 于 在 每 个 电子 周围 都 形成 了 “ 相 
关 空 穴 ”, 它 跟着 激发 它 的 电子 一 起 运动 , 使 电子 间 的 长 程 库仑 作用 被 屏蔽 掉 . 

现在 讨论 环形 图 近似 成 立 的 条 件 . 环形 图 近似 是 把 严格 的 有 效 相互 作用 线 To) 

二 V(g)/[l1-V(q)17*(q)] 用 (13.3.20) 式 的 U.(q) 近似 表示 , 也 就 是 说 , 在 正规 极 化 图 

形 1* 中 , 只 保留 了 最 低 阶 图 形 7*(0) 而 忽略 了 高 阶 图 形 了 *("), 这 样 做 的 前 提 必 须 
是 ， 

厅 *(0) > 厅 *(,m = 1,2,...,00 (13.3.21) 


首先 要 证 明 了 7*(0) 六 了 TD, 按照 图 13.22 写 出 7*(1) 的 表达 式 


:4 
if17*() (gq) = -2 / dpid paG (pi)G (pi + 9)G"(p2)G" (p2 + OV (ps — Pi1) 
(13.3.22) 
由 于 "(1 是 红外 发 散 , 只 有 gq-0 的 积分 是 主要 的 . 这 时 V(|ps_p1|) 可 近似 地 估 
计 为 e/eo 既 , 因为 即使 在 4 很 小 时 , 动量 传递 |ps-pi| 还 是 在 0 一 2kr 之 间 变 化 ， 
于 是 积分 (13.3.22) 估计 为 : 


i4 1 


ih7*(D /oO ~ ol 6 4 /0 0 0 0 
hI (0) ~ -2 ory ea / prd ps (pr) Gr (pr + oC (po) Gr (pa + 


-OP = = 一 2 访 -二 本 (0) (13.3.23) 
在 长 波 极限 4 一 0 时 , 对 了 *(0) 的 具体 计算 见 下 , 结果 为 讨 I0 ~ m kp /(x 避 ), 因此 
得 ; 
ff 11*(D)(g) e2 ey me? 1 
0(g) E0k? 4neohi2kr krao 
正 是 高 密度 条 件 (13.3.8). 依 此 类 推 了 7* 中 (g), 17*3)(q) 等 与 7*(0(g) 相 比 , 均 是 
高 阶 小 量 . 所 以 , 环形 图 近似 成 立 的 判 据 就 是 高 密度 条 件 . 这 里 也 进一步 告诉 我 们 ， 
略 去 发 散 程 度 较 次 的 正规 自 能 图 形 等 效 于 略 去 极 化 部 分 的 高 阶 小 量 . 因此 , 在 高 密 
度 条 件 下 保留 发 散 程度 最 高 的 图 形 是 一 个 合理 的 近似 . 


«1 (13.3.24) 


17°(g) 的 计算 
现在 对 (13.3.18) 式 作 具体 的 计算 . 将 Go%(k) 的 表达 式 代 入 , 有 
a 2 1 ji0(|R 十 dg| — kr) 
T0(9) = 1°(g,w) = Gj? J dnaen | el a 
fib(kr — |k+ ql) | RO(k|— ke) fb(ke — |k|) 
hw+w)— elk+q)—iot| [hw — eo(k)+i0t fiw — eo(k) — i0+ 


(13.3.25) 
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先 考 虑 对 wi 的 积分 . 被 积 函 数 有 四 项 . 对 于 两 个 极点 都 在 上 半 平 面 的 项 , 在 下 半 平 
面 补 上 回路 则 积分 为 零 . 同 理 , 两 个 极点 都 在 下 半 平 面 的 项 贡献 也 为 零 . 对 剩 下 的 
两 项 , 分 别 在 上 、 下 半 平 面 补 上 回路 对 wi 积分 得 到 


ff olk+ql— ks)olke A) (hp |k+ gl)o(k— ke) 
人 2 (27)3 元 +eo(k)—eo(k+q)+iot fw+ed(k)— ek+ gq)— 二 | 


在 第 二 项 中 作 变 换 k 一 一 5--9, 则 成 为 


dk 1 1 
0 a es NE ss 


(13.3.26) 
其 中 已 令 


2 hb2 
Eqk = E(k+q)— el(k)= lk + gq)?—k2] = 二 (4 kk 十 39 5 ) (13.3.27) 


由 (13.2.26) 可 看 出 , 被 积 函数 是 w 的 偶 函 数 . 并 且 当 w 一 co 时 , 有 I7*(0)(g, w) 一 
O(1/w). 由 于 这 种 对 称 性 , 我 们 只 需 研 究 w > 0 的 情况 . 

现在 将 实 部 与 虚 部 分 开 来 作 计算 . 利用 9 (z) = 1-6(-z), 则 (13.3.26) 的 实 部 
为 


2eEgk 
(hw)? — Eok 
其 中 第 二 项 中 阶 跃 函数 的 乘积 对 变换 k 一 k + 9 是 偶 的 , 而 sw 对 此 变换 是 奇 的 ， 
见 (13.3.27), 因此 上 式 第 二 项 积分 为 零 . 


em ww =-2P / 关 rs [1 — Oke — Ik + gD)] Olke 一 


Rell"(q,w) = 2P / 0 (kr —k) (13.3.28) 


用 (13.3.27) 的 最 后 等 式 代 入 


RelT°(g,w) = 2P / dk | O(kp — k) O(kp —k) 


(2m)3 [hw — P(g kt+g/2)/m fwt+h(g:k+gq2/2)/m 
引入 无 量 纲 变量 
: v = mw/ (hke) (13.3.29) 
再 作 积 分 , 得 
2m dk br —k) 
Re (gD) za?/ (27)3 [ — qk cos0/kz + q?/2k2 
O(kE 一 万 
2 十 gcosb/ 了 十 -| 
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-+ 和 - (Ee- 玉 ) > es gq/2kF) 


4n2h2 20 q 2 1— (ka2v/q — gq/2kr) 
各 |] (在 和 | |1+ (Rv/g ~ gq/2ke) 
| (2 y 十 未 ) | pr | (13.3.30) 
再 来 计算 (13.3.26) 的 虚 部 ， 
Im7r0(q,w) 


= / Bz + g| ~ kp)O(kp — k)l6(w — egg /DD) — 5(w + eqn/)] (13.3.31) 


由 于 只 需 考虑 w > 0 的 情况 . (13.3.27) 又 保证 了 eqn > 0, 所 以 第 二 项 为 零 . 利用 无 
量 纲 变量 (13.3.29) 与 等 式 


5(az) = 站 5 
可 将 (13.3.31) 中 的 5 函数 写 为 
5 一 cot/ 月 = 刺 隔 他 一 9 机 用 一 o2/2 脱 ) (13.3.32) 
而 (13.3.31) 式 成 为 


mm 


‘Ek gq 
Im17° q,w) 一 /这 oa0(|k+qg|— kF 0(kF — k € A 如) (13.3.33) 
( 及 人 Gn ) 2 三 ”3 研 


由 两 个 阶 路 函数 看 到 ,kk 必须 取 在 费 米 球 内 部 , 而 矢量 k+g 则 必须 取 在 费 米 球 外 
部 . 又 能 量 守恒 要 求 
qk ag 
及 红 
它 在 空间 中 定义 了 一 个 平面 . 
积分 的 范围 由 这 个 平面 与 费 米 球 的 相交 而 定 , 可 分 为 三 种 不 同 的 情况 : 


ee (13.3.34) 


2 
28 和. >v> 8 (13.3.35) 
让 g 从 一 个 费 米 球 的 球 心 指 向 另 一 个 费 米 球 的 球 心 . 由 于 g> 2kF, 两 球 不 相交 . 由 
图 13.23 可 知 , 上 球 内 的 任意 都 是 满足 (13.3.33) 的 两 个 阶 跃 函数 的 .(13.3.34) 式 
要 求 如 v/q=g/2+kcos0, 它 以 g 的 中 点 为 起 点 , 决定 了 平面 , 见 图 13.23. 令 t=cos0， 
它 的 范围 在 [1,1] 内 , 而 |k| 的 最 大 值 为 kp, 所 以 v 的 取 值 范围 是 (13.3.35). 对 于 
某 一 定 的 v, 这 个 平面 是 固定 的 , 积分 区 域 就 是 阴影 部 分 圆 的 面积 xr?, 从 图 上 易 看 


1 d 之 2kFr, 一 一 
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出 贮 王 碾 一 (如 z/g 一 9/2)2, 不 过 还 应 注意 , 6 函数 内 宗 量 应 是 波 矢 的 量 纲 . 在 这 个 贺 
上 |k| 的 大 小 从 原 z/e 一 9/2 到 ke. 作 积分 : 


RF 1 2 k2 q 
Im 770 ER 2 人 ES En 
m/l (q,v) me /s,s 天王 


m 2 q 2 mk2 kF gq \? 
| 
qa gd TAG gq F 


(13.3.36) 
"= 十 cosO 
图 13.23 积分 (13.3.33) 中 符合 (13.3.35) 的 情况 
q gq q 9 
” ee 13.3.37 
4 a op (3339 


由 于 4 < 2kep, 此 时 两 球 相交 , 见 图 13.24. 如 果 由 (13.3.34) 定义 的 平面 只 与 上 球 相 
交 而 不 与 下 球 相交 , 则 积分 情况 与 第 1 种 相同 , 结果 同样 为 


图 13.24 积分 (13.3.33) 中 符合 (13.3.37) 的 情况 
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2 
Im1°(g,v)=— | (13.3.38) 
4nfi2g 


见 图 13.24, 该 平面 不 与 下 球 相交 的 条 件 是 : kfv/g 不 能 短 于 kr 一 9/2, 因此 得 v 的 
取 值 范围 如 (13.3.37) 式 . 


图 13.25 积分 (13.3.33) 中 符合 (13.3.39) 的 情况 


2 
3. gq < 2kp,0 <v < Dr (13.3.39) 
F 


这 时 平面 与 下 球 相交 , 由 于 k 不 能 进入 下 球 , 所 以 在 平面 上 的 积分 区 域 是 个 圆 环 . 
这 时 的 最 小 值 不 在 9 的 方向 上 , 如 图 13.25 可 算出 


2 \2 2 \2 2 2 
(全 -= (和 直 妇 --( 社 v- 和 = ke — 2kEv 
gq 


现在 可 完全 类 似 于 (13.3.36) 作 积分 , 只 要 将 的 积分 下 限 改 成 kin. 


Im1°(g,v) = -ol m4 2 (13.3.40) 
下 面 列 出 1? 的 一 些 极限 形式 . 
(1) 固定 动量 q, 使 能 量 传递 v 一 0, 这 时 应 用 (13.3.40) 式 得 到 
Im17°(g,0)=0 
Rel1°(g,0) = J = 机 这 @ re In 1 (13.3.41) 
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(2) 男 定 能 量 传递 v, 使 4 一 0. 这 时 (13.3.37), (13.3.39) 都 不 满足 ( 因 v 已 固 
定 ), 所 以 图 13.24, 图 13.25 中 的 平面 不 与 费 米 球 相 交 . 


Im1°(0,v)=0 
(3) 固定 ke /q = z, 使 q 一 0. 由 条 件 (13.3.39) 可 得 
<rgl 
Im1°(g, gx/kr) = | a SY 
0 (13.3.43) 


工 十 和 
工 一 Z ) 
对 照 (10.4.17) 与 (13.3.20) 式 可 知 ， 环 形 图 近似 下 的 介 电 常 量 为 «(qv)= 
V(g)7m(q,v). 现在 写 出 前 述 三 种 极限 下 的 介 电 常量 , 并 利用 ao=4reoh?/(me?) 和 mm 
=(97/4)/3/(krao)=1/(akrao). 
(1) 固定 9, 使 v0 


mk 
Rel7°(g, gr/kF) = 本 (2 一 Zn 


2aK27。 kp 1 1 — gq/2kF 
a =1+ 一 5 |1 一 一 [1- 一 ;gq .3.44 
kr(q,0) = 1 十 一 一 一 eas | @ i | (13.3.44) 
(2) 固定 v, 使 9 一 0 
4ars 
kr(0,v)=1— 2 (13.3.45) 


(3) 固定 fe /g = 二 x > 0, 使 g 一 0. 


kr(q, qr/kr) = Se re -3 2 [3 


2 1—z 


2 
} +i Pg gs) (19.3.46) 


其 中 a 是 常数 
a = [4/(9m)]73 (13.3.47) 


下 面 给 出 高 密度 电子 气 的 准 粒 子 能 谱 

算出 五 之 后 , 就 可 算出 正规 自 能 台 (13.3.19) 式 . 但 总 的 正规 自 能 涉及 对 中 
以 外 的 所 有 直到 二 阶 的 图 形 都 作 详细 计算 .这 一 计算 用 有 限 温 度 情 形 取 零 温 极 限 
更 容易 些 . 本 书 不 做 介绍 了 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 有 关 文 献 . 此 处 只 是 先 简单 讨论 
仅 由 环形 图 近似 得 到 的 准 粒子 的 能 谱 . 

i) 有 效 相 互 作用 势 
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对 (13.3.41) 取 长 波 极限 9 一 0, 得 (gq,0)= 一 m2?kp /x 有 避 , 代入 (13.3.20), 则 有 
效 相互 作用 势 是 : 


e2 /eo 


es 13.3.48 
(g) 02 + gar ( ) 
其 中 a 
2 _ mkre” 3ne 
A (13.3.49) 
作 傅 里 叶 变换 , 求 得 有 效 相互 作用 势 为 
- dg ee?/so ig:r TFT 
Ur(7) = /| 训 Re 所 i 9 (13.3.50) 


当 距 离 7 > 1/gqrs 时 ,Ur(7) 按 指数 下 降 , 长 程 相互 作用 被 屏蔽 掉 了 . 式 (13.3.50) 是 屏 
项 库仑 势 , 其 中 1/gi。 称 为 托马斯 - 费 米 (L.H.Thomas-E.Fermi) 屏蔽 长 度 . 在 环形 
图 近似 中 , 由 于 媒质 的 极 化 修正 了 库仑 势 , 消除 了 长 波 极限 原 有 的 1/92 奇异 性 , 使 
有 效 相互 作用 势 具 有 与 原始 的 库仑 势 完全 不 同 的 特性 . 由 于 电子 之 间 有 相互 排斥 远 
离 的 作用 , 而 正 电荷 背景 是 固定 的 不 动 的 , 每 个 电子 周围 好 像 有 正 电 荷 云 包 右 着 , 从 
而 相互 作用 势 呈 现 出 短程 行为 . 注意 (13.3.50) 只 适用 于 长 波 极限 . 

ii) 准 电子 谱 

单 电子 格林 函数 g 
在 复 平 面 上 的 奇 点 , 决定 准 粒子 的 激发 能 量 , 在 费 米面 附近 ~ kp 计算 出 的 准 粒子 
能 谱 为 


G(k) = 


er(k) = e (k) + Re (k,w) (13.3.51) 
准 粒 子 的 寿命 由 束 (k, w) 的 虚 部 决定 . 
hi/Tk = ImD*(k,w) = 0.252 V7 (k — kp)? /2m (13.3.52) 


当天 一 kp 时 , 准 粒 子 是 长 寿命 的 . 并 且 


,hi/m 
nn er(k) 一 WS 
表明 满足 准 粒子 概念 适用 的 判 据 rr < 和 (er( 旭 一 < Dh 元 
iii) 集体 模式 型 准 粒 子 谱 
根据 13.1.2 节 的 讨论 , 系统 激发 的 集体 模式 由 密度 涨 落 格林 函数 的 傅 里 叶 分 量 
(13.1.4) 式 在 复 平 面 上 的 奇 点 所 决定 . 在 环形 图 近似 中 , 式 (13.1.4) 可 简化 为 
17° (gq, w) 


Ts V (gq) 人 (gq,w) 


(13.3.53) 
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所 以 在 高 密度 电子 气体 中 , 反映 密度 涨 落 的 准 粒子 能 谱 由 下 式 决定 : 
V(gq)Rel"(g,w)=1 (13.3.54a) 


此 式 可 用 作 图 法 求解 . 将 (13.3.28) 对 有 的 积分 化 为 求 和 , 并 只 取 单 位 体积 , 那么 
(13.3.54a) 式 成 为 

"(qw) = 二 .3.54b 

V(q)Rel (gq,w) = 2V(g) 2 3 (13.3.54b) 


Vg)ReIT(g,%) 


图 13.26 ”电子 - 空 穴 对 各 别 激发 的 能 谱 与 集体 激发 wpi 的 示意 图 


对 于 一 定 的 4 值 , 考察 V(q)Re17°(q, w) 随 w 变化 的 曲线 . 当 w 略 大 于 某 一 个 
zgk 值 时 ,V(q)Re17? 为 +oo, 而 略 小 于 它 时 为 -co, 图 13.26 示意 地 画 出 了 靠近 wmin 
与 wmax 的 几 条 曲线 , 这 些 线 与 纵 坐标 为 1 的 线 的 交点 决定 了 方程 (13.3.54) 的 根 ， 
它们 给 出 系统 电子 - 空 穴 对 各 别 激发 的 能 谱 .eqn 是 有 最 大 值 与 最 小 值 的 . 因为 


sg = wak = E(k + gq) ~ e(k) = 2k ‘q+ gq’) (13.3.55) 
因此 有 
Wmax 一 汪 (kr 十 yr) (13.3.56a) 
0, gqg < 2kF 
i | (ge ka] ， 9> 向 (13.3.56b) 


在 Wmin 与 Wmax 之 间 ， 各 相 邻 Wak 的 差别 很 小 ， 因此 相互 作用 只 使 它们 发 生 很 小 的 
能 级 移动 , 这 是 一 个 准 连续 的 能 谱 , 通常 称 为 散射 态 . 
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当 w 略 大 于 wmax 时 ,V (gq)Re279 为 无 穷 大 , 在 w 一 co 时 ,V(g)ReI7? 以 1/w? 
趋 于 零 , 因此 在 w >wmax 时 V(q)Re17? 与 纵 坐 标 为 1 的 水 平 线 必然 有 一 个 交点 ， 
这 是 准 连续 谱 之 上 的 一 个 高 频 根 we, 它 代 表 系 统 的 集体 激发 , 在 长 波 极限 , 利用 
(13.3.42), 注意 其 中 的 v 是 (13.3.29) 式 ” =mw/(ikE), 确定 出 wpi 为 


ne? 


1= V(q)Rel° (gq, wpi) 二 meowa 
P 


.2 NI1/2 
Wi (有 ) (13.3.57) 


wpl 称 为 等 离子 体 区 电子 集体 振荡 的 量子 频率 , 这 种 量子 通常 称 为 等 离子 体 量子 
(plasmon) 或 等 离 激 元 . 等 离子 体 (plasma) 的 概念 是 : 正 、 负 电荷 分 别 独立 地 运动 ， 
虽然 是 有 相互 作用 的 , 但 不 构成 束缚 态 . 系统 还 是 电 中 性 的 . 凝 胶 模 型 是 等 离子 态 
的 一 个 特例 , 即 正 电 荷 均匀 分 布 并 且 不 动 . 电子 可 以 在 系统 中 运动 等 离子 体 量 子 表 
现 了 系统 整体 运动 的 行为 , 是 系统 的 集体 模式 型 准 粒子 , 它 和 组 成 系统 的 粒子 毫 无 
相似 之 处 , 就 像 点 阵 中 声 子 与 振动 着 的 离子 完全 不 同一 样 .wpi 的 计算 值 与 实验 值 符 
合 得 很 好 , 说 明 金 属 中 的 电子 确实 有 集体 振荡 的 行为 . 

式 (13.3.57) 的 wpl 是 对 于 g=0 的 情况 而 言 的 , 因为 (13.3.42) 是 (13.3.30) 近似 
到 q? 的 项 . 如 果 近 似 到 gq4 项 , 那么 由 1=V(g)Re17°(g, w) 得 到 的 是 


ne? 3 /krg AN 
mw2eo LE 有 5 ( 吾 ) 让 | ee 
这 儿 w 加 上 下 标 9 表示 现在 等 离子 体 频率 是 波 撩 9 的 函数 . 迭代 一 次 可 解 出 
2 
wa = 士 opl | 再 元 (三 ) | (13.3.59) 


这 是 小 g 时 对 (13.3.57) 的 修正 . 

图 13.27 表示 出 电子 气 的 元 激发 随 波 矢 gq 的 变化 范围 , 其 中 阴影 部 分 为 独立 的 
电子 - 空 穴 激发 即 个 别 激发 , 它们 在 由 (13.3.56) 确定 的 wmin 与 wmax 之 间 . ws 曲 
线 是 由 (13.3.59) 式 等 离子 体 振荡 的 色散 关系 , 它 在 ge 处 与 个 别 激发 相交 .g < gc 时 
等 离 激 元 的 能 量 大 于 电子 空 穴 对 个 别 激发 的 能 量 , 这 时 Im7179=0. 等 离 激 元 无 阻尼 ， 
即 其 寿命 很 长 . 等 离 激 元 不 训 减 为 电子 空 穴 时 . 电子 - 空 穴 对 也 没有 足够 的 能 量 激 
发 等 离 激 元 , 二 者 彼此 独立 . 当 9 > qc 时 ,Im 了 0, 等 离 激 元 具有 有 限 的 寿命 , 等 离 
子 体 振荡 很 快 地 衰减 为 个 别 激发 . 因此 只 存在 个 别 激 发 . 所 以 只 在 0 < 9 < dc 范围 
内 才 存 在 集体 激发 .9e 是 划分 个 别 激发 与 集体 激发 的 一 个 重要 参数 . 
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gq. 2k 4 


图 13.27 ”电子 气 的 元 激发 随 波 矢 q 的 变化 范围 


在 环形 图 近似 下 , 密度 格林 函数 (13.1.4) 式 成 为 


1°(g,w) 


= 1—V(gq)ReIT? ~ iV(g)Im1°0 


(13.3.60) 


我 们 来 讨论 它 在 wpl 附近 的 行为 . 由 (13.3.54) 可 知 , 在 wpi 附近 ReTo(g, w) 是 
的 函数 . 于 是 有 


0 
Re (gw) = RelT"(g, wp!) + (3) wpl(w2 — wa) 十 …: (13.3.61) 


代入 (13.3.60) 中 可 得 到 格林 函数 的 近似 表达 式 : 


17° qd, Wpl 
Di(g, w) 3 二 上 ) 
1 ~V(a)ReI(@ wp) + ( Be ) (2? = wp) + m1 (g, wpi)] 
Wpl 
= Al(g, wp) (13.3.62) 
WwW2 一 wo + 这 wpl/Tpl 
其 中 定义 了 
2wp1l] (q, wp1) (13.3.63) 


A(g, wpi) = 一 (FE) ro 


Wp 


它 与 w 无关; 并 且 还 利用 了 
1—V(g)Rell(g,wp!)=0 (13.3.64) 


此 处 的 wpi 应 为 (13.3.59) 的 ww 即 随 小 波 矢 变化 的 等 离子 体 振荡 频率 ; rn 代表 了 
等 离 激 元 的 寿命 
1 _ | ImN?°(g,w) 
和 | 


(13.3.65) 


WWpl 


当 gq 一 0 时 , 由 (13.3.42) 知 Im770(0, wp =0, 故此 时 rpl 一 co, 格林 函数 变 为 下 述 、 
简单 的 形式 : 
Dr(g)w) = = < 


一 一 一 一 一 一 一 = 一 | 一 一 一 一 一 一 | (13.3.66 
co2 一 co 十 2iwpl0+ 2wp [w 一 wpl+i0+ w+wp— i0t ( ) 


称 为 自由 等 离子 体 量子 的 格林 函数 , 它 与 自由 声 子 格林 函数 的 形式 相同 , 说 明 等 离 
激 元 是 电子 气体 的 玻 色 型 激发 ， 目前 的 环形 图 近似 中 , 只 采用 最 低级 的 极 化 图 形 
70. 正规 极 化 I* 的 高 阶 图 形 代表 等 离子 体 量子 之 间 的 相互 作用 , 若 计 入 这 些 图 形 
的 影响 , 则 等 离子 体 量子 就 具有 有 限 的 寿命 了 . 

一 般 来 说 , 如 果 知 道 了 准 粒子 能 谱 的 数值 , 或 者 知道 了 格林 函数 极点 的 位 置 , 就 
可 用 上 述 方法 来 讨论 格林 函数 在 极点 附近 的 行为 , 并 将 格林 函数 在 极点 附近 时 的 形 
式 加 以 简化 . 我 们 在 第 9.3.2 节 也 已 遇 到 这 一 个 例子 . 

对 于 环形 图 近似 , 本 章 只 介绍 了 零 温 格林 函数 的 计算 结果 有限 温度 时 , 可 以 
用 松原 函数 做 计算 . 我 们 不 再 做 介绍 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 关 文 献 
13.3.3 ”环形 图 近似 就 是 无 规 相近 似 


在 经 典 力学 和 量子 力学 中 采用 了 无 规 相 近似 (random phase approximation， 
RPA), 得 到 的 等 离子 体 振荡 频率 也 是 (13.3.57). 下面 回顾 无 规 相近 似 的 方法 , 可 
以 看 出 环形 图 近似 就 是 无 规 相近 似 . 


设 电 子 气 的 密度 为 
一 》 6(z 一 zj) (13.3.67) 
了 
其 傅 里 叶 分 量 
= 》 ei (13.3.68) 
了 
其 中 g=0 的 项 
po = 2 1=n= 地 (13.3.69) 


是 电子 的 平均 密度 , 它 正好 与 正 电荷 背景 相互 抵消 . 所 以 下 面 都 不 用 考虑 q=0 的 情 
况 .9z#0 则 描述 了 相对 于 po 的 密度 涨 落 . 密度 涨 落 的 运动 方程 为 


ba =— Dliq: d+(q: v7) ee" (13.3.70) 


其 中 wj = 2 是 第 ; 个 电子 的 运动 速度 , bj 则 是 它 的 加 速度 , 第 ; 个 电子 所 受 的 力 
是 所 有 其 他 电子 的 库仑 排斥 力 : 


i oY (oz 一 一 zi) 
WN -开工 部 


4z7 9 
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其 中 对 势能 作 了 傅 里 叶 变 换 . 加 速度 是 
FF 


5 1CE 下 
UT 38 ‘8ipo 
m meéeo q 
9 天 0 


将 它 代 入 (13.3.70) 式 得 


e2 q:q Re 
by = pa — (gv) ee (13.3.71) 
Wn q’#0 “2 


5 
上 式 左 边 的 第 一 项 中 只 取 gq/'=q 的 一 项 , 扔 掉 所 有 g' 尖 q 的 项 , 那么 方程 被 线性 化 为 


3 一 -一 一 ig'm5 13.3.72 
| 本 aE (13.3.72) 


在 长 波 极限 g 一 0, 可 略 去 (qv;)? 的 小 量 项 , 得 到 pu 的 简 谐 振动 方程 
ba +wapg=0 (13.3.73) 


其 中 wp=[ne?/(meo)]12 就 是 等 离子 体 振荡 频率 . 显然 , 主要 近似 是 在 式 (13.3.71) 
中 忽略 了 两 个 密度 涨 落 pv 与 pg_y 的 耦合 项 ， 近 似 的 理由 如 下 : 因为 密度 涨 落 
(13.3.68) 是 各 指数 项 之 和 , 而 这 些 指数 项 的 位 相 又 由 zj 决定 . 在 高 密度 条 件 下 , 电 
子 的 位 置 zj 在 空间 的 分 布 是 混乱 的 , 因此 pv (gz#0) 就 对 应 于 这 些 位 相 无 规 变化 
的 指数 项 之 和 . 在 平移 不 变性 系统 中 , 其 平均 值 为 零 , 所 以 两 个 密度 涨 落 的 乘积 项 对 
pg 的 运动 方程 仅仅 是 微小 的 修正 , 这 可 在 一 级 近似 中 略 去 . 这 样 的 近似 称 为 无 规 相 
近似 (RPA). 这 里 无 规 相 的 含意 就 是 指 pg 无 规 位 相 的 指数 相 加 , 而 po = n 是 各 项 
的 相干 又 加 , 两 者 在 高 密度 条 件 下 相差 很 大 . 因此 pq,pg_q' 相对 于 pa 项 而 言 是 小 
量 , 可 以 略 去 不 计 . 

以 上 是 经 典 力学 的 情形 . 现在 来 看 量子 力学 的 情况 . 这 时 密度 涨 落 就 用 二 次 量 
子 化 算 符 表 示 . 


1 —i(k1— ‘Tm, —iqw 
(kiA1|palk2 AN2) 三 zy/: (ea 一 ez)me 一 i9 dni ma = Ok —k2,—gON M2 (13.3.74) 


因此 密度 涨 落 算 符 为 : 
pa= DD, (kiXlpalkaX2)Ch, Cuaxs = 》 CH oCk (13.3.75) 
k1k2AM1M\2 kA 
一 般 写成 


pa CL OR (13.3.76) 
kA 和 
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的 形式 . 其 中 每 一 项 Ck+wACkx 具有 产生 一 对 电子 - 空 穴 的 物理 意义 . 密度 涨 落 为 
所 有 这 类 可 能 的 激发 之 和 . 现 将 pa 写成 海 森 伯 算 符 ， 


pall} er ae th (13.3.77) 


其 中 哈密 顿 量 已 见 (13.3.4) 或 见 附录 B 中 带 自 旋 下 标的 形式 (B.14). 因此 密度 涨 落 
中 每 一 项 的 运动 方程 为 : 


0 
讨 二 pe +gMCkX(t) = [H, CC 二 [er(k+g)— eo(k)] OL a Ck 


= ;5 Ya [(CR oCk+aq 入 一 Oh pie q’ /CkXA)P-a+ 
2 ‘#0 
p_q(Oh HoACRHe》 守 OE 
(13.3.78) 
作 无 规 相近 似 , 就 是 在 求 和 项 中 取 gq'=g 的 项 而 扔 掉 所 有 其 他 的 项 ， 然 后 将 算 符 
C1 ,Ch 用 其 平均 值 (WCE Cr)= ngs 来 近似 . 在 零 温 系统 中 显然 有 ngpA=0(kF 
一 k) . 因此 结果 为 


访 5 Ci aCka(t) 
= egrChrasCea(t) + V(q)lO(kp — k) — O(ke — |k + ql)] DOp rai Cini 的 
站 (13.3.79) 
方程 已 经 是 线性 化 了 的 , 有 振动 解 . 令 
加 (13.3.80) 
paV (gq) 
名 CR 演 和 2 —k) — 0(kep — |k + ql)] 
两 对 k 和 求 和 , 并 在 右边 第 二 项 中 作 k+q 一 k 的 变换 , 得 
1=V(g) 2 [ee | = | -: V(g 2 [ho ee (13.3.81) 


这 正 是 格林 函数 方法 中 决定 准 粒子 谱 的 方程 (13.3.54). 这 里 RPA 方法 是 在 相互 作 
用 中 只 取 q'=g 的 项 , 其 直接 含义 是 : 在 决定 具有 动量 k+q 和 的 一 对 电子 空 穴 
的 运动 方程 时 , 仅仅 保留 电子 - 空 穴 对 的 动量 传递 等 于 的 那些 相互 作用 项 . 显然， 
这 完全 等 同 于 在 图 形 技 术 中 只 保留 环形 图 的 近似 . 两 者 是 一 回 事 . 

在 此 我 们 看 到 了 格林 函数 的 图 形 技术 的 优点 ， 一 是 只 取 相 互 作用 传递 的 动量 
都 是 9 的 物理 含义 非常 清晰 , 从 数量 级 的 估计 证 明了 扎 掉 的 q' #q 的 项 确实 是 小 量 
项 . 二 是 格林 函数 方法 还 给 出 了 准 粒 子 谱 的 虚 部 , 即 可 计算 元 激发 的 寿命 . 


. 230 . 第 十 三 章 ”三 种 近似 方法 
和 


813.4 梯形 图 近似 


13.4.1 刚 球 粒子 模型 


刚 球 粒子 模型 , 顾名思义 , 就 是 指 把 粒子 看 做 是 有 一 定 大 小 的 刚性 球 ， 这 可 以 
用 如 下 的 势能 模型 来 表达 : 


Wo, r<a 


V(z) = V(r) = | (13.4.1) 


0， rr>a 


Vr) 


EE r 


图 13.28 ” 刚 球 势 模 型 


如 图 13.28. 其 中 a 为 力 程 . 当 Wo 一 oo 时 就 是 刚 球 型 相互 作用 势 . 如 果 一 个 粒 
子 处 于 原点 , 它 就 占据 了 半径 为 a 的 体积 . 其 他 粒子 处 于 > > a 时 与 此 粒子 无 相互 
作用 , 但 不 能 进入 + < a 的 区 域 , 这 就 是 刚 球 的 含义 ， 显 然 这 种 相互 作用 是 短程 力 ， 
并 且 是 排斥 型 的 任意 强 相互 作用 . 

在 前 面 讨论 的 两 种 近似 方法 中 , 微 扰 的 顶 角 修正 的 图 形 都 不 起 主要 作用 . 但 是 
在 低 密度 刚 球 粒子 系统 中 , 顶 角 修 正 上 升 为 主要 的 贡献 . 当 系 统 中 粒子 密度 很 低 或 
相互 作用 力 程 很 短 时 , 多 体 媒质 的 效应 显得 不 重要 , 因而 媒质 的 平均 场 作 用 和 粒子 
通过 媒质 极 化 的 间接 相互 作用 (对 相互 作用 线 的 修正 ) 退 居 次 要 地 位 . 这 时 粒子 之 
间 的 频繁 的 碰撞 散射 成 为 主要 作用 . 这 一 作用 出 现在 顶 角 修正 的 图 中 . 

格林 函数 的 微 扰 理论 是 以 相互 作用 作为 微 扰 来 展开 的 . 对 于 (13.4.1) 的 任意 强 
相互 作用 (Vo 一 co), 微 扰 级 数 原则 上 是 发 散 的 . 我 们 在 分 析 微 扰 图 形 时 还 是 采用 这 
样 的 原则 ; 选取 各 阶 图 形 中 发 散 程 度 最 高 的 图 形 , 对 这 样 的 图 形 系列 作 求 和 . 然后 
再 想 办 法 对 求 和 结果 作 技 术 处 理 ， 低 密度 刚 球 型 粒子 系统 的 发 散 程度 最 高 的 图 形 
是 梯形 图 . 

低 密 度 短程 力 的 条 件 是 , 粒子 间 的 平均 距离 ro 远大 于 刚 球 的 半径 : ro > a. 由 
于 4xr3/3=V/N, 并 且 V/N ~ Ki， 所 以 ro ~ 1/ke. 低 密度 的 条 件 可 写成 : 


kra <1 (13.4.2) 


413.4 梯形 图 近似 . 231 . 
和 
此 式 与 (13.3.8) 式 正 好 相反 . 由 于 密度 低 (ro 大 ), 费 米 球 的 半径 ke 很 小 . 这 样 kpa 
就 成 了 低 密度 短程 力 系 统 中 的 特征 小 参量 . 在 分 析 图 形 时 可 以 此 小 参量 来 选择 有 
主要 贡献 的 图 形 . 

尺 一 方面 , 由 于 强 相互 作用 , 系统 中 粒子 的 平均 相互 作用 势能 By 大 于 平均 动 
能 Ek, 所 以 还 有 一 个 大 参量 在 起 作用 . 粒子 的 线 度 为 所 以 其 动量 ~ ha. 令 Ev 


与 Ex 之 比 为 0, 
. _Ev Vo 


mm 
“及 J/maz ” 顾 
现在 WW 一 co, 所 以 a 是 个 大 参量 . 它 应 和 小 参量 联合 起 来 筛选 图 形 . 在 a 的 老 次 
相同 时 , 应 选取 kpa 的 寡 次 最 低 的 图 形 ; 在 kpa 的 香 次 相同 的 情况 下 , 则 应 选取 a 
宕 次 最 高 的 图 形 . 
在 动量 空间 中 分 析 图 形 是 比较 简便 的 , 因此 需要 对 (13.4.1) 作 傅 里 叶 变 换 ， 


V(qg) = ph eigmVy(zjdz = 4nW / 人 
0 


Voa? (13.4.3) 


当 9 一 0 时 ,V(q)=4na3/3. 当 g 一 co 时 , 因为 dim。 人 二 6(7), 故 V(q)=0. 散射 
长 度 为 a 的 散射 中 心 , 主要 对 波 矢 9 ~ 1/a 的 粒子 起 作用 . 在 g < 1/a 时 ,V(q) 基本 
上 是 Voa? 的 量 级 . 当 9 增 大 时 ,V(g) 趋 于 零 . 为 了 下 面 估算 图 形 的 方便 , 对 V(q) 作 
如 下 的 切断 简化 : 


Voas, gqg<1 
a (13.4.4) 
0， q> 1/a 


下 面 来 分 析 图 形 . 本 节 只 讨论 零 温情 形 . 


9 gq 
ZS 


1 ‘ \ 
k-q 1 一 一 
i 
1 
(a) >. (1) (b) > (1) 


图 13.29 和 零 温 情形 下 的 一 阶 正规 自 能 


13.4.2 ”梯形 图 近似 
先 估计 图 13.29 的 一 阶 正规 自 能 的 两 个 图 形 , 其 表达 式 已 由 (10.4.12) 给 出 . 
DD = 2nV (0) (13.4.5) 


二 


0 = /sv( -oolke ~ Il) (13.4.6) 
利用 (13.4.4) 式 . 注意 动量 传递 |k_d| 主要 限于 | 一 q|<1/a, 在 此 范围 内 V(0)=Voa， 
(13.4.6) 的 积分 范围 是 在 半径 为 ke 的 球 内 ,hp < 1/a, 所 以 可 把 V(k-q) 写成 常数 
V(0) 拿 到 积分 号 之 外 .n 是 粒子 数 密度 , 可 见 (13.4.5),(13.4.6) 两 式 的 结果 有 相同 的 
量 级 


N,,3 ks3,,, m,, » hi2k2 
nV (0) 3 元 ma 一 50 一 krasa Voa tr 
所 以 
PD ~ (kpa)aed, DY ~ (kpa)aed (13.4.7) 


对 于 高 阶 图形 , 应 注意 到 , 第 n 阶 图 形 有 ? 条 相互 作用 线 , 有 个 Wo 的 因子 , 因此 
必 有 a” 的 因子 . 但 在 同 阶 图 中 , 小 参量 kpa 的 宪 次 可 能 不 同 . 


qv dv 
pitq p,q pitq Ptq 
tv 0 一 Y O +y ,ty 
0 0, 


图 13.30 ”91 代表 了 一 对 粒子 的 散射 . Q2 代表 了 粒子 - 空 穴 对 的 散射 
为 了 避免 复杂 性 , 我们 来 分 析 图 13.30 的 两 个 结构 .Qi 代表 了 一 对 粒子 的 散 
射 .Q2 代表 了 粒子 - 空 从 对 的 散射 . 由 图 形 规则 ， 


这 dg dv 
人 


12 
Qa = / Bs /EVO ta tolps + que +r) (13.49) 
这 两 个 图 形 的 唯一 差别 是 , 其 中 一 和 粒子 的 方向 相反 , 但 代表 了 不 同 的 物理 意义 . 由 
此 导致 的 计算 结果 有 数量 级 的 差别 . 把 G9 的 表达 式 代入 , 先 对 频率 求 积分 ， 


光志 由 = | 
(2m)3 hi(w1 十 w2) 二 Er a Sp 十 10 二 + 
ptanp, aV(g) (13.4.10) 


_ ce0 _ ec0 一 10 十 
hwi 十 w2) Epitq Ep 一 9 i0 
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_ dq Le np 十 )np,-aV (q) 
4: =/ (27n)3 he w2) -如 十 Ep + iOt. 
Ea np +q(l 加 np-a)7(9) | 
hi(wi 一 w2) 一 2 +g 十 a 一 iD 二 

其 中 分 布 函数 是 阶 路 函数 ,ng=9 (kep - |p|). 现在 对 q 的 积分 作 估计 . 我 们 只 要 讨 
论 积 分 中 的 最 主要 贡献 项 .Q1 中 的 两 项 分 别 代表 费 米 球 外 一 对 粒子 的 散射 和 费 米 
球 内 一 对 空 穴 的 散射 . 最 主要 的 贡献 应 是 分 子 为 1 的 项 , 即 [i(wi + w2) -co ，。- 
cp,_q 十 i0+]- ,因为 它 对 g 的 积分 范围 没有 任何 限制 . 在 低能 散射 时 , 分 母 上 可 粗 
略 地 写成 ~ 总 gq?/m. 因此 


1/a 
Q1 = / dq A 上 dg=a (13.4.12) 
0 


Qz 的 两 项 都 表示 费 米 面 附近 一 对 粒子 - 空 穴 的 散射 ， 选 取 其 中 对 4 限制 最 少 
的 一 项 , 例如 训 二 一 00 一 一 这 一 项 作 估计 . 低能 散射 时 分 母 上 


(wi 一 w2)— 2 十 > 
h2(p2+q)? /m = h2q? /rm 那么 ， 


(13.4.11) 


Q2 ~ Was3 / saa ~ 二 Wa hp = (kpa)a (13.4.13) 
它 比 Qi1 多 了 小 参量 kra. 我 们 得 到 结论 , 一 对 粒子 - 空 穴 的 散射 图 形 , 比 一 对 粒子 
的 散射 图 形 要 小 一 基 级 . 这 是 因为 一 对 粒子 散射 的 动量 没有 限制 , 可 以 从 0 至 co， 
不 过 V(q) 的 有 效 范围 是 1/a, 所 以 积分 从 0~1/a. 而 粒子 - 空 穴 对 的 散射 的 动量 限 
制 在 费 米 球 内 (因为 空 穴 只 能 在 费 米 球 内 出 现 ), 所 以 对 动量 积分 的 上 限 是 hp. 根据 
低 密 度 条 件 处 <1/a. 这 在 积分 (13.4.12),(13.4.13) 中 已 经 体现 出 来 了 . 

现在 我 们 选择 图 形 时 , 只 要 尽量 选取 每 根 相互 作用 线 的 两 端 粒子 线 是 同方 向 的 
( 即 代表 一 对 粒子 的 散射 )， 只 要 有 一 根 作用 线 两 端的 粒子 线 方向 相反 , 就 多 出 一 个 
小 参量 kra， 找 出 高 阶 主要 图 形 的 最 简单 的 方法 是 : 在 图 13.29 的 一 阶 正规 自 能 
台中 、 如 0 的 图 形 上 分 别 逐 次 加 上 Q1 图 形 , 就 得 到 了 图 13.31(a)(b) 两 个 图 形 系 
列 . 它们 的 求 和 由 等 号 右边 的 图 形 表示 . 这 些 图 形 的 共同 特点 是 , 每 个 图 形 只 有 一 根 
方向 朝 下 的 粒子 线 , 这 相当 于 只 有 一 次 粒子 - 空 穴 对 散射 , 所 以 提供 一 个 kpa 因子 . 
这 是 一 阶 正规 自 能 的 图 形 中 本 身 就 有 的 . 在 高 阶 图 形 中 , 都 是 插入 的 Qi 图 形 , 只 提 
供 更 多 a 因子 . 它们 代表 了 一 对 粒子 的 多 次 重复 相互 作用 . 这 些 图 形 都 呈 梯 子 形状 . 
除了 图 13.31 之 外 的 其 他 高 阶 图 形 , 都 必然 有 两 根 及 其 以 上 的 相互 作用 线 两 端的 粒 
子 线 方向 相反 , 这 相当 于 加 入 了 Q2 图 形 , 提供 了 额外 的 kpa 因子 . 因此 与 图 13.31 
中 的 同 阶 图 形 相 比 都 是 小 量 , 可 以 忽略 . 用 图 13.31 的 梯形 图 来 近似 作为 正规 自 能 ， 
这 就 是 梯形 图 近似 
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ka Ce? ka [3 ka (3 ka en 
图 13.31 在 一 阶 正规 自 能 马 :2 中、5*(1 的 图 形 上 分 别 逐次 加 上 Qi 图 形 ， 
得 到 的 两 个 图 形 系 列 


总 结 以 上 的 讨论 可 知 . 在 物理 上 梯形 图 近似 意味 着 粒子 间 相 互 作用 的 主要 机 制 
是 粒子 和 粒子 间 的 多 重 散 射 效应 . 这 是 因为 低 密度 、 短 程 力 的 条 件 限制 了 在 力 程 范 
围 内 出 现 更 多 粒子 的 可 能 性 . 因此 , 车 在 费 米面 上 , 有 一 对 粒子 间 发 生 了 相互 作用 ， 
则 它们 再 次 散射 (重复 以 至 无 穷 次 ) 的 机 会 , 显然 比 激发 媒质 中 其 他 粒子 (粒子 - 空 
六 对 ) 的 机 会 更 多 一 些 , 因为 后 者 要 求 同 时 激发 更 多 的 粒子 . 

以 下 建立 梯形 图 近似 下 的 方程 并 求 其 近似 解 . 

1. 梯形 图 近似 下 的 贝 特 梯形 图 近似 下 的 贝 特 - 陕 侯 特 (Bethe-Salpeter) 方程 . 

梯形 图 可 以 与 两 粒子 格林 函数 联系 起 来 . 对 于 二 粒子 格林 函数 的 图 13.11, 可 
以 将 其 分 成 三 类 . 一 类 是 两 个 粒子 独立 传播 , 各 自在 传播 过 程 中 受到 各 种 修正 ; 第 
二 类 是 两 个 粒子 交换 传播 , 并 分 别 受到 各 种 修正 ; 第 三 类 是 二 粒子 在 传播 过 程 中 的 
直接 相互 作用 与 通过 媒质 的 间接 相互 作用 . 表示 于 图 13.32. 其 中 的 双 实 线 表示 严 
格 的 单 粒 子 格林 函数 . 如 果 忽 略 第 三 部 分 而 只 取 前 两 部 分 , 就 是 哈 特 里 - 福 克 近 似 . 
在 目前 的 强 相互 作用 系统 中 , 这 一 近似 就 不 合适 了 . 粒子 间 的 直接 相互 作用 成 为 主 
要 的 因素 . 应 该 考虑 表示 二 粒子 间 的 相互 作用 . 


图 13.32 ”一 对 粒子 传播 时 的 三 类 图 形 


图 13.32 的 第 三 部 分 带 有 四 条 短线 为 粒子 线 的 图 标记 为 了 /(i. 一 称 为 相互 作 
用 函数 , 它 具 有 能 量 的 量 纲 . 7 还 被 称 为 是 顶 角 函数 ( 它 正 是 图 13.7 中 除去 三 条 外 
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线 即 一 条 虚线 与 两 条 实 线 的 部 分 ). 顶 角 函数 可 分 为 正规 顶 角 卫 *( 也 称 为 不 可 约 顶 
角 , 与 13.1.1 节 中 正规 顶 角 的 概念 不 同 ) 与 非 正 规 顶 角 (也 称 可 约 顶 角 ). 这 类 似 于 正 
规 自 能 2* 与 非 正 规 自 能 的 关系 . 见 图 13.33 写 出 的 方程 , 与 戴 森 方 程 类 似 , 但 称 
为 贝 特 - 萨 贝 特 方程 , 简称 B-S 方程 . 


国 
1 
二 rs 该 三 ” 


图 13.33 ” 顶 角 函数 厂 用 正规 项 角 * 表达 , 及 其 相应 的 自治 方程 
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图 13.34 卫 * 的 几 个 最 低 阶 的 图 形 


图 13.34 画 出 了 T* 的 最 低 阶 的 几 个 图 形 . 它 是 两 粒子 间 的 直接 相互 作用 与 通 
过 媒质 极 化 出 现 的 间接 相互 作用 . 如 果 只 取 其 中 最 简单 的 图 形 , 就 是 一 根 表示 直接 
伯 互 作用 的 虚线 . 在 T* 中 忽略 所 有 其 他 的 图 形 , 并 暂时 先 不 对 外 线 粒 子 线 作 修 正 ， 
则 图 13.33 简化 为 图 13.35. 按照 图 形 规则 , 写 出 其 相应 的 B-S 方程 . 


i 1 i2 1 ， 
{i (p1p2, p3p4) 二 让 Y (pl 一 D3) 十 Gh) (Gn) fa qaV (gq) 


Gp1 ~ q)G (pz + oT (pi — gq,p2 + q;ps, pa) (13.4.14) 


P| ao lz 四 
hs 四 了 Pi-9 ptq 
hI = -+ pg 人 pr + -+---- ee 
ps p Pps 已 -Pi bs p; ps 
pi pb, 六 
| | pstq 
bp; Pa 


Pa 


图 13.35 ”在 图 13.33 中 取 最 简单 的 情况 
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图 13.35 正 是 图 13.31 中 的 梯形 图 , 它 表 示 了 一 对 粒子 的 多 次 重复 直接 散射 . 容 


0 13.36 所 示 . 相应 Tn 
1 
贡生 人 二 sm Go) re( (kk1, kk1) 十 i 5 (kk1, kk1) 


(13.4.15) 
第 一 项 中 的 负 号 来 源 于 一 个 闭合 费 米子 环 , 因子 2 是 对 自 旋 求 和 所 得 . 这 可 从 图 
13.29(a) 中 看 出 来 . 本 节 我 们 只 讨论 梯形 图 近似 . 以 下 把 Tt 就 简写 成 三. 


(*)= 


图 13.36 ”梯形 近似 下 的 正规 自 能 


梯形 图 近似 下 的 B-S 方程 (13.4.14) 可 改造 为 较 容 易 求解 的 形式 . 由 于 相互 作 
用 函数 (pipa,pap4) 描述 了 两 粒子 间 的 散射 , 所 以 变换 到 质心 坐标 系 是 比较 合适 
的 . 散射 前 后 的 四 维 总 动量 P = pi + pa = ps 十 pa 是 守恒 的 , 所 以 只 有 三 个 独立 的 
四 维 动量 . 令 这 三 个 独立 的 动量 为 P,p=(p1 一 p2)/2,p 二 (ps 一 p4)/2, 后 两 个 表示 散 
射 前 后 的 相对 动量 . 则 反 变 换 为 
p1 = 5P 十 p, p2 一 5P —p, ps = 2P+ p4 = 3P —p (13.4.16) 
用 质心 动量 和 相对 动量 表示 的 记 作 


1 
pe 
9 了 ， 


1 1 1 
T(pip2, pa3p4) =T (iP 十 p， 二 忆 十 2 re -中 =T(p,p; P) (13.4.17) 


2 
对 (13.4.14) 作 相 应 的 变换 得 到 ， 
T(p,p';P) 
=V(p—p)+ Bm | va )G" (3 二 G? (3 P— p+9] T(p— gq,p’;P) 
再 作 变 数 变 换 p 一 g 一 g: 
T(p,p'; PP) 
二 [daV(p— 9q)G° (3 P+9] G? (i? 尖 4) Tl(g,p'; P) 


(13.4.18) 
这 是 个 求 了 的 自治 方程 , 它 的 解 只 是 三 维 相对 动量 的 函数 . 
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T(p,p'; P)= T(p,p’;P) (13.4.19) 


这 只 要 将 (13.4.18) 式 的 卫 逐次 迭代 就 可 看 出 .7 (p,p';P) 中 的 相对 动量 只 在 瞬时 相 
互 作用 V(p-2)、 了 (p-9) 等 三 维 动量 的 函数 中 出 现 . 因此 卫 (p,z;P) 只 是 p、p' 的 
函数 , 与 相对 动量 的 第 四 分 量 无 关 . 其 物理 原因 是 , 只 考虑 了 两 粒子 直接 相互 作用 ， 
忽略 了 通过 媒质 极 化 的 间接 相互 作用 . 这 意味 着 只 考虑 同时 相互 作用 , 不 计 推 迟 相 
互 作用 . 因此 这 是 梯形 图 近似 下 的 一 个 特征 . 于 是 在 (13.4.18) 式 中 对 第 四 分 量 go 
积分 时 , 可 不 包括 也 . 积分 结果 为 


1 of1 of lp_ 
5 /auc (iz+9)s (iz 9 


0 0 0 0 
pao pg) paranplre (13420) 
fo epjarg ep/2q tiot hiP— epjarq EP/2-4g ~ i 
四 N(P, q) 
BE-Ro/m+iN(P,q)or 
ya (13.4.21) 
4m 


1 


N(P,q) =1- np/rg — np/2_g = (13.4.22) 


1 
0， 其 他 


对 于 自由 空间 中 的 两 个 单独 粒子 , 不 存在 费 米 球 . 这 种 情形 相当 于 令 N=1. 
这 样 , 在 质心 坐标 系 中 ,B-S 方程 最 后 化 成 


T(p,p';P) 


p ed, 一 一 一 一 一 一 一 一 p 1 . . 
(p ) 27th / (2m)3 ED— hi2g?2/m 十 ji (P, q)0+ (9， ) ( 3 人 


这 是 通过 相互 作用 势 V 表示 的 了 的 积分 方程 . 对 于 任意 强 的 相互 作用 不 能 用 逐步 
近似 如 迭代 法 来 解 (13.4.23) 式 . 对 于 刚 球 势 (Wo 一 co), 在 这 里 又 磁 到 了 发 散 的 困 
难 , 因此 它 在 形式 上 还 不 适用 于 处 理 刚 球 势 问题 . 必须 再 作 变换 , 使 V(q) 不 明显 地 
出 现在 了 的 方程 中 . 

2. 嘎 里 欧 基 (Galitskii) 积分 方程 . 

考虑 (13.4.23) 式 中 最 简单 的 情况 : 假设 两 个 粒子 只 在 费 米 球 外 直接 散射 , 而 不 
涉及 费 米 球 内 的 粒子 , 也 就 是 不 用 考虑 媒质 的 影响 . 这 是 因为 考虑 低 密度 短程 相互 
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作用 下 媒质 的 影响 不 大 , 因此 两 粒子 的 动量 都 始终 在 费 米 球 外 , 相当 于 (13.4.22) 中 
|P/2 土 q| > ks 的 情况 . 所 以 N=1. 记 此 时 的 卫 为 To. 


nop P) = Vp-p)+ / BR Pp) 3.424) 
To 描述 了 自由 空间 中 一 对 粒子 的 相互 散射 . 它 相 当 于 两 体 散射 振幅 ，[o 的 积分 广 
程 的 形式 与 (13.4.23) 是 相似 的 , 而 且 仍 含有 相互 作用 势 . 下 面 要 用 和 迭代 的 方法 在 下 
的 方程 中 用 To 来 表示 , 使 得 相互 作用 V(q) 不 出 现在 的 方程 中 . 这 样 , 如 果 能 用 
某 种 方法 求 出 任意 强 相互 作用 的 To, 就 可 由 ro 求 出 . 为 此 我 们 引入 一 个 记号 算 
符 RR,, 它 对 任意 一 个 含 变量 p 的 函数 F(p) 的 作用 效果 为 


RoF(p) = F(p) - . ir) (13.4.25) 


由 此 ,(13.4.24) 式 可 写成 
RpTo(p,p'; P)=V(p—p") (13.4.26) 
利用 (13.4.24) 式 ,Rp 对 (p,p';P) 的 作用 效果 为 
RoT(p,p’;P)=V(p— Pp) 
dq N(P,q) 1 , 
+/ ve- re BE- Re/mrior| (oP;?) 
(13.4.27) 
求 (13.4.26) 的 道 式 , 成 为 
To(p,p’;P)= Rs'V(p—p) (13.4.28) 


现在 把 逆 算 符 Rs" 作用 于 (13.4.27) 式 两 边 . 在 等 式 右边 作用 于 V(p-p 人 ) 与 V (pq) 
函数 时 利用 (13.4.28) 式 , 得 到 


T(p,p’; P) = To(p,p'; P) 


_dg TV(P,g) 1 ， 

+ CE re 十 三 | T(g,p 中 
(13.4.29) 

此 式 称 为 嘎 里 获 基 积分 方程 . 它 在 求 时 只 需 用 到 To 而 不 出 现 相 互 作用 势 V(q). 


N(PD, 1 
(13.4.29) 式 中 的 因子 Br 去 | 有 如 下 的 


特性 : 在 |P/2+tq| > kp 时 , 由 于 N(P,q)=1, 这 个 因子 等 于 零 . 只 要 |P/2+q| 中 有 
一 个 小 于 血 , 它 就 不 为 零 . 因此 , 这 个 因子 代表 费 米 球 的 影响 , 使 积分 限于 费 米 球 以 
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内 . 在 低 密 度 时 ,ke 很 小 , 所 以 式 (13.4.29) 的 积分 项 贡献 不 大 . 作为 粗略 的 估计 , 设 
To 与 了 不 变 , 在 低能 散射 时 分 母 大 致 成 为 p29?/m, 则 积分 结果 为 


eg ToTke 


下 面 我 们 将 要 计算 出 , To 近似 为 4xah?/m. 因此 嘎 里 获 基 积分 方程 的 积分 项 与 


之 比 为 
TR 


Tr 
于 是 积分 项 中 含有 小 参量 kra. 在 作 逐 次 迭代 近似 时 , 收敛 很 快 . 现在 只 要 在 任意 
的 相互 作用 势 求 得 To, 即 可 解 出 工 . 

3. 荐 里 欧 基 积分 方程 的 解 . 

实际 上 To 所 满足 的 方程 (13.4.24) 与 与 满足 的 (13.2.23) 是 完全 类 似 的 , 在 
V(q) 一 oo 时 同样 发 散 . 所 以 不 能 直接 从 (13.4.24) 求解 , 而 必须 另 找 途径 . 

号 里 区 基 等 人 首先 注意 到 二 体 散 射 振幅 在 动量 表象 中 所 满足 的 方程 与 To 的 
方程 有 某 种 相似 性 , 并 且 找 出 了 To 与 二 体 散 射 振幅 之 间 的 普遍 关系 . 现在 来 推导 
这 个 关系 . 第 一 步 是 回顾 量子 力学 中 普通 的 散射 问题 , 并 利用 第 四 章 的 公式 . 

如 有 果 粒 子 受到 散射 的 相互 作用 势 为 V(z), 那么 在 以 散射 中 心 为 原点 的 坐标 系 
中 , 薛 定 齐 方程 为 


~ kra<l1 (13.4.30) 


局 2 一 13.4 

|- 训 沫 ra) w= Ey (13.4.31) 
对 于 两 个 完全 相同 粒子 的 相互 碰撞 散射 , 可 改 为 质心 系 . 这 时 势能 的 形式 不 变 , 粒 
子 质量 应 改 为 约 合 质量 m/2. 相当 于 一 个 约 合 质量 的 粒子 受到 同样 的 势 的 散射 , 只 
是 散射 中 心 位 于 质心 处 . 方程 的 形式 变 为 


2 
-入 v 十 ve)| w= Ey (13.4.32) 
今 
p= 二 台 u(Z) = 二 V(®) (13.4.33) 
那么 ， 
(V2 十 22)Wp(z) = vz) wp (7) (13.4.34) 


jp 是 质量 为 m/2 的 粒子 相对 于 散射 中 心 的 动量 , 也 就 是 两 粒子 间 的 相对 动量 . 参 
照 方 程 (1.1.34) 的 解 式 (1.1.35b), 可 写 出 (13.4.34) 的 形式 解 为 


pp(z) = -ee“ 十 /core 一 Z1)v(Z1)Wp(zZi)dzi (13.4.35) 
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其 中 GO+ 是 满足 (1.2.3) 的 解 (1.2.8) 式 : 


(0) -Ld a dg eig'(m 一 z1) 
GOs -0) = -让 - / | (13.4.36) 
当 XY 一 00 时 , 波 函 数 应 有 如 下 的 渐 近 行为 : 
ptz) 一 C or 十 fp p) S| (C 为 常数 ) (13.4.37) 


其 中 jip 与 fip' 分别 是 粒子 散射 前 后 的 相对 动量 , 并 有 |p| = lz 小 J(p'p) 是 二 体 散 
射 振幅 , 见 (4.3.4) 式 及 其 讨论 . 由 (4.3.7) 式 ,f(p',p) 满足 自治 方程 : 


dq TY 一 dg) 


f(p',p) 一 本 一 Dp) 十 喜 (Qn)3 Triorf(Y?) (13.4.38) 
令 f(p',p) = 一 4xf(p',p), 再 将 p 与 p' 对 换 , 那么 上 式 成 为 
f(p',p) — / ts fe, p)=vp—p") (13.4.39) 


第 二 步 是 将 此 式 与 To 满足 的 方程 (13.4.24) 联系 起 来 . 现在 两 式 已 经 是 非常 相似 的 
本 仍然 采用 得 到 (13.4.29) 式 的 方法 . 再 设 一 个 记号 算 符 Ly, 它 对 F(p) 的 作用 效 
有 果 为 


LpF(p) = PF(p) 一 / dg Wp) (13.4.40) 


(27)3 p2 — gq2 + iOt 
因此 (13.4.39) 式 可 写成 
Lpf(p,p') = v(p— Pp") (13.4.41) 
将 (13.4.39) 两 边 乘 以 m/ 忆 , 并 令 e=mB/ 总 , 再 作用 以 L,, 其 效果 为 


mm 
Los To(p, p';P) =v(p—p’) 


(13.4.42) 
(13.4.39) 的 逆 式 为 
f(p,p) = Ls'v(p—p") (13.4.43) 
把 L>! 作用 于 (13.4.42) 式 : 


mm 2 
震 1o(P,P';P) =f(p,p") 


dg : 1 1 m 
= :P 
+ Can) P, 9) (rr A 2 0(q,p; ) 
(13.4.. 
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这 是 To 与 广 的 直接 联系 . 现在 求解 To 时 已 不 需要 出 现 V(q), 只 要 通过 散射 振幅 
f( 这 是 个 有 限量 ) 就 能 求 出 To. 这 样 就 最 终 消 除了 刚 球 势 发 散 的 困难 . 

在 To 与 了 的 关系 中 参数 = 起 着 控制 作用 , 假如 令 s=22, 则 上 式 右 端的 积分 项 
等 于 零 , 此 时 

去 Do =f(p,p), e=p = (13.4.45) 

mo/ 记 就 是 自由 散射 振幅 f. 一 般 情况 下 , mITo/ 太 不 完全 等 于 f, 还 应 包括 e#p? 
时 积分 项 的 贡献 . mo/ 记 与 f 的 这 一 差别 来 源 于 自由 散射 幅 仅 仅 代 表 实 弹性 散射 
过 程 . 而 自由 空间 中 一 对 粒子 的 有 效 散 射 相互 作用 To, 是 由 本 退化 ( 令 N(P,gq)=1) 
得 来 的 . 它 包 括 了 梯形 图 图 13.35 中 的 一 系列 中 间 散 射 过 程 或 虚 过 程 . 对 于 中 间 过 
程 , 自由 粒子 线 的 第 四 分 量 po 是 独立 参数 , 不 能 与 给 定 动量 p 的 自由 粒子 能 量 
(22/72m) 混为一谈 同 理 , 式 (13.4.44) 式 中 , s= mB/ 成 也 是 中 间 过 程 的 参量 寿 
不 考虑 中 间 过 程 , 只 讨论 实 过 程 , 则 已 就 等 于 质心 系 中 一 对 粒子 的 总 能 量 成 p2/2m 
十 让 (一 p)2/2m = 及 p?/m. 若 散射 又 是 弹性 的 , 则 |p| = |p' 这 时 才 有 e=p?= p*. 
所 以 , 量子 力学 计算 的 f 只 代表 一 次 实弹 性 散射 过 程 的 散射 幅 , 而 格林 函数 方法 所 
计算 的 mPo/ 让 包括 了 虚 过 程 或 多 次 散射 过 程 的 影响 . 

在 量子 力学 中 , 已 经 对 两 体 弹性 散射 幅 求 出 了 严格 解 . 无 论 散 射 势 有 多 强 , 由 
分 波 法 , 散射 幅 为 


fp， 2 ) 一 > 

l=0 

其 中 0 是 p 与 p' 的 夹 角 , 刚 球 势 散射 的 相 移 5 由 7 = a 处 波 函 数 为 零 的 边界 条 件 

决定 . 在 低 密度 和 短程 相互 作用 情形 下 , 重要 的 是 低能 散射 . 取 长 波 极限 pa<1, 得 
到 


2 lo sin 0,P(cos0) (13.4.46) 


Ca)> 
Jp) = QF DU Du pel (13.4.47) 


60(p) = 一 pa 


其 中 (2+1DU=1.3.5. … (21 一 1)(21+1). 当 1 增 大 时 ,61 迅速 减 小 , 故 !=0 部 分 的 波 
(s 波 ) 为 f 的 主导 项 . 此 时 


f(p,p) = -a+ipa?+O(p?a’), |p|=|p|—0 (13.4.48) 


这 是 个 有 限 的 量 . 
现在 可 以 最 终 写 出 To 和 耳 的 表达 式 了 . 将 (13.4.44) 的 To 达 代 一 次 , 把 
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(13.4.48) 的 f 代入 , 注意 了 = -4rf, 取 到 o2 项 为 止 的 结果 为 
二 To(p， p'; P) =4na — 4nip'a 


+/ dy An 2 2 4ra 十 
(2n)3 Sl q2+i0+ 22 一 0q2 十 i0+ 


(13.4.49) 
整理 得 
/py dna, , (Ara)? 2 dq 1 _p_ 1 a 
To(p,p';P) = ml 十 而 玫 (27)3 E 一 q2 十 i0+ 二 十 
(13.4.50) 


最 后 一 项 的 卫 表示 取 积分 的 主 值 , 因为 虚 部 的 积分 结果 正好 与 (13.4.49) 中 -4rip'a 

相抵 消 . 者 只 取 至 a 的 一 次 项 , 则 Fo= 4ra 让 /mm, 这 就 是 低能 散射 振幅 的 数值 . 因 

此 . 中 间 过 程 只 导致 a 的 二 次 以 上 的 修正 项 , 说 明 在 低 密 度 、 短 程 力 的 条 件 下 , 中 间 

过 程 的 影响 并 不 大 . 将 (13.4.50) 代入 咀 里 落 基 积分 方程 (13.4.29), 令 忆 迭代 一 次 ， 

得 卫 直至 O(a?) 项 的 表示 为 

. 4na 4nxa)? d N(P, 1 

T(p,p';P) = i | a (a 0 -Pz 人 

(13.4.51) 


其 中 1/(s -42+i0+) 的 项 相互 抵消 . 这 里 也 已 经 全 由 已 知 量 来 表示 了 . 
13.4.3 ”物理 量 的 计算 结果 
计算 梯形 图 近似 下 的 正规 自 能 . 先 将 (13.4.15) 中 的 工 用 质心 坐标 系 表 示 ， 


(Pa kki) = T(p,p; P), T (kik, kki) = T(—p, p; P) (13.4.52) 
这 里 相对 动量 p 与 四 维 总 动量 如 下 ， 
p= 3(k— ki), 二 (13.4.53) 
(13.4.15) 式 成 为 
dk 


2 (1) = 7"(k,w)=i / Gn) (KT (p,p; P)+T(-p,p;P)] (13.4.54) 
由 (13.4.50) 看 到 , 到 a? 的 量 级 为 止 有 
T(p,p;P)= TT(-p,p;P) (13.4.55) 
(13.4.54) 就 简化 成 一 项 . 


ZL*(k,w)= -ry | ho Rn) Tp, P) (13.4.56) 
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了 的 表 式 (13.4.51) 已 展 至 @2 的 量 级 . 相应 地 ，2* (jw) 也 写成 按 a 的 寡 次 展开 的 
形式 . 
D*(k,w) = De), w) + Pio) (kw) + (13.4.57) 


应 注意 这 儿 的 下 标 表示 a 的 等 次 而 不 是 微 扰 级 次 .(13.4.57) 中 的 每 一 项 都 已 反映 了 
全 部 梯形 图 求 和 的 成 果 . 把 (13.4.51) 代入 (13.4.56), 得 到 


TO) Kk,w) = 一 i 1 二 Go (ki) Te ioa0 (13.4.58) 
d4K1 ,0 iuo+ ra,2f dg N(P,g) 1 
本 人 1w A A pr Pp 
2(2) (k, w) /Sc (k1)e i (27)3 < 一 92 十 iN(P, q)0+ p2—g2 
(13.4.59) 


其 中 的 收敛 因子 exp(iwi0+) 并 不 是 无 缘 无 故 加 入 的 . 这 是 在 图 13.29 的 两 个 图 形 中 
本 身 就 带 有 的 (回忆 图 形 规则 或 参看 (10.4.2) 式 ). 本 节 前 面 的 公式 中 都 未 写 明 这 个 
因子 , 现在 补 上 .(13.4.58) 容易 算出 


4rra dk1 dw1 ; 十 ho(|ki| 3 kF) hi0(kF = [1|) 
D* (hk a 2 iw10 
a)( 网 / (27)3 2 3 hui eat+iot fwi— er — i0+ 
4na,, « dki 下降 2 
i et k — 一 一 
m | Carn) rk) m Bn 


(13.4.60) 

这 是 小 参量 的 一 次 量 级 . 注意 这 是 个 常数 , 与 kw 无 关 .(13.4.59) 的 计算 是 复杂 的 ， 
因为 由 (13.4.53) 和 频率 wi 通过 组 合 

1 


2 m 1 2 
= 一 一 ——P 13.4. 
= 太 B= -iP?= w+) 7 (13.4.61) 


出 现在 分 母 中 . 对 wi 的 积分 与 计算 (13.4.20) 式 时 相似 . 结果 是 


,La Pe ee Olkp — |k1|)0(IP/2+ ql — ke)O(IP/2— g| ~ ke) 
We ple- 
mw/h — k2/2 + kk? — gq? — i0+ 7 二 02 
(13.4.62) 
其 中 利用 了 关系 
pp (13.4.63) 


这 是 从 (13.4.53) 得 到 的 . 
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低 密度 刚 球 系统 的 格林 函数 现在 可 取 如 下 的 形式 : 
瑟 


G(k,w) ~ oo— He) sR) (13.4.64) 
其 中 元 激发 由 分 母 的 零点 决定 | 
fiw = Ek — Do) (kw) — De) (kw) = ep + ifiyn (13.4.65) 


实 部 是 准 粒 子 的 能 谱 . 虚 部 的 Ye 是 阻尼 系数 , 其 倒数 是 准 粒子 的 寿命 . 能 谱 的 主要 
项 是 动能 . 其 他 两 项 是 磁 擅 散射 的 梯形 图 引起 的 修正 . 它们 分 别 为 kra 与 (kpa)? 的 
量 级 , 所 以 是 一 级 、 二 级 小 量 . 因此 有 


2 
Ri Lk [1 + O(kpa)] (13.4.66) 


可 在 二 (2) 中 把 w 用 hk2 /2m 来 近似 代入 而 不 影响 (2) 的 精度 . 于 是 


让 hi2ke dkidg 
Ek 十 访 ———k? FE/ 一 天 2 2 
k + liYyp Dm 十 本 CE Fa 16x’(kra) CA 


01 — ko(IP/2+ gq|— 1)0(|P/2- gl-1) 


2D2 一 92 十 i0+ 
ba 一 1)0 一 IPA/2+dh)b1 一 |IP/2 一 qh) ,0(1—hi) 
a 人 Pe + O(kSa3) 


(13.4.67) 


所 有 波 天 都 写成 以 kr 为 单位 , 使 积分 成 为 无 量 纲 的 . 

(13.4.65) 的 计算 是 麻烦 的 . 嘎 里 欧 基 已 算出 了 实 部 与 虚 部 . 我 们 只 是 引述 他 的 
结果 : 

(1) 单 粒子 激发 的 寿命 : 在 费 米面 附近 , 即 |k 一 kp| < kF 时 ， 


2 
jp = i (Kea) (kp —k)?sgn(ke — k) (13.4.68) 


显然 , yx 在 ke 处 变 号 , 当 上 > kp 时 yp <0, 极点 在 下 半 平 面 ; 当 < ks 时 , yx >0， 
极点 在 上 半 平 面 . 当 k 一 kp 时 Yk 按 (k 一 kF)? 趋 于 零 , 因而 寿命 rk =1/7k 趋 于 无 
穷 长 . 

(2) 化 学 势 : 按照 9.2.1 节 介绍 的 莱 曼 表示 , 在 准 粒子 能 量 sk >/ 时 , 格林 函数 
的 极点 在 下 半 平 面 sk < 时 , 极点 在 上 半 平 面 . 现在 的 分 界线 在 有 = ks 处 , 所 以 
准 粒 在 ks ee 


4 
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(3) 有 效 质 量 : 靠近 费 米面 , 能 谱 可 展开 为 泰勒 级 数 . 


0 hi2k 
Eg = E(kF)+ Se les (ko krF)+. = eps 十 a (k — kr) (13.4.70) 


mn* 


这 里 用 费 米 面 上 的 sx 的 斜率 定义 有 效 质量 


= 
m* = hi2kEp ( 溉 四 (13.4.71) 
有 效 质量 的 计算 结果 是 
~ 1+ a(7In2 _ (kpa)? (13.4.72) 


其 中 没有 kpa 的 线性 项 . 这 是 因为 5%) 是 常数 值 
(4) 基态 能 量 , 基态 能 量 可 以 用 9.2.2 节 的 公式 算出 . 但 用 下 面 的 办 法 更 简单 
量子 力学 系统 的 基态 只 有 一 种 可 能 的 状态 , 所 以 炉 5=0. 这 时 化 学 势 可 由 基态 
能 量 来 计算 . 


(器 ) (S =0) (13.4.73) 
在 不 变 体积 V( 并 保持 S$=0) 的 情况 下 , 对 上 式 积 分 . 
Es 
六 上 udN (13.4.74) 


N 
4 正比 于 如 的 宕 次 . 在 不 =(3r2N/T)U3 中 出 现 N. 利用 积分 [kp(N JdN’ = 


3 n 
N 
te 2 


E ff,[3 2 4 
a 13.4.75 
N -2m 3 ra sr | ) | 


本 节 讨 论 的 相互 作用 , 本 来 是 不 论 费 米子 还 是 玻 色 子 的 . 不 过 用 了 费 米 球 的 概 
念 , 所 以 实际 上 讨论 的 是 费 米子 . 对 于 玻 色 子 , 我 们 将 在 817.5 中 讨论 碰撞 相互 作用 . 


习 题 
1. 证 明 HFSC 方法 在 无 外 场 时 得 到 的 单 粒子 能 量 为 (13.2.23) 式 . 即 一 级 正规 
自 能 避 *(1) 已 经 满 自 洽 的 要 求 , 无 须 作 第 二 次 迭代 . 
2. 如 末 电 子 之 间 的 相互 作用 的 形式 为 


Wn (T — 2)= Volls — 2D du + Vi(ls — zo cs 
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与 出 正规 自 能 的 表达 式 和 哈 特 里 - 福 克 方 程 以 代替 (13.2.14) 和 (13.2.18) 式 . 

3， 一 个 均匀 的 自 旋 为 5 的 费 米 系统 , 其 相互 作用 势 是 与 自 旋 无 关 的 V(r) = 
Voe™™’/r. 

(1) 计算 哈 特 里 - 福 克 近 似 下 的 正规 自 能 . 从 而 求 出 单 粒子 能 量 sk 以 及 费 米 能 
EF 一 内. 

(2) 证 明 , 对 于 长 程 相互 作用 jiFa 六 lsF 中 的 交换 贡献 相 比 于 直接 项 是 可 忽略 
的 ; 但 是 对 于 短程 相互 作用 kpa <1, 交换 贡献 于 直接 项 是 接近 的 . 


1 
(3) 证 明 , 此 时 有 效 质量 m* 一 fk {2 只 由 交换 贡献 决定 ， 算 出 
Ok kkp 


m*, 并 讨论 kpa 污 1 和 kpa <1 的 两 种 极限 情况 . 
(4) 讨论 这 个 模型 在 a -oo 的 极限 情况 . 
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814.1 线性 响应 函数 


对 系统 加 上 外 场 , 或 更 一 般 地 说 , 对 系统 施 以 某 种 扰动 的 话 , 则 系统 的 一 些 性 
质 , 如 热力 学 量 , 会 产生 相应 的 变化 , 这 就 叫 响应 (response). 

如 果 外 场 (扰动 ) 比较 小 , 则 热力 学 量 的 变化 与 外 场 (扰动 ) 成 正比 , 为 线性 关系 . 
这 就 是 线性 响应 . 其 比例 系数 (一 般 是 个 函数 ) 称 为 线性 响应 函数 (linear response 
function). 较 早 的 文献 中 有 称 之 为 广义 极 化 率 (generalized susceptibility). 它 可 以 用 
格林 函数 来 表达 . 

推导 线性 响应 公式 有 两 个 前 提 : 一 是 扰动 较 小 , 这 儿 较 小 的 含义 是 : 由 扰动 引 
起 的 哈密 顿 可 以 作为 微 扰 来 处 理 , 二 是 响应 能 够 及 时 追随 扰动 . 为 了 做 到 这 一 点 , 需 
要 假定 绝热 条 件 , 令 扰动 是 缓慢 加 上 去 的 . 在 t= -co 时 , 系统 处 于 平衡 态 , 或 叫做 
纯 态 . 哈密 顿 量 为 H. 

扰动 一 般 是 由 外 场 引起 的 . 现在 考虑 对 系统 加 一 外 场 玉 , 作为 一 般 情 况 , 设 外 
场 为 矢量 . 设 初始 条 件 为 

F(x,t=—00)=0 (14.1.1a) 


如 果 外 场 本 身 并 不 含 时 间 , 为 了 做 到 这 一 点 , 可 令 
F(x,t) = eo tF(z) (14.1.1b) 
即 加 上 一 个 因子 errt 使 之 符合 条 件 (14.1.18)， 
设 扰 动 引 起 的 哈密 顿 量 为 
3 
Hi=— /ac ‘F(z,t)=— > dsCa(w) Pale (14.1.2) 
Q 一 1 


其 中 C 应 是 系统 本 身 的 某 一 个 物理 量 . 由 于 扰动 , 系统 内 就 有 一 个 力学 量 D 受到 
变化 , 变化 的 量 为 AD. 现在 来 推导 这 个 变化 量 的 表达 式 . 注意 , 由 于 这 儿 的 C 和 
D 是 系统 本 身 的 物理 量 , 因此 都 是 算 符 . 外 场 F(t) 不 是 算 符 . 但 表现 了 总 随时 间 
的 变化 . 举例 来 说 , 外 加 电磁 场 后 引起 的 哈密 顿 量 为 


Hi = - | ae; “A(x,t) — | daenv(s,d) (14.1.3) 
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其 中 4 与 y 为 外 场 的 矢 势 与 标 势 , j 与 n 分 别 为 系统 内 的 电流 密度 与 粒子 数 密度 
算 符 . 忆 、C 和 万 这 三 个 量 也 可 以 都 不 是 矢量 , 以 下 的 推导 过 程 不 变 . 

假设 扰动 之 后 , 总 的 哈密 顿 量 为 - 


Hr=H+ 人 Hi=H- f ascle) “F(Z,t) (14.1.4) 


它 与 有 是 对 易 的 . 此 时 物理 量 D 在 系 综 内 的 统计 平均 是 
trlpoD] = (pnlpo DI) 3 20 De (Vn| DIYn) (14.1.6) 
加 上 扰动 后 , 系统 的 统计 算 符 应 是 
e~BHT 
p(t) = (14.1.7) 
由 于 (14.1.1) 式 , 有 
p(t = —00) = po (14.1.8) 


物理 量 D 的 统计 平均 是 
tr[p(t)D] = (nDlp(O Dn(t) = 2 eeB 的 (加 的 | 加 的》 (14.1.9) 


我 们 要 计算 的 是 扰动 引起 的 D 的 变化 量 
AD = tr[p(t)D]| ~ tr[poD] (14.1.10) 


要 注意 的 是 , 此 式 右边 两 项 的 求 平均 所 用 的 状态 是 不 一 样 的 , 见 (14.1.6) 和 (14.1.9) 
两 式 . 因为 扰动 肯定 是 要 引起 状态 的 变化 的 . 

现在 我 们 假定 , 扰动 虽然 引起 了 状态 的 变化 , 但 是 不 改变 状态 的 数目 与 顺序 . 因 
而 wr()) 号 |wn) 是 一 一 对 应 的 . 即 , 扰动 时 状态 |yn) 变化 成 | 加 人 的) 这 就 是 状态 
随时 间 的 演化 .88.2 中 已 经 介绍 过 , 可 以 用 时 间 演 化 算 符 来 表示 这 种 变化 . 由 于 现在 
的 哈密 顿 量 是 时 间 的 函数 , 应 该 定义 


Alt,t0) = [ dt1Hr(ti) (14.1.11) 


0 
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态 随时 间 的 演化 如 下 . 
人 的) = eiA tto)/R ap,) (14.1.12) 


此 式 是 满足 醉 定 计 方 程 的 . 在 88.2 中 , 我 们 已 经 求 出 了 相互 作用 表象 中 的 时 间 演 化 
算 符 
Ui(t,t0) = eiHt/ho—iA(t,to)/ho—iHto/h (14.1.13) 


的 近似 到 一 级 的 表达 式 为 


t 
所 / dti Hilti) (14.1.14) 
ih J 
见 (8.2.18) 式 . 
Hi(t) = eHt/hH eiHt/h (14.1.15) 


本 节 的 Hr 和 五 分 别 对 应 于 88.2 的 互 和 Ho.D 与 C 随时 间 变 化 的 关系 定义 如 下 : 
D(t) = elt/N De Nt/h O(t) = eiHt/hOe-iHt/h (14.1.16) 
状态 随时 间 的 演化 如 下 : 


[wn 人) ,im eiHi/RU (t, to)eiHto/Rlay,) 


人 (14.1.17) 
= lim e-iHi/h E 十 天 人 db 机 (| 的 
oo 迈 / 


0 二 
代入 (14.1.6) 式 ， 
1 /t o 
Ee ， 一 1 —BE,(t) —iHto/hh 有 i iHE/h 

tr[p(t) DI] 一 ,lm Z > e (wk : 访 人 dt1Hi | © 

t 

x De-iHt/h [ 十 去 / 上 本) orion ) 
0 


_ Fy of i 
= 0 ei | 一 ee) 
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t 
= 2 De Ow DO) -autai(), pO) 


D(t) E + 人 dt (a)| 


(14.1.18) 
其 中 已 经 忽略 了 相互 作用 的 二 次 方 项 . 下 面 再 做 近似 , 把 统计 权重 中 的 能 级 为, 人 
近似 为 无 扰动 时 的 E. 相当 于 (14.1.9) 式 中 取 p(t)= po. 这 要 求 扰动 导致 的 能 级 的 
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移动 是 很 小 的 . 


“pOD]= De { DO -En PO} Wn) Gaag 
上 面 的 所 有 近似 都 要 求 : 扰动 确实 是 微 扰 . 如 此 ,线性 响应 的 公式 才 有 效 
现在 可 以 求 得 (14.1.10) 的 结果 


SD = -| a Dnlool H(t), POO,) 
= a/ dtitr{po[Hi (ti), D(t)]} 
i an /aa [DCE), C(t1)]) : Fw1,t1) 


;3 fa/ dt10( (t —t1)( [D( (£),C. a (1,ti Dr a (zw1,t1) 
3 


jaf dtigBo, (t, ti1)Fo (x1,t1) (14.1.20) 


此 式 说 明 , 当 加 上 外 场 五 后 , 相应 的 物理 量 D 的 变化 与 外 场 成 正比 , 比例 系数 正 是 
(9.1.2) 式 定 义 的 由 DD 与 另 一 物理 量 组 成 的 推迟 格林 函数 .此 式 称 为 久保 (Kubo) 
公式 , 是 线性 响应 理论 中 最 基本 的 公式 . 它 表 示 到 时 刻 的 扰动 , 在 t+ > 二 时 刻 对 也 
产生 的 影响 经 常 遇 到 的 情况 是 D = C. 下 面 要 讲 的 磁化 率 就 是 一 例 . 我 们 要 记 
住 , 如 果 是 恒定 的 不 随时 间 变 化 的 外 场 , 那么 , 绝热 假设 要 求 应 该 有 一 个 因子 eo 
见 (14.1.1b) 式 . 

把 (14.1.20) 的 分 量 明确 写 出 来 , 并 且 如 果 DD 还 是 坐标 的 函数 , 有 


ADa( z,t) -这 /及 dti1ZpaFa(T1,t1) (14.1.21) 
那么 系数 就 是 


1 
Zpa = gD Dp, (zt zl 三) (14.1.22) 


假定 推迟 格林 函数 只 是 时 间 差 圭一 珀 的 函数 , 那么 可 做 傅 里 叶 变换 . 为 简便 起 
见 , 我 们 忽略 表示 直角 坐标 分 量 的 下 标 . 


(w) Em - 辫 / ei“tdtAD(t) = )=-# 芭 人 eat dt | dwigBolht) t, t1)F (x1, 1) 


(14.1.23) 


9 
名 
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结果 是 如 下 的 线性 关系 ， 
AD(w) = a(w)F(w) (14.1.24) 
(14.1.23) 式 右边 计算 的 具体 步 又 是 , 将 F(t1) 作 传 里 叶 展开 ,写成 / eivit p(w) 


a 


5 一 , 再 将 e 指数 上 的 量 写成 wt 一 ti 二 w(t 一 在) 一 (wi 一 w)t1, 令 t 一 刀 三 7, 则 对 
T -的 积分 与 王 无 关 , 对 dt 积分 可 得 到 6(w 一 i), 最 后 得 到 响应 系数 为 


a(w) = 了 局 eiotqt0(t)([D(t), C(0)]) = — 下 iotdigR 人 (14.1.25) 


此 式 表 明 响 应 系数 a(w) 是 gBc(lt) 的 健 里 叶 分 量 . 从 89.2 已 知 由 格林 函数 可 求 出 
系统 的 热力 学 量 . 本 节 则 表明 格林 函数 可 求 出 线性 响应 函数 . 例如 由 电流 对 电场 的 
响应 可 写 出 电导 率 . 由 磁化 强度 对 磁场 的 响应 可 求 磁 导 率 , 以 及 热 导 率 , 扩散 系数 等 
等 . 因此 , 利用 格林 函数 这 一 手段 , 几乎 可 了 解 系统 的 所 有 物理 性 质 . 

现在 我 们 把 响应 系数 写成 另 一 表达 式 , 以 便 后 面 与 松原 线性 响应 系数 作 比 较 . 


“=5/ et onllD() C0) ~ CO) EOI) 
= [aot lml Doh) (nlC (Ot) ~ (lO) ln) (nl DCO lm) 
(14.1.26) 


下 面 再 用 (14.1.16) 代入 , 有 HIm)=emlm), 9(t) 用 (9.1.22) 式 , 再 令 (mlDlm = Dy 
(mlCln) 一 Crmm， Wmn=(E£m—én) 本 


i 


deette- A — pm) 


14.1.27 
> i ( ) 
mn Lv 一 Wmn 十 i0+ 
再 由 pn 一 pm = e 一 Den e 一 Dem 一 pnll < e—Phwmn), 得 : 
D Crin nn Pt 
a(w) =—) (1 ~ eBhwmn) (14.1.28) 


CA Ww — Wrmmn 十 i0+ 
注意 : 前 面 的 推导 过 程 使 用 的 哈密 顿 量 态 和 相应 的 本 征 态 |m) 是 属于 未 微 扰 系统 
的 . 
和 久保 公 式 还 有 另外 一 个 形式 . 我 们 来 给 出 这 个 形式 . 首先 证 明 一 个 恒等式 . 对 
于 算 符 C(t) =e Ce- “有 


有 
[C(t), ehH] = -ie [ DCE) (14.1.29) 
0 
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此 式 证 明 如 下 . 从 等 式 的 右边 出 发 ， 
.gH [/* 8 , en 
一 ie a dC -iN)=e oie ds C(t — id) 
=e Ales C(t)e 8 — C(t)] = [C(t),e-8H] 
(14.1.30) 
此 即 (14.1.29) 式 . 先 利用 (14.1.1) 式 , 将 (14.1.2) 式 写 成 如 下 形式 : 
Hi(t) = eo tH! (14.1.31) 


现在 H' 中 不 含 时 间 了 . 把 (14.1.31) 代入 (14.1.20) 式 . 


下 ~ 1 


AD(z,t) 一 -人 e0 dtitr{po[H’'(t1), D(z,t))} 


一 i/ e0 tdtitr{[H’(t1), po] D(z,t)} 


i t 0 十 t 。 一 B 万 O = 
三 二 e “diitr4 一 ie dA——H'(ti — iM)D(z,t) 
万 一 oo 0 Ot1 


| 二 0 
= a/ e0 tidt1 上 dA—H’(t1 —iA)D(z,t) (14.1.32) 
三 一 ceo 0 Ot1 


其 中 在 求 迹 号 内 做 了 算 符 轮 换 , 然后 把 (14.1.29) 式 代入 ， 此 式 可 称 为 零 频率 公式 ， 
因为 它 的 实 部 不 含 频率 . 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 设 Br 有 


Re 全 e0 tidt1 人 dA(K(ti 一 pe] 
一 Do 0 


上 。 5 
= Re {/ enan 人 dA 和 >_(nleSHe\eiHt Ko Heo-iHh Im) lem poo) 
- 0 


Oo nm 


t Bb 
= Re 3 ebE" / dt1 上 dMe\(En—Em)e0ttioi(En— Brm)tl 
一 OO 0 


em pn) (nlK lm) (ml D(e) ly) ) 


= Re VD eeoetn|Em(nlD( 风 
0 (En — Em) 一 i0+ 


nm 


= Re [=/ dAe*(En Em) PE 二 +ind (En — Em) xmopa| 
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= 18D ,ee He"6(En — En)(nlK|m) (mlD(z)n) (14.1.33) 
此 处 假定 了 和 DD 都 是 实 量 . 由 此 式 可 知 , 实 部 必然 有 如,= in, 因此 频率 为 零 . 
要 特别 注意 一 个 区 别 : (14.1.20) 式 右 边 是 用 推迟 格林 函数 来 表达 的 . 而 (14.1.32) 
是 右边 是 用 关联 郴 数 来 表达 的 . 
本 节 的 线性 响应 的 公式 中 , 算 符 是 在 正则 系 综 中 的 相互 作用 绘 景 的 量 . 820.3 中 
会 看 到 一 个 将 正则 系 综 中 的 相互 作用 绘 景 的 算 符 转换 成 巨 正则 系 综 中 的 相互 作用 
绘 景 的 算 符 . 


814.2 ” 虚 时 线性 啊 应 函数 


上 一 方 中 利 用 热力 学 格林 函数 可 求 出 线性 响应 函数 , 以 了 解 外 场 对 系统 扰动 时 
系统 内 力学 量 的 变化 . 松原 函数 也 应 该 能 够 达到 这 个 目的 . 松原 函数 是 虚 时 间 的 函 
数 , 因此 只 能 得 到 虚 时 间 的 线性 响应 函数 趾 ( 也 称 松原 响应 函数 ), 再 由 此 来 求实 际 
的 啊 应 函数 . 为 了 做 到 这 一 点 , 要 分 两 步 走 : 第 一 步 , 类 似 于 (14.1.25) 式 的 实时 响应 
系数 a(w), 要 求 出 一 个 虚 时 的 响应 系数 ar(6) 的 公式 ; 第 二 步 是 找 出 ar(5) 与 a(w) 
之 间 的 关系 . 

作 t 一 -ir 的 替代 将 实时 改 为 虚 时 . 这 儿 7 的 取 值 范围 是 [-Bi, 8. 设 系 统 
受到 一 个 微 扰 

Hi = -~CF(r) (14.2.1) 


其 中 各 符号 的 意义 与 上 一 节 相 同 , 只 是 以 虚 时 间作 为 变量 . 我 们 用 811.1 中 的 公式 . 
那儿 的 五 ~pN 和 Hop 分别 对 应 于 本 节 的 Hr 和 互 . 
回顾 前 面 介绍 过 的 三 种 绘 景 . 在 蓄 定 汕 绘 景 中 , 力学 基 算 符 不 随时 间 变 化 , 而 
状态 随时 间 变 化 . 力学 量 在 系 综 中 的 平均 值 随时 间 的 依赖 由 状态 来 体现 . 在 海 森 伯 
绘 景 中 , 力学 其 算 符 随时 间 变 化 , 而 状态 不 随时 间 变 化 . 力学 量 在 系 综 中 的 平均 值 
随时 间 的 依赖 由 算 符 来 体现 . 这 两 种 平均 值 是 完全 相等 的 . 所 以 我 们 用 海 森 伯 绘 景 
来 计算 平均 值 . 按照 (11.1.12) 或 者 (11.1.14), 一 个 力学 量 在 有 扰动 系 综 中 的 平均 值 
可 以 借助 于 虚 时 演化 算 符 写成 在 无 扰动 系 综 中 的 平均 值 . 
r{fe-B(Ho—pN) 二 
(DH(7)) = ed (14.2.2) 
此 式 的 左边 是 在 有 扰动 系 综 中 的 求 平均 , 而 右边 是 在 无 扰动 系 综 中 的 平均 值 . 虚 时 
演化 算 符 的 表达 式 是 (11.1.8) 


U (7, 0) = bs ji/ driHi(ni)U (ni,0) (14.2.3) 
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我 们 在 (14.2.2) 式 的 分 母 中 的 U 只 取 到 (14.2.3) 式 右 边 的 第 一 项 . 那么 
(Da(r)) = tr{poTr [DiI(7T)U (BR, 0)]} = trlpoU (Bh, 7) DI(T)U (7, 0)] (14.2.4) 


再 将 其 中 的 UV 取 到 (14.2.3) 式 中 的 一 级 近似 . 


Bh 和 
(DH(7)) = {a nyan D1i(7) E 二 1 (ra)an| | (14.2.5) 


其 中 第 一 项 tr[poD1(7)]=tr[poD]=(D)o 移 到 左边 成 为 AD(r). 略 去 二 阶 项 后 成 为 


Bh T 
AD) = -ee | / HI an Dt 0 | myan | } 


Bh 
涯 em | 。 Oni — 7T)OCIN)F (ni) Di(T)dn 

Bh 

pe / gr - rn)Ci(n) Pn)an| } 
Bh 
二 tr {a [ nnicaeDpoeen 
Bh 

- | dn (TIC(n) DD Fn) (14.2.6) 


由 此 式 看 到 , 线性 响应 可 以 用 松原 函数 来 表达 . 

和 C 都 是 可 测量 的 力学 量 , 有 经 典 极限 , 所 以 应 按 玻 色 子 算 符 来 处 理 . 现在 
对 (14.2.6) 式 作 傅 里 叶 变 换 , 因 7 的 取 值 范围 有 限 , 频率 只 能 取 分 立 值 . 又 由 于 等 式 
右边 为 一 由 玻 色 算 符 组 成 的 松原 函数 , 按 811.2 所 介绍 的 性 质 , 傅 里 叶 展 开 的 频率 
只 能 取 偶数 6% =2nn/(B 有 局 . 作 变 换 


二 Bh ，_ 
AD(ié,) = | eicn7A 万 (r)dr, F(T = 需 》 》 (ién)e "7 (14.2.7) 


ma Bh Bh oo 
AD(ié,) = ,| Td 人 tn 质 ， 2 Fliém)e <™™ (Tr[C(n)D(7))) 
= mf eer SS Phe (O(n) DD 


ee 


(14.2.8) 
现在 令 7- 刀 =7'， 则 松原 函数 只 是 “时 间 差 ?7' 的 函数 而 与 无关, 对 Ti 积分 得 
bnm, 再 对 m 求 和 得 到 FF(iG). 7 和 i 的 积分 范围 是 0~Bi. 由 于 TD 的 限制 , = 
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一 nl 的 积分 范围 仍 是 0~BA. 
Ne Bh . 
De = 人 seerdrtrrID(rJCO))PGen) (14.2.9) 


响应 系数 为 
ar(én) = | errdr(D(T)C(0)) (14.2.10) 


由 于 必然 有 7 >0, 所 以 编 时 算 符 T 可 去 掉 . 现在 得 到 了 与 (14.1.25) 式 的 a(w) 相 
似 的 表达 式 , 实现 了 第 一 步 . 为 了 实现 第 二 步 , 作 下 述 操作 


"(6)= 于 An J elsr(mlD(rjln)(nlClmydr 


@ié1Bh—wnmBh = |] 
a Eis17 ed 二 人 Dom DrnCnm i 
mn i&, 一 Wnm 
二 >》 oR ee hg 
po 1&1 一 Wmn 
(14.2.11) 


其 中 令 (nClm) = ri (n|D|m) = Dnm /hh, Em — EF,= hwnm,, 对 d7 积分 后 ， 得 用 了 
G =21m/( 提 , 最 后 一 个 等 号 将 m 和 n 交换 , 将 (14.2.11) 式 与 (14.1.28) 式 比较 , 有 


Qar(€1) =a(it), &>0 (14.2.12) 


由 (14.1.25) 式 可 以 看 到 , 当 w 取 在 虚 轴 的 正 半 部 分 时 ， a(w) 是 个 实 量 , 所 以 函数 
Qr(61) 在 6 > 0 时 是 实 函 数 ,又 从 (14.2.11) 式 看 到 , ar (一 1)=at (G1)=ar (41), 故 
ar(40) 是 4 的 实 的 偶 函 数 . 

将 (12.4.11) 作 ic 一 w+i0+ 的 解析 延 拓 , 就 得 到 (14.1.28). 


a(w) = ar( 记 一 ww 十 i0+) (14.2.13) 


这 与 松原 函数 解析 延 拓 成 推迟 格林 函数 的 方式 一 样 . 

最 后 我 们 要 做 一 点 说 明 . 本 节 我 们 用 811.1 的 公式 得 到 了 响应 函数 . 为 什么 在 
上 一 节 我 们 没有 类 似 地 仿照 88.1 的 公式 得 到 了 响应 函数 呢 ? 原因 是 88.1 中 , 在 相 
互 作用 状态 中 的 平均 值 借助 于 时 间 演 化 算 符 写成 在 无 相互 作用 状态 中 的 平均 值 的 
公式 , 只 是 针对 基态 是 严格 的 . 而 在 814.1 中 , 我 们 要 处 理 的 是 在 有 限 温度 的 热力 学 
系 综 中 的 平均 值 . 因此 不 能 简单 地 套用 88.1 的 公式 . 在 本 节 中 , 我 们 同样 处 理 的 是 
在 热力 学 系 综 中 的 平均 值 . 而 811.1 的 公式 就 是 对 于 热力 学 系 综 适用 的 . 因此 可 以 
直接 运用 于 本 节 的 计算 . 
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814.3 磁 化 率 
14.3.1 ”磁化 率 表示 为 推迟 格林 函数 


磁化 率 标 志 系统 的 磁化 强度 对 于 外 磁场 的 响应 .这 是 一 个 在 实验 上 和 理论 上 
都 比较 重要 的 物理 量 . 外 磁场 五 引起 的 哈密 顿 量 如 下 . 
全 / dzM(x). H(z,t) (14.3.1) 


与 $14.1 对 应 , 了 = 五 , C= M. 引起 的 是 磁化 强度 的 变化 , D= M. 那么 , 磁化 强度 
的 改变 量 可 从 (14.1.21) 得 到 . 以 下 我 们 把 上 面 的 一 模 去 掉 . 


AMs(z,t) = > 人 ty / dzw’ Ha(zw’,t )0(t —t) (Mg (gt), Ma (et) 


(14.3.2) 
磁化 强度 之 间 的 推迟 格林 函数 就 是 磁化 率 . 作为 理论 上 的 研究 , 常 把 磁化 强度 写成 
如 下 形式 ， 

M = gupS (14.3.3) 


5 是 自 旋 算 符 , 9 是 9 因子 , pp 是 玻 尔 磁 子 . 将 上 式 写成 


5 oo 3 
ASg(z,t)= gh 人 dy》 / dg’ Hoa(w’,t)0(t — t)([Sg(z,t), Sa(z’, t)]) 


3 3 
1 9 的 
一 一 让 9HUB / dt > aw,s, How’,t) = fa 站 dt Xpa Ha(2",t") 


(14.3.4) 
磁化 率 的 分 量 如 下 : 
Xea = -gd,s. (14.3.5) 
磁场 和 自 旋 算 符 可 以 不 是 用 直角 坐标 的 分 量 表达 , 而 是 用 如 下 的 方式 表达 : 
S+ = 5,+iS,, Hs = Hs +iH, 
> 分 量 的 形式 不 变 . 则 (14.3.4) 成 为 如 下 形式 : 
AS+ XN Hi 
AS5S_ | = fa f dt | XXX H_ (14.3.6) 


AS: Xz+ Xz— Xzz H; 
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磁化 率 写成 
(Le -Sg so (zx, 2'),0 = 十 ,一 
Xx"* (2, 7) = -gs (2, 1'), x" (2, 1’) = -3 go (zz (14.3.7) 


其 中 x+ ” 这 个 分 量 是 受到 特别 关注 的 , 它 表示 一 个 磁 矩 在 受到 与 它 垂直 的 一 个 磁 
场 作用 时 , 磁 矩 的 响应 . 作 传 里 叶 变换 


= 》 erig?5+(g) (14.3.8) 
9 


Xt (2 一 一 9 和 (oo 一 一 红 (Sr 区 S (vt) (4339) 


如 果 X+ (zz) =X+ (zz 一 2 思 芍 ,那么 
Xt (zp— ,tt) oi0(t— 区 2 人 [S+(z 一 z/,t), S- (0,t)]) 


=ig(t—t) se 3 (®-®)([S+(g,t), S$-(0,t)]) 
加 Se (2—% (gq, t; 0, 1") (14.3.10) 


14.3.2 电子 的 磁化 率 


目 旋 量子 数 5 可 以 取 正 的 整数 和 半 整 数 . 电子 具有 5=1/2 的 自 旋 . 在 电子 的 
产生 双 没 算 符 的 二 次 量子 化 表象 中 , 电子 的 磁 矩 用 以 下 方式 来 表达 : 


S=(c,ct)o ( , | (14.3.11) 

二 

其 中 c 是 泡 利 矩阵 . 我 们 可 以 写 出 各 个 分 量 ， 

Ge ; (cal ee 了 Dees (14.3.128) 

1 1 
Sy = (dic! 一 clo 而 oo (14.3.12b) 
Sz = >》 actcu (14.3.12c) 
S" =cetc_v (14.3.12d) 


其 中 o = 十 ,一 ,分 别 对 应 1? 和 |, 相应 地 , 在 求 和 号 中 , 取 o = 1 和 -1. 健 里 叶 变 换 


如 下 : 
= 2_e" "colg) 
a 


. 258 . 第 十 四 章 ”线性 响应 理论 


SP(z)= > ve 9290(q) = ci(z)c-o(z) 
qa 
= >, eg)ect(g)ep(q2) = 》 er ret(gs + q)c_p(q) 


d1,42 dd2 


| (qi + q)c_s(qi) 


(14.3.13a) 
S-Pr(z)= 并 epigmS-o(g) = ct (z)co(z) = [S? (zx)]! 


q 
= >》 ， eri(q1 ga) zci (qi)cp(q2) 二 》 eroiaazcl(gi)co(qgi 十 9) 


qd1;4d2 qd1d 
= errrcl (gi — gq)cp(qi) 
dd 


(14.3.13b) 
其 中 令 qi = q + q2. 所 以 磁 矩 的 傅 里 时 分 量 的 表达 式 是 


3"(9g) = 》 cf(ql +g)c-o(ai),S- (9) = ol -qco(q) (14.3.14) 


dl 


如 果 外 场 不 随时 间 变 化 , (14.3.9) 式 的 传 里 叶 分 量 为 


X”P(p,t) = i0(t) SE (Se(p, t), Se(—p, 0)]) 


14.3.15 
= 0 名 本 (ebrolDeeol) 二 -psc a 
14.3.3 ”磁化 率 的 增强 
如 果 电 子 之 间 存 在 库仑 相互 作用 , 电子 的 哈密 顿 量 如 下 ， 
H= Depoh jCpo 十 + > 人 (14.3.16) 
P,P1,40 
U 表示 了 电子 之 间 相互 作用 的 强度 . 那么 可 以 计算 得 到 ( 见 后 面 815.4)， 
plo NX (go) 
pp 人 (14.3.17) 
其 中 5 
-po 二 jp+a 
X0 (9iw 二 3 (14.3.18) 


是 无 相互 作用 电子 气 的 磁化 率 . 此 处 我 们 已 经 把 磁化 率 写成 无 量 纲 的 量 . (14.3.17) 
式 说 明 , 电子 之 间 相 互 作用 导致 磁化 率 的 增强 . 
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14.3.4 ”动态 磁化 率 与 静态 碰 化 率 


在 顺 磁 态 ， 系统 不 显示 磁性 . 此 时 如 果 无 外 场 ， Epp = Ep,—p 一 Ep) fpp 一 fp,—p = 
fp, 即 能 级 和 能 级 上 的 占据 数 与 自 旋 无 关 . 磁化 率 (14.3.18) 式 简化 为 


p-pr Ny IB1 fp — fpta 14.3.19 
Xo (0) = 7 fw — (ep — eptra) +i0T+ (14.3.19) 


随 w 变化 的 磁化 率 称 为 动态 磁化 率 .w= 0 的 磁化 率 称 为 静态 磁化 率 . 在 w 六 0 时 ， 
系统 内 会 有 能 量 损失 , 磁化 率 有 虚 部 , 系统 内 有 阻尼 传播 . 在 w = 0 时 , 系统 内 没有 
能 基 损 失 , 磁化 率 无 虚 部 , 系统 内 有 稳定 的 响应 . 


静态 磁化 率 为 Re 
f'?(g;w = 0) 一 14.3.20 
i 2 Eptq 一 EP ( ) 
在 零 温 下 , 则 有 
po 一 -0 Ly er- cp) ~ ber ~ epta) 

0 YN 2 Ep+q 一 Ep 

1 1 
= 元 (14.3.21) 


Eptq 
plep<eF,ep+q>erF) 
这 时 如 果 能 量 ep 和 sp+e 都 在 费 米 能 以 下 或 者 都 在 费 米 能 以 上 , 则 被 求 和 函数 值 为 
零 . 只 有 一 个 在 费 米 能 以 下 , 另 一 个 在 费 米 能 以 上 时 , 才 不 为 零 . 
14.3.5 ”期 通 纳 判 据 


在 有 些 情况 下 , 系统 自发 地 显现 为 不 稳定 ， 这 就 是 说 ， 有 可 能 出 现 磁 有 序 态 ， 
它 的 能 基 比 基态 的 顺 磁 态 能 量 要 低 . 如 果 磁 化 率 是 无 穷 大 , 显然 系统 就 不 稳定 . 由 
(14.3.17) 式 , 电子 之 间 有 库仑 相互 作用 时 的 静态 磁化 率 为 


pg 0 (Go=0) 
X™ (gq;w = 0)= 1 UP 0 (14.3.22) 
当 电 子 间 的 库仑 相互 作用 强 到 使 
l1—- Ux (gqg;w =0)=0 (14.3.23) 


磁化 率 就 成 为 无 穷 大 , 系统 就 不 稳定 , 会 出 现 相 变 ， 从 顺 磁性 的 相 转 变 为 有 自发 磁 
化 的 相 . 所 以 , 当 电 子 之 间 的 相互 作用 大 到 
1 


U> 0 (14.3.24) 
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时 , 系统 一 定 显示 磁性 . 
对 于 4 一 0 的 情况 , 可 做 更 定量 的 讨论 . 对 于 能 量 和 费 米 分 布 都 做 泰勒 展开 . 


0 六 0c 
fptg= fp+q-: G+ 十 … 三 邦 +g， + (14.3.25a) 
Oe 
Rs 0 十 …: (14.3.25b) 
那么 从 (14.3.20) 式 , 得 到 
of 
li £ 3 
lim X6” f(g;w = 0) = > (- 站) (14.3.26) 
零 温 下 ， 
。 二 dG — 
lm x (gw 一 0 = 一 六 人 
卫 


(14.3.27) 
SS 23 (ep — EF) = N(er) 
最 后 得 到 的 是 费 米 能 处 的 态 密 度 . 由 此 得 到 零 温 静 态 零 波 矢 的 不 稳定 条 件 为 
UN(eFr)=1 (14.3.28) 


此 条 件 称 为 斯 通 纳 (Stoner) 判 据 . 


814.4 热 导 率 


热 导 率 反映 的 是 , 系统 内 部 有 温度 梯度 时 热量 的 输 运 . 我 们 只 考虑 线性 给 运 过 
程 , 温度 梯度 是 一 个 小 量 . 系统 中 每 一 个 体积 元 内 都 处 于 局 部 平衡 的 状态 . 系统 处 
于 稳 态 . 

我 们 先 找 出 相应 于 这 样 的 状态 的 统计 算 符 . 能 量 的 传输 应 满足 守恒 定律 


号 +V:.u(z,t)=0 (14.4.1) 


其 中 % 为 能 流 密 度 矢量 .h 是 能 量 密度 . 上 式 右 方 的 时 间 积分 


A(z,t) = h(z,t) + L dt’V .ul(z,t’) (14.4.2) 


是 个 守恒 量 ， es 
0 


元 4(2， t) = + [Al®, t), H| = Sh(o, t+ VY:u(z,t)=0 (14.4.3) 
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其 中 五 是 系统 的 哈密 顿 量 
H= faenle)) (14.4.4) 


晤 h, wu, 4, H 都 是 算 符 . 
既然 4 是 与 时 间 无 关 的 守恒 量 , 我 们 可 以 只 取 其 在 t=0 时 刻 的 值 . 


4(z;,0) = 4(z) = h(x)+ ， dt'V .u(x,t’) (14.4.5) 
其 中 
h(x) = h(x,t =0) (14.4.6) 
稳 态 输 运 的 统计 算 符 是 
p= > xp - /aaa (14.4.7) 


注意 , 现在 温度 是 坐标 的 函数 . 配 分 函数 中 不 是 用 的 哈密 顿 量 , 而 是 用 了 一 个 守恒 
基 . 因为 现在 哈密 顿 量 是 不 守恒 的 . 当 w=0, 由 (14.4.2, 4) 式 , 自然 就 回 到 哈密 顿 量 


的 形式 
Bs - / dzpla) { h(n) + 全 二 中 

一 2-1exp - ) 有 / i ) i 中 
[Janaad 

= 2-1exp -BH + ve a 二 / deu(w, 训 | (14.4.8) 


对 于 前 一 项 , 忽略 温度 的 空间 变化 . 对 于 后 一 项 , 先 做 分 部 积分 , 再 设 温度 梯度 是 不 
随 坐 标 变化 的 常量 . 这 一 统计 算 符 满足 刘 维 尔 方程 ; 


i p= [po (14.4.9) 
如 果 算 符 B 与 4 相 比 是 个 小 量 , 那么 可 以 有 下 面 的 展开 式 ; 
6 (41+B) ~ 6-A—_e-4 I dre47 Be 47 (14.4.10) 
0 
因此 


1 0 
p= 2-1 Ba | drenyp. 人 dt | doule ty | 
0 一 co 
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0 6 
Se 加 | a | 2 /saute ty 
一 co 0 


(14.4.11) 
A : St 人 dt/ 人 dA /| soutet -WN 
其 中 用 了 海 森 伯 算 符 的 定义 . 
能 流 密度 的 平均 值 为 
CN 12 ve- 前 二 全 二 dt J 到 / da 9 
(14.4.12) 


其 中 T{2 re 2IC] = (C) 是 物理 量 C 在 平衡 系 综 2 :e 人 中 的 平均 值 . 既然 
是 平衡 系 综 , 能 流 密度 在 其 中 的 平均 值 就 是 零 . 


(u(x,0)) = 一 ( 怪 人 dt’ [f a favule',t 一 ule,0)) (14.4.13) 
一 oo 0 


将 此 式 的 分 量 写成 如 下 形式 : 


(w(x,0)) = ”2 eV) (14.4.14) 
就 得 到 热 导 率 张 量 
Ry = (#/ dt 三 a favre,t -Wwe ) (14.4.15) 
一 co 0 
各 向 同性 系统 中 ， 
Kpw = KOw (14.4.16a) 
二 = wf a az (u(z',t —iN) :wv(z,0)) (14.4.16b) 


这 个 热 导 率 还 是 坐标 的 函数 . 如 果 随 坐标 的 变化 很 小 , 就 取 整 个 体积 的 平均 值 : 


k= a dt [fas f aw (ua,t —iM) .v(x,0)) (14.4.17) 
一 co 0 
对 时 间 做 分 部 积 


p 人 a 
dt 上 du(z', 攻 一 认 ) = 站 dt [ dXeitt NH (ge i INE 
一 co 0 一 co 0 
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Bb 
=/ 4 {eeeeraawte) | 
6 加 
0 
-|/ td + ei | 


有 0 5 要 
一 -人 a/ telit HIHu(z’) -u(x’)Hje(-it -NHar 
0 一 Co 


0 有 
i / tdt | dAHelit + NH (zw)e(~it ~ 和 NH 
一 oo 0 
HE 
= 上 dXett + NH (zw’)He( it -NH (14.4.18) 
0 


以 下 从 分 析 力 学 来 推导 电子 能 流 密度 的 表达 式 . 
设 电子 的 场 算 符 为 wn(n 一 1,2,3,…)), 则 系统 的 拉 格 朗 日 密度 为 L(Yn, Vyn, Wn). 
wn 相当 于 是 广义 坐标 . 由 分 析 力 学 知道 , 场 的 动量 密度 为 
oL 


1 三 :二 (14.4.19) 
On, 
哈密 顿 密度 (能 量 密度 ) 为 
h = 2 mm 加 L= Dh 一 区 (14.4.20) 
现在 拉 格 朗 日 0 
OL OL 0 6L 
Or; 
此 处 zi(i 一 12,3) 是 空间 坐标 . 由 此 方程 可 以 推出 哈密 顿 密度 的 变化 率 : 
0 
Fh= -vu (14.4.22) 
其 中 
uy OL  ， OL ,i 
wi = 2 7 ov [ 3 | wn 十 ou 5 i (14.4.23) 
Ori Ox; 


与 表示 根据 能 量 守恒 连续 性 方程 (14.4.1) 式 对 照 , v 就 是 能 流 密 度 . 它 取决 于 工 中 
含 的 wn 的 梯度 的 项 . 注意 , 如 的 复 量 也 是 独立 变量 , 这 儿 将 它们 明确 写 出 来 . 对 于 
电子 系统 和 电子 - 声 子 系统 , 只 有 电子 的 动能 对 w 有 贡献 . 电子 的 动能 为 


= / dzwt (z) Ga pn(z) = / dw VL(2) -Vibn(e) (14.4.24) 
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因此 动能 密度 为 
ER 二 , 
= Dr Vn(T) VWn(Z) (14.4.25) 
Ot 10% 61 Ot 18 
5 号] 9 (ee) ~ 2m Ox; ’ /ovtN /OviN 2m Ox; 
Or; Ori a( DZ; 3 ( Oz ) 


最 后 得 到 能 流 密度 用 波 函数 表达 的 形式 


(14.4.26) 


w= 并 (2)vpn(z) 十 吉 (2) 如 (2) (14.4.27) 


注意 它 和 电子 的 电流 密度 算 符 是 不 同 的 . 由 于 w(x) 是 电子 算 符 的 二 次 式 , 在 求 其 
松原 函数 
P(z1 一 22)71 — 72) = (Tr[u(z1,71): u(r2, 72)]) (14.4.28) 


的 傅 里 叶 变 换 的 时 , 应 使 用 偶数 频率 . 还 有 一 点 要 注意 , 场 算 符 本 来 不 含 时 间 , 我 们 
将 它 写 成 含 时 间 , 实际 上 已 经 将 它 写 成 了 海 森 伯 算 符 . 在 目前 情况 下 , 这 个 时 间 是 
松原 函数 中 的 虚 时 7. 


814.5 广义 流 的 线性 响应 


14.5.1 几 种 流 的 定义 式 
一 般 的 流 , 称 为 广义 流 , 记 为 J 了 . 以 下 定义 几 种 具体 的 流 : 


粒子 流 
JN = >》 VRn (14.5.1) 
k 
电流 
Je = e 》 vpng (14.5.2) 
k 
能 流 
JE = >》 DER (14.5.3) 
k 
Jo = J HJN = >》 UpmR(Ek — 1) (14.5.4) 
k 


式 中 的 nk 是 粒子 数 密度 . 电荷 是 由 粒子 携带 而 不 能 脱离 粒子 . 所 以 , 如 果 粒 子 流 为 
零 , 电流 就 一 定 为 零 . 对 于 电子 , 这 两 者 实质 上 为 一 整体 .能量 虽然 也 是 由 粒子 扒 
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带 , 但 是 可 以 在 粒子 之 间 传 递 , 所 以 , 有 可 能 粒子 流 为 零 而 能 流 不 为 零 . 在 能 流 的 定 
义 式 中 , 虽然 有 粒子 密度 , 但 是 这 个 粒子 密度 不 一 定 移动 . 这 时 , 各 处 的 粒子 不 流动 ， 
能 量 在 传输 . 

由 热流 的 定义 式 可 知 , 热流 是 指 能 流 中 超过 化 学 势 的 部 分 . 这 一 定义 只 对 化 学 
势 为 正 的 系统 有 效 , 例如 电子 系统 , 热流 可 正 可 负 ， 如果 一 个 粒子 携带 的 能 量 是 超 
过 化 学 势 的 , 那么 粒子 到 达 一 个 新 的 位 置 后 , 它 将 处 于 化 学 势 的 能 级 ( 费 米 能 级 ) 上 ， 
超过 化 学 势 的 那 一 部 分 就 释放 到 外 界 去 , 所 以 正 的 热流 代表 系统 向 环境 散热 . 如 果 
一 个 粒子 携带 的 能 量 是 低 于 化 学 势 , 那么 粒子 到 达 一 个 新 的 位 置 后 , 它 不 能 处 于 化 
学 势 ( 费 米 能 级 ) 以 下 的 能 级 , 因为 那样 的 能 级 是 已 经 被 填 满 了 , 它 要 达到 化 学 势 的 
能 级 , 就 必须 由 外 界 向 它 提供 能 量 , 所 以 负 的 热流 代表 系统 从 环境 吸 热 . 

这 些 流 的 定义 本 身 并 未 涉及 粒子 是 玻 色 子 还 是 费 米子 . 在 具体 计算 时 ,当然 会 
用 到 玻 色 子 或 者 费 米 子 的 性 质 . 

此 处 未 讲 动量 流 , 一 般 在 实验 中 似乎 并 不 测量 这 个 量 . 

特别 要 注意 的 是 , J。 和 J 看 上 去 只 差 一 个 能 量 因 子 , 但 是 在 写成 算 符 的 时 候 
这 两 个 流 的 表达 式 是 不 同 的 . 因为 在 把 流 写 成 算 符 的 时 候 , 速度 应 写成 w = 卫 = 


2 


ee 2 
-i 一 而 动能 应 写成 ep = 2 = -二 V2. 
7 om om 


14.5.2 ”线性 响应 


对 于 每 一 种 流 , 都 至 少 有 一 个 产生 它 的 物理 原因 , 例如 , 电势 差 可 以 产生 电流 ， 
浓度 梯度 可 以 产生 粒子 流 , 温度 梯度 可 以 产生 热流 等 等 . 产生 一 种 流 的 物理 原因 也 
称 为 这 种 流 的 广义 驱动 力 (简称 驱动 力 或 广义 力 ). 如 果 第 i 种 流 记 为 Ji, 它 的 驱动 
力 记 为 和 i. 线性 响应 下 , .7 与 忆 ; 成 正比 . 相应 的 比例 系数 称 为 响应 系数 , 注意 广 
义 流 和 广义 力 都 是 矢量 , 相应 系数 一 般 是 二 阶 张 量 , 即 


J;i=Z.X,; (14.5.5a) 


如 果 系 统 存在 浓度 梯度 , 一 般 说 来 , 浓度 不 同 则 化 学 势 不 同 , 也 就 是 存在 化 学 势 
的 梯度 , 这 时 就 会 出 现 粒子 流 . 因此 , 如 果 化 学 势 的 梯度 不 为 零 ， Vn 关 0, 那么 就 会 
有 粒子 流 . 

当 粒 子 流 不 为 零 的 时 候 , 一 般 地 来 说 , 就 有 另外 一 个 流 存 在 , 例如 能 流 . 但 是 , 反 
过 来 , 有 能 流 存在 时 , 不 一 定 非 有 粒子 流 不 可 . 因为 能 量 可 以 在 粒子 之 间 传 输 . 这 在 
上 上面 已 提 到 . 

当 有 几 种 广义 力 同时 存在 . 就 有 相应 的 几 种 广义 流 同 时 存在 . 这 时 会 有 交叉 耦 
合 的 情况 . 就 是 说 , 几 种 广义 力 对 每 一 种 广义 流 的 产生 都 有 贡献 . 在 线性 响应 近似 
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下 , 可 表达 成 
Ji= Zi:X; (14.5.5b) 
了 
一 般 地 来 说 , 系数 是 二 阶 张 量 . 昂 萨 格 对 于 最 一 般 的 情况 ( 即 不 依赖 于 具体 的 系统 ) 
证 明了 : 对 于 时 间 反 演 不 变性 的 系统 , 存在 关系 : 


Zi; = Zii (14.5.6) 


此 式 称 为 昂 萨 格 (Onsager) 倒 易 关系 . 他 因 提 出 和 证 明 这 一 关系 式 而 获得 1968 年 
诺 贝 尔 化 学 奖 . 这 一 关系 表明 , 交叉 耦合 的 系数 是 相同 的 . 例如 温度 梯度 可 以 产生 
粒子 流 , 浓度 梯度 可 以 产生 热流 . 这 两 者 的 系数 相同 , 尽管 这 两 种 现象 的 物理 原因 
有 差别 . 


下 面 来 看 两 种 流 同 时 存在 的 具体 例子 . 
产生 粒子 流 的 驱动 力 是 
X= -VV = () (14.5.7a) 
产生 能 流 的 驱动 力 是 | 
XB 二 V 计 (14.5.7b) 
可 见 (14.4.14) 式 . 如 果 J 和 Ja 同时 存在 , 可 根据 (14.5.5) 式 写 出 
| 0 /kh 2) 0 1 
Na 一 一 Mop bn 十 O78 人 的 | 十 Mg B78 六 (14.5.8a) 
__v2D|e 0 0 /kh (22) 0 1 
JE,a 一 一 Map 攻 十 Bs (的 | 十 Mog Ba 二 (14.5.8b) 
根据 昂 萨 格 倒 易 关 系 , 有 M3 = Ms 人. 可 以 把 第 一 个 驱动 力 写成 以 下 的 形式 : 


De et 
T Org Oxp 了 Toxg Trg’ PazrgT Tozer MazoT 


其 中 定义 了 


14.5.9) 


五 一 风 十 eV (14.5.10) 


如 果 是 果 JN 和 ya 同时 存在 , 可 利用 (14.5.4),(14.5.9),(14.5.10) 式 , 从 (14.5.8) 式 
得 到 


ee gy VC RR A A wo 7 
“ce 一 和 Na Mop V+ (多 | + °F rgT ee 
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_ NdD1LI 9 1 (2) 9 1 
pd Mop [th + Mop OreT 


1 9 0 1 
-UMD MOD LO GMOD 2， MONO 1 1145 
(uMog og )T 677+ (Mg — Mg + MES 和 元 (14.5.11) 
现在 的 两 个 流 的 一 组 方程 写成 如 下 形式 ; 
1 6 8 1 
4 二 一 D8 二 二- 十 LU2) 一 二 14.5. 
“ op T zt + top BrsT 0 
1 6 0 1 
ee De 14.5.12 
Q， ap 全 5z5/ apB Oxg 全 ( 5 b) 
其 中 
1 
Lo (14.5.13a) 
1 (14.5.13b) 
Do = 0 MG (14.5.13c) 


(14.5.12) 式 与 (14.5.8) 式 比 较 , 可 以 看 到 , 流 的 组 合 不 同 , 其 相应 的 驱动 力也 有 所 不 
同 . 舅 外 , 由 于 (14.5.12) 式 是 由 (14.5.8) 式 组 合 得 到 的 , 所 以 相应 的 响应 系数 之 间 
有 关系 式 . 

现在 来 看 热 导 率 是 如 何 测量 的 , 在 (14.5.7) 式 中 , 令 J=0, 那么 只 剩 下 能 量 的 流 


(12) 
e 0 8 jun, Mo 8 1 
F377" + Bop (T) — i Bez (14.5.148) 
12 12 
ja = ME Meg 91，Men al yey WP] a1 
0 Q8 My za 了 °F pzp 了 了 SE Mg) Ozp T 
(14.5.14b) 
写成 
JE = —kVT (14.5.15a) 
的 形式 ， 而 
1 (22) (Map) 
ro Ta | MD — (14.5.15b) 
apB 
在 没有 粒子 流 的 情况 下 , JE = Jo. 由 (14.5.12) 式 可 得 
(12) 
10 - Lap D 1 


. 268 . 第 十 四 章 ”线性 响应 理论 


jo evLog 9 1 rea 8 1 _|rea_ Case7| 8 1 (14.5.16b) 
wa ap LO azp 了 apB OreT apB 0 Org TT a 
所 以 热 导 率 也 可 以 以 下 形式 测量 : 
(12)\2 
1 (22) (Log ) 
pop = 5 区 Se (14.5.17) 
apB 


如 果 既 没有 温度 梯度 也 没有 化 学 势 的 梯度 , 那么 (14.5.8a) 式 只 剩 下 
0 


2 
2_MDE oy 一 0 14.5.1 
EJN,a Mg pe ?°F Oxg ( 3 8a) 


只 有 电势 差 导 致 的 粒子 流 或 者 电流 , 因为 电导 率 就 是 
e2 
7 
此 式 体现 了 系数 Ze) = Mg 的 物理 意义 .LL2) 的 物理 意义 也 和 明确 . 它 是 由 温度 
磁 度 引起 的 电流 , 所 以 是 热电 势 , 这 是 一 个 可 实验 测量 的 量 . 

如 果 没 有 粒子 流 , 也 没有 浓度 梯度 , 那么 从 (14.5.11a) 式 可 知 ， 


cid Ma (14.5.18b) 


人 (14.5.19a) 
B 


温度 差 一 定 导致 电势 差 , 在 各 向 同性 系统 中 , 热电 功率 系数 的 定义 为 

AV 1 L(12) 
”AT ef LD 
14.5.3 ”用 关联 函数 表达 响应 系数 

(14.5.5) 式 是 线性 响应 , 所 以 响应 系数 也 是 可 以 按照 线性 响应 的 理论 用 关联 函 

数 来 求 得 . 但 是 与 前 面 讲 的 情况 稍 有 不 同 . 前 面 讲 的 是 : 如 果 加 一 外 场 玉 , 哈密 顿 量 
就 有 一 个 微 扰 于, 它 是 物理 量 C 与 外 场 下 的 点 乘 . 设 外 场 是 均匀 的 上 且 不 随时 间 变 
化 


让 (14.5.19b) 


Hi=-C:F (14.5.20) 
我 们 利用 零 频率 形式 的 久保 公式 (15.1.32) 式 . 


t 有 
J (7,t) --/ onan (ND)) (14.5.21) 


此 处 已 令 无 = 1. 还 要 注意 我 们 已 经 默认 了 初始 条 件 Fa(z,t = 一 00) = 0. 对 于 前 面 
讲 的 外 场 导致 系统 一 个 物理 量 的 变化 , 在 没 加 外 场 时 , 系统 就 已 经 有 这 个 物理 量 , 所 
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以 变化 量 记 为 AD. 对 于 此 处 的 情况 , 未 加 驱动 力 时 , 系统 内 没有 流 , 因此 流 的 变化 
量 就 是 流 本 身 , AD 就 对 应 于 J. 
本 节 的 情况 是 , 广义 流 是 某 个 物理 量 随时 间 的 变化 率 , 所 以 广义 流 与 广义 力 的 
点 乘 是 能 量 随时 间 的 变化 率 . 现在 我 们 考虑 的 是 热力 学 系统 , 所 以 实际 上 是 热量 随 
时 间 的 变化 率 . 我 们 设 系统 的 温度 不 随时 间 变 化 . 因此 , 与 (14.5.20) 式 对 应 的 是 
mm dQ 5 可 
人 -X; ~ (14.5.22) 
此 处 把 多 于 一 种 广义 力 的 情况 都 考虑 进去 了 . 
把 (14.5.22) 式 代入 (14.5.21) 式 , 得 到 


J (x,1) 一 动 | eo tidt1 上 dA 人 Ji(t1 一 ji 入) ， re (14.5.23) 
一 Co 0 


写成 分 量 式 
B 
一 “0-7 e0 tidt1 下 dA(Ji,e(t1 — iN)Jja(z,t)) Xi,8 (14.5.24) 
把 广义 流 写成 正比 于 广义 力 
3 
Jialz,t) = >》， ZijiisaB Xi,B (14.5.25) 
B=1 
其 中 系数 就 是 关联 函数 
t B 
Zii,ap = -7 人 el en 人 dA(Jiglti — iA)Jja(z,t)) (14.5.26) 
举例 来 说 , (14.5.12) 式 中 的 系数 的 表达 式 是 
有 
pe a e0 tdt1 人 do 人 一 DJNa(zb) (14.5.27a) 
Bb 
Li 一 一 人 下 e0 tidt1 [ dA(Jo,e (ti — iA)JN,a lz, t)) (14.5.27b) 
i 人 e0 tidti | dA(Ja as 全 ~ IM) Joa lz,t)) (14.5.27c) 


由 (14.5.26) 式 容 易 证 明 昂 萨 格 倒 易 关系 . 根据 (14.1.33) 式 有 ， 


ReZisop = BY eh" (nl iplm) mlsaln)d(En — Em) 


nm 14.5.28 
= 8 De "nlyalm) mlsln)d(En — Em) = ReZizpa 


nm 
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注意 , 就 像 前 面 已 提 到 过 的 那样 , 式 (14.5.28) 只 适用 于 零 频率 . 如 果 按 照 一 般 
的 情况 推导 , 那么 可 以 得 到 , 系数 就 是 推迟 格林 函数 
Zij,Ba 一 97. go (14.5.29) 
14.5.4 电流 
前 面 讲 的 导致 电流 的 驱动 力 , 除了 电势 差 之 外 都 是 非 电 磁场 的 原因 . 现在 我 们 
考虑 纯 电 磁场 的 情况 . 这 时 电子 的 运动 速度 的 表达 式 里 面 应 该 含有 矢 势 4. 
v= IP — eA(z)] (14.5.30) 
其 中 正则 动量 对 应 于 算 符 P 一 -iV. 因此 ， 


es > Be Dm Ci 二 > ct 
(14.5.31) 
= eVeng 一 元 4(z)= SA 
k 


现在 电流 分 成 两 部 分 , 第 一 部 分 对 应 于 前 面 已 经 介绍 的 电流 , 第 二 部 分 是 正比 于 矢 
势 的 . 先 看 第 二 部 分 . 设 一 个 频率 为 的 交 变 电 磁 势 ， 


.Tt (14.5.32) 
则 电场 
E= $4 = iwA (14.5.33) 
因此 
A= -E (14.5.34) 
2 
.J(2) 一 i. (14.5.35) 
这 部 分 的 电导 率 是 个 虚数 . ， 
2 -i (14.5.36) 


虚 电 导 率 表明 这 样 的 电流 不 消耗 能 量 ( 虚 电 导 率 表明 这 样 的 电流 是 随 距 离 衰减 的 .) 
或 者 , 可 以 从 微 扰 哈密 顿 量 的 形式 看 


H'=- / dzJ。e. A (14.5.37) 
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J。 按 (14.5.31) 式 分 成 两 项 其 中 第 二 项 中 只 有 粒子 数 密度 是 个 算 符 , 如 果 各 处 的 粒 
子 密度 相同 , 则 这 一 项 就 是 个 常量 . 第 一 项 8' = - dzJW . 4 与 前 面 讲 的 由 广义 


力 VV 引起 的 电流 电流 是 一 致 的 . 因为 SH A _ po-v. 


线性 相应 时 , JsM 与 电场 成 正比 , 比例 系数 就 是 电导 率 , 它 也 就 是 电流 -电流 关 
联 函 数 gy JoO， 但 是 这 儿 要 注意 的 是 , (14.5.37) 式 中 的 驱动 力 是 矢 势 4, 而 我 们 说 
电流 与 电场 成 正比 , 驱动 力 应 该 是 电场 , 所 以 用 (14.5.34) 式 . 电流 的 表达 式 是 


oo 3 


dt > 上 
过 Se e,B eo 
i OO 3 日 六 
一 ->/ dt > aw Bal )e gH 0 
Lo 二 <“ e,B ee, 
i , 
se A .02 dx’eio(t-t gw jen Eal(z',t) (14.5.38) 
a 


电导 率 的 表达 式 应 该 是 


(1) i 
je (z， 售 有 


本 和 = A 和 et 二 (14.5.39) 
此 式 看 上 去 在 频率 趋 于 零 时 会 趋 于 无 穷 大 , 其 实 不 然 . 我 们 来 推导 电导 率 的 实 部 在 
w 一 0 时 的 值 . 

oe (w)= Re / de gh jo 


1 , 
= Re / de (0 — IS (2,t), TH) (et)]) 


插入 完备 集 2 |m) 人 |, 用 阶 跃 函数 的 健 里 叶 表 达 (9.1.22a) 式 , 然后 对 时 间 积 分 , 最 
后 可 得 到 
0 (w) = TS De (1 eH) En Em—w) (nl (zw)lm) (mlID (we) ln) (14.5.40) 


nm 
现在 令 频 率 趋 于 零 ， 
lim Reoby (w) 
1—e- Bw 


= lim 
w—+0 Ww 


= Ye dEn ~ En)(nlJ) (ew)|m) (ml (2) ln) (14.5.41) 


nm 


D6(En — Em + ow)(nlIy (zw)lm) (ml (wm) In) 
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此 式 就 是 零 频 率 的 结果 , 见 (14.1.33) 式 . 
习 题 


1. 证 明 ; (14.1.12) 满足 伟 时 萃 定 启 方 程 . 证 明 (14.1.14) 和 (14.1.17) 式 . 
2. 线性 响应 公式 (14.1.20) 也 可 以 按 另 一 种 方式 来 推导 四 . 密度 矩阵 p(t) 所 满 
足 的 运动 方程 是 
i p(t) = [Hr, p(0) 四 


此 式 是 量子 力学 的 刘 维 尔 定理 . 现在 把 密度 分 成 两 部 分 . 
p(t) = po + Ap(t) (2) 


其 中 po 就 是 (14.1.5) 式 , 是 与 时 间 无 关 的 部 分 .Ap(t) 则 是 由 于 外 场 引起 的 扰动 部 
分 , 式 随 时 间 变 化 的 . 将 (2) 式 与 (14.1.4) 代入 (1) 式 后 , 在 方程 右边 只 保留 至 线性 
项 . 再 根据 第 八 章 第 2 题 的 结果 , 写 出 Ap(b) 的 解 式 . 由 


AD = tr[Ap(t) DI] 


可 推 得 (14.1.20) 式 , 其 中 要 用 到 在 求 迹 号 内 算 符 可 以 轮换 的 性 质 . 
3. 如 果 把 线性 响应 系数 的 实 部 和 虚 部 分 别 记 为 al(w) 和 az(w)， 
EM 
那么 , 由 (14.1.28) 式 证 明 : 
al(w) = ip/ oy 


T WO—w 


oa2(w) = -2 Ce 
T ce NU 

一 个 函数 的 实 部 和 庶 部 之 间 如 果 有 这 样 的 关系 , 就 称 为 克拉 上 默 斯 -克勤 尼 希 (Kramers- 
Kronig) 关系 . 一 般 地 说 , 线性 响应 系数 , 例如 电导 率 、 折 射 率 、 磁 化 率 等 ,都 满足 克 
拉 默 斯 -克勤 尼 希 关系 . 克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 关系 的 一 般 推导 可 见 文献 [2] 和 [3]. 由 
此 , 虽然 线性 响应 系数 有 实 部 和 虚 部 两 个 函数 , 我 们 只 需要 知道 其 中 的 一 个 , 就 可 以 
由 克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 关系 得 到 了 另 一 个 ， 由 于 线性 响应 系数 就 是 推迟 格林 池 数 ， 
所 以 推迟 格林 函数 满足 克拉 上 默 斯 - 克 勒 尼 希 关系 . 我 们 已 经 在 (9.2.25) 式 得 到 这 一 

4. 证 明 (14.5.29) 式 . 

5. 用 推迟 松原 函数 进行 (14.5.40) 过 程 的 推导 , 得 出 零 频率 同样 的 结果 . 
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第 十 五 章 ”运动 方程 解法 


第 十 章 和 第 十 二 章 分 别 介绍 了 零 温 格林 函数 和 松原 函数 的 图 形 技术 法 ， 图 形 
技术 的 理论 基础 是 (8.2.21) 与 (11.1.9) 以 及 运用 威 克 定理 的 微 扰 展 开 . 这 是 一 种 普 
适 的 方法 , 适用 于 威 克 定 理 成 立 的 任何 系统 . 而 且 可 针对 系统 内 相互 作用 的 性 质 选 
择 恰 当 的 近似 . 然而 这 一 技术 本 身 比 较 复 杂 , 而 且 对 于 零 温 格林 函数 、 松 原 函 数 、 有 
凝聚 的 玻 色 流体 、 最 一 般 的 热力 学 系统 有 着 各 自 的 图 形 规则 , 并 且 相 互 作用 不 同 则 
图 形 规则 也 不 同 . 不 过 掌握 了 零 温 格林 函 数 的 图 形 技术 , 对 其 他 情况 就 能 触 类 旁 通 . 
图 形 技术 只 适用 于 因果 格林 函数 而 不 适用 于 其 他 格林 函数 . 

运动 方程 法 的 特点 是 方法 简单 . 它 直接 处 理 有 相互 作用 的 状态 , 不 用 像 (8.2.25) 
或 (11.1.14) 式 那样 转换 到 无 相互 作用 系统 . 因此 直接 使 用 海 森 伯 算 符 就 行 了 , 无 须 
变换 成 相互 作用 作 绘 景 中 的 算 符 . 这 一 方法 从 技术 上 来 说 非常 简单 . 可 直接 处 理 格 
林 函 数 , 不 过 要 涉及 对 于 高 阶 格林 函数 做 切断 近似 , 切断 近似 的 物理 图 像 不 像 应 用 
图 形 技术 那样 明确 这 一 方法 原则 上 对 于 热力 学 因果 格林 函数 , 推迟 格林 函数 , 超 
前 格林 函数 , 松原 函数 都 适用 , 而 且 公 式 是 统一 的 . 

本 章 主要 介绍 热力 学 格林 函数 的 运动 方程 解法 并 给 出 两 个 具体 的 例子 . 最 后 介 
绍 松 原 函 数 的 运动 方程 解法 ， 后 面 会 专门 用 运动 方程 法 来 处 理 磁性 和 弱 耦 合 超 导 
体 等 问题 . 


815.1 运动 方程 法 


如 果 有 两 体 相 互 作用 , 格林 函数 所 满足 的 运动 方程 如 下 (此 处 忽略 自 旋 、 外 场 
作用 ): 


(号 十 所 吕 ) g(x, 7 ) = 6(z 一 2) 十 /am 一 Z1)9g2(Zt zit; pit , 2't) 
Ot 2m ” : VY | 
(15.1.1) 
单 粒 子 格林 函数 对 时 间 的 求 导 得 到 了 双 粒 子 格林 函数 9. 同样 可 以 计算 , 双 粒 子 格 
林 函 数 9 对 时 间 的 求 导 就 得 到 三 粒子 格林 函数 gs. 只 要 有 两 体 相互 作用 , 对 gn 的 
时 间 求 导 总 是 出 现 gn+1. 因为 场 算 符 对 时 间 的 求 导 有 [%(z), 三 ] 这 样 的 项 . 对 于 其 
他 作用 , 也 可 能 会 逐步 得 到 高 阶 格林 函数 . 这 样 下 去 , 我 们 将 得 到 各 阶 格林 函数 的 
运动 方程 链 , 它 包含 无 穷 多 个 方程 . 为 了 能 够 近似 地 求解 方程 链 , 可 以 对 某 一 阶 格林 
函数 作 切 断 近似 , 将 它 近 似 地 用 较 低 阶 的 格林 函数 来 表达 ， 作 切断 近似 以 后 , 方程 
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链 到 某 一 阶 格林 函数 就 终止 了 . 不 再 包含 更 高 阶 的 格林 函数 , 从 而 可 以 从 有 限 多 方 
程 的 方程 组 中 , 解 出 其 中 涉及 的 各 阶 格林 函数 . 这 种 将 含有 无 穷 多 个 方程 的 方程 链 
加 以 切断 近似 的 过 程 , 称 为 解 链 (decoupling). 

现在 我 们 把 两 粒子 格林 函数 的 24 项 全 部 写 出 如 下 : 


一 92(Z1， TL2) X11) 72) 


= (V(r)! (zi (zs) yy(z2)0(t — HOt — th)0(ts — to) 


+ (zp (ra) (m1) Wi (1)0(ts — ta)0(t2 —t1)0(t1 一 攻 ) 
FP TV (TW (Ta) Yt (22)0(t — #1)0(t — ta)0(t2 — ty) 
F(T2) pi (22) p(T1) I (21)0(t2 — ta)0(ts — bE) 
+wp{ (2 Wz (zs2) (2)0(t — 1)0(ti — to)0(t2 — ty) 
+p(z2) pi (zo) Wi (2 ) (21)0(ta — th)0(ts — ti)0(t —t) 

Twi (2) Vz) pT (22) (22)0(t — t1)0(t1 — th)0(ts — to2) 
F(z) (22) 124)(r1)0(ts — to)O(t2 — #1)0(t —t1) 
Oz) (zo) (za) (21)0(t — th)0(ts — t2)0(t2 一 区) 
tp(z2) Wi (2 Pz1) I (22)0 (ta — #0(t —t1)0(ti 一 的) 
FTI) 22) 21) (22)0(t — th)0(ts — #1)0(t — to) 
FPN (zw) pz2) (21) Wt (zh)0(t — t2)0(ts —t1)0(t 一 的 ) 
FPL2) pI (2 WI 22) P(x1)0(t2 — #1)O(t — ty)0(t — 1) 
Fi (ro) pz (2) i (21)0(ts — t1)0(t1 — ta)0(to — #4) 
tpi (2 ) V(r2) pI (22) Wz1)0(t — t2)0(to — ta)0(th — t1) 
tp (Zo) pr) WI (DI) (22)0(ts — t1)0(t1 — #1)0(t 一刀) 
FT PT2) T(z2) 1 (21)0(t1 — ta)0(to — th)0(6s — #1) 
+ (zp zr2) Tr)! (22)0(t1 — t2)0(to — 1)0(t — ty) 
F(z2) bz) (zt (22)0(ta — t1)0(t1 — #1)0(t1 — ts) 
+p(z2) pr) pt (2) Wi (1)0(t2 — #1)0(t1 — ta)0(ts — #1) 
FP (LI)! 29) (22) YW(r1)0(t — #2)0(ts — to)0(tz — 1) 
十 W (zp (rs) (1) (22)0(t — th)0(ts — t1)0(ti — to) 
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Fp op zz1) (22)0(t — #)0(t — t1)0(ti — to) 

+ (zo) pz ) pz2) (21)0(t — #1)0(t — t2)0 (ta — 11)) (15.1.2) 
其 中 从 前 八 项 中 可 得 到 哈 特 里 近似 , 从 前 16 项 可 以 写 出 哈 特 里 - 福 克 近 似 . 例如 1 
与 2 两 项 之 和 为 y(z1)wt(z1)Wt(z2)w(z2)9(ti 一 历 )9(y 一 t2), 上 述 八 项 分 成 四 组 , 加 
起 来 就 是 四 项 . 另外 八 项 加 起 来 就 是 (15.1.12) 右边 第 二 项 , 它 考 虑 了 两 粒子 的 交换 
效应 (15.1.1) 中 最 后 的 八 项 为 WwwViwiyiwiywwy 这 样 的 连续 产生 或 连续 消灭 两 个 
粒子 (产生 两 个 空 穴 ) 的 项 , 在 有 限 温 度 时 , 与 前 十 六 项 相 比 , 这 样 的 概率 更 小 , 这 八 
项 可 忽略 . 扔 掉 这 八 项 之 后 ， 


一 92(Z1) T2; 71, 22) 
= 二 ([p(z1)Wi (71)0(t — #1) Wir) pz1)0(t — 1) 
[w(z2)p1 (22)0(t2 — ts) iz2) (22)0(ts — t2)]) 
+([0(t1 — th) (zi) wt (2) ,0(6 — ti) 
) 


SFT (TO — #1) bt(z1) (1) —t1)) 
(wr2) wp! (z2)0 (tz — th) ,pi(z2) (22)0(ts — t2)) 
+(0(t1 — ta)w(z1) wt (22) FF Ot — ti) pi (za) (71)) 
(pz2) pi (21)0(ta 一 站) wir) yy(z2)0(t — to)) 
= —[F9(z1, 21)9(x2, 22) + 9(71, 22)9(72, £1)] 
可 见 , 前 16 项 并 不 是 严格 的 了 哈 特 里 - 福 克 近 似 . 要 把 每 个 因子 再 近似 地 写成 两 个 单 
粒子 格林 函数 因子 的 乘积 . 
92(T1, 72; 71, 72) 一 09g(Z1)21)g(za2,29) + g(T1, 22)g9(72, 21) (15.1.3) 


注意 : 其 中 第 一 项 是 哈 特 里 近似 , 它 表示 两 个 粒子 独立 地 传播 ; 第 二 项 是 体现 交换 
的 项 . 这 可 从 下 面 用 粒子 数 密度 表示 时 看 出 来 . 由 (9.1.30) 和 (9.2.72) 式 , 粒子 数 密 
度 的 表示 式 如 下 : 


2 
(nh 十 站) g(7x, 2’) = h(x 一 2) 十 i dev — £1)92(2t, T1t; Ti1tt, 2't) 
Ot 2m 
= h(x — 7’) 十 amv 一 2Z1)[ 一 7g(zb zz)g(zat zit+) 


十 9g(zZt ZI1 寻 )9(Z1t 2’'t’)] 
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三 疝 信 二 只 皇 由 a 
+ ig(zt, witt )g(z1t, 2't)] (15.1.4) 

这 一 近似 也 可 以 从 场 算 符 的 运动 方程 直接 得 到 . 

by vy + wael YHa(z,t) = ZeVae(z 
53 /dev (es) Walen t) bale twa, 
-Zr oae(z,t) 办 | dzliV(z,zl) 
ed t) 
"(Wen taal®, t))wue(z1, )| 
2 i t) 1] ier i) 

a t) 
—n(wie(z1, taal(z,t)) ap (r,t)] 


(15.1.5) 
然后 两 边 与 好 (zt) 一 起 构成 格林 函数 , 即 得 (15.1.4) 式 . 注意 , 后 一 项 对 于 费 米 
子 是 负 号 , 对 于 玻 色 子 是 正 号 . 例如 3He 和 He 的 情况 . 其 物理 原因 是 : 相同 自 旋 
的 费 米子 尽 可 能 地 互相 远离 , 因此 交换 效应 使 得 能 量 降 低 . 而 琉 色 子 的 情况 则 正好 
相反 , 它们 会 尽 可 能 地 互相 靠近 , 因此 交换 效应 使 得 能 量 升 高 (注意 : 我 们 这 儿 只 考 
虑 了 空间 部 分 的 波 函 数 , 未 涉及 自 旋 部 分 的 波 函 数 ) 
15.1.1 哈 特 里 近似 

先 只 考虑 哈 特 里 近似 , 即 只 保留 (15.1.3) 中 的 第 一 项 , 则 有 


( i ve ) le 7 )= (zr—7)+g(rt, rt) ) / deiv(e - ZT1)(n(z1)) (15.1.6) 
如 果 定 义 有 效 单 体 势 为 

ke / 人 (15.1.7) 
则 (15.1.6) 写成 


(a 十 一 Wwe)) g(x, 2) = hi6(z — 2") (15.1.8) 
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附加 的 粒子 (或 空 穴 ) 粒子 在 传播 过 程 中 是 受到 其 他 粒子 对 它 的 相互 作用 的 . 这 一 
作用 可 以 看 作 是 一 个 平均 的 效果 . 即 这 个 粒子 是 在 系统 的 其 他 粒子 所 产生 的 平均 
势 场 中 独立 运动 的 (虽然 这 个 平均 势 与 位 置 有 关 ). 现在 这 一 形式 与 前 面 单 体格 林 函 
数 的 形式 (2.1.3) 一 致 . 

在 平移 不 变性 系统 中 , (n(z1)) =no 是 个 常数 ， 所 以 (15.1.7) 的 结果 为 noV(0) 
是 个 常量 .V(0) 是 V(z) 的 傅 里 时 零 分 量 . 对 (15.1.8) 式 作 传 里 叶 变换 ， 


巴 一 Ee 一 nov(0)| g9(k,w) 一 到 (15.1.9) 
局 让 
对 于 已 正 则 系 综 , 哈密 顿 量 中 的 -5 Y2 应 代 之 以 = 
中 一 和 十 4 一 my) g(k,w) 二房 (15.1.10) 


对 照 (9.4.20) 式 可 知 , 此 时 g(k,w) 的 形式 与 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 相似 . 但 应 
注意 的 是 , (15.1.10) 的 g(k,w) 前 的 因子 不 能 随便 除 以 到 右边 的 分 母 上 , 因为 w 是 有 
虚 部 的 . 格林 函数 在 实 轴 上 没有 定义 . 我 们 无 法 知道 w 的 小 虚 部 是 如 何 确 定 的 . 只 
有 gR(k,w) 和 g^(k,w) 的 形式 较 简 单 , 它们 的 极点 是 分 别 确 定 到 下 半 平 面 和 上 半 平 
面 的 , 见 (9.4.17). 这 时 (15.1.10) 左边 的 因子 可 以 除 到 右边 . 如 果 定 义 一 个 函数 

太 


G(k,w) = ON (15.1.11) 
那么 有 
gi(k,w) = G(k,w 二 i0+) = G+(k,w) (15.1.12) 
ge (k,w) = G(k,w 一 i0+) = G-(k,w) (15.1.13) 
只 有 绝对 零度 的 费 米 系统 , 可 以 仿照 (9.19.19) 写成 
g(k, w) = : (15.1.14) 


hw mat+p— noV(0) +i0tsgn(fiw — ) 


由 于 g* 和 gh 可 取 成 一 个 函数 的 侧 极 限 , 而 因果 格林 函数 办 不 到 这 一 点 , 所 以 运动 
方程 解法 解 推迟 或 超前 格林 函数 特别 方便 . 好 在 gR 或 g^ 也 完全 能 够 给 出 各 物理 
量 . 
15.1.2 ” 哈 特 里 -~ 福 克 近 似 

只 保留 (15.1.3) 中 的 第 一 项 , 则 不 满足 z1 ”za 或 ze za' 交换 的 不 变性 , 即 
关于 两 个 粒子 的 交换 是 不 对 称 的 . 将 (15.1.3) 的 两 项 都 保留 , 就 是 哈 特 里 - 福 克 近 
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似 , 它 把 两 粒子 的 交换 作用 考虑 进来 了 . 此 时 (15.1.4) 式 在 时 空 坐标 中 的 形式 不 容 
易 求 解 , 须 做 傅 里 叶 变换 . 假定 空间 是 均匀 的 . 对 于 交换 项 做 侍 里 叶 变 换 , 得 到 其 傅 
里 时 分 量 如 下 : 


Ge w) 小 djidwieici0 V(k — ki)g(k1, wi) 
= 1h ,0 ) ard Vk — ki1)(n(k1,w1)) 


其 中 用 到 (9.2.78) 式 . 由 此 (15.1.4) 式 的 傅 里 叶 变换 为 
(hw — ep)g(k,w) = (15.1.15) 
其 中 ， 


2 
Ek 一 Dp 一 全 十 noV (0) 中 /2 7 | ido Vk — ki1)(n (k1,w1)) (15.1.16) 


V(k) = / dzV(z)e ”是 势 V(x) 的 傅 里 叶 变 换 .(15.1.16) 的 最 后 一 项 是 交换 能 . 
在 长 程 势 作用 下 交换 能 比 直接 能 小 很 多 . 而 在 短程 相互 作用 中 , 交换 能 与 直接 能 可 
比拟 . 

本 市 讲 的 近似 也 就 是 813.2 已 经 介绍 过 的 SCHF 近似 . 例如 , 可 在 (13.2.19) 中 先 
不 考虑 交换 项 , 两 边 乘 以 exp( 一 ie?t/ 甩 再 对 1 求 和 构成 场 算 符 w(xt), 再 乘 以 wi(wt) 
加 上 编 时 算 符 ZL, 则 成 为 (15.1.3) 式 . 

注意 , 在 有 凝 罕 的 玻 色 流体 中 , 可 以 连续 产生 后 者 连续 淹没 一 对 粒子 , 因此 (15.1.2) 
式 中 的 最 后 八 项 与 前 十 六 项 相 比 , 不 一 定 小 . 这 些 项 会 起 作用 . 


815.2 谱 定理 


前 面 已 经 提 到 , 格林 函数 中 只 有 推迟 和 超前 格林 函数 直接 应 用 运动 方程 法 最 方 
便 . 我 们 先 氢 述 在 运动 方程 解法 中 必然 要 用 到 的 推迟 和 超前 格林 函数 的 谱 定 理 . 顺 
便 介 绍 另 一 套 常 用 的 记号 . 本 章 只 考虑 海 森 伯 算 符 , 为 简略 计 , 一 律 省 去 海 森 伯 算 符 
4H(b= exp(i 瑟 )4exp(-iBb 的 下 标 H. 其 次 . 对 于 海 森 伯 算 符 4( 和 B(t), 推迟 和 
超前 格林 函数 已 由 (9.1.2) 和 (9.1.3) 定义 . 我 们 在 这 儿 重 新 写 出 如 下 : 


Gr(t—t) = ((A(t); B(E)))s = -i9(t —t (A BE) = nB(t) A (15.2.1) 


GA(t—t) = ((A(t); B(F))) =i0(t —t)([A(W BE) —nB(t) A (15.2.2) 
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此 处 已 经 假定 系统 的 哈密 顿 量 与 时 间 无 关 , 所 以 格林 函数 可 以 写成 两 个 时 间 变 量 之 
差 的 函数 . 时 间 关 联 函 数 已 由 (9.1.4) 和 (9.1.5) 定义 . 这 儿 重 写 如 下 : 


Fga(t—t)=(B(t)A()), Fap(t —t) = (4(DB() (15.2.3) 
对 时 间 关 联 函 数 作 傅 里 叶 变换 


FpA(t—t)= 元 人 dwJ (hw)e w(t) (15.2.4a) 


Fap(t—t) -去 dw] (hw)e ott) (15.2.4b) 


(15.2.4) 称 为 时 间 关 联 函 数 的 谱 表 示 式 .J(w) 称 为 谱 强 度 . 由 (15.2.4a), 有 


(B(t)A(t +i8)) = 元 ) J (huw)ed eio (tt) dw (15.2.5a) 
另 一 方面 
r BH / 
(B(¢)AG + ION) = + 2) 下 
ER (15.2.5b) 
= = (A()B()) = Faslt —t) 
比较 (15.2.4) 与 (15.2.5) 可 得 
JT (hw) = J (hw)ed (15.2.6) 
再 将 推迟 格林 函数 作 傅 里 叶 变换 ， 
GR(t —#) = 5 属 dEGR(B)e™ie(tt)/h (15.2.7) 
GR(E)= | dtGR (t)ei et/n 
0 (15.2.8) 


= 一 ; / d(t — t)eiB(t-t)/ng(t — tA Bt) — nB(t) A)) 
将 式 (15.2.4) 代入 上 式 , 再 利用 (9.1.22), 可 用 谱 强度 J(w) 来 表 出 GR(E) . 
“到 人 dw (hw) (ed — 7)= :/ 0(t)dtei(B/R-o)t 
”qd 


hi(eW” —n) 
EB- fw+iot 


(15.2.9a) 
Ee 区) 
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同 理 可 得 


™ dw hi(eBhw — 7) 
A _ 
CT (万 ) = 人 JUiw) 亏 下 (15.2.9b) 


上 面 的 变量 五 都 是 实数 . 如 果 定 义 复 变 函数 
Gn(z) = 人 (15.2.10) 
则 有 


GR(E)= Gn(E+i0+)= GH(E), GA(E)= GE -i0t)= G7(E) (15.2.11) 


下 面 一 般 地 把 G(z) 和 GR、GS 等 都 泛称 为 格林 函数 . 读者 根据 具体 的 表示 式 就 知 
道 指 的 是 哪 一 个 . 利用 公式 (1.1.23), 可 从 (15.2.9) 得 到 (9.2.25),(9.2.26) 式 . 最 后 还 
可 得 


G+(E)— G7 (E) = -i(e?® —n)7(E) (15.2.12) 
, GH (fiw) — G5 (ho) 
J (hw) = ER (15.2.13) 
再 代入 (15.2.4)， 


i fs G+ 一 G7 
raat -t)- 去 | Ts 


—iw(t—t’) 15.2 14 
DA e dw ( 5.2.1 ) 


此 式 称 为 谱 定 理 , 在 文献 中 常 称 为 涨 落 耗 散 定理 (fluctuation-dissipation theorem, 
FDT). 这 是 因为 G+ (hi) 一 G- (fiw) = 2iImGR(fiw) 与 系统 的 阻尼 有 关 . 而 FB4(t- 信 
是 可 描述 涨 落 的 时 间 关 联 函 数 . 假如 求 得 了 格林 函数 G(E), 即 可 用 上 式 来 计算 时 
间 关 联 函 数 及 有 关 的 物理 量 . 这 是 文献 中 常 给 出 的 形式 . 

有 一 点 要 特别 强调 , 当 7 = 1 且 在 零 频率 w = 0 时 , e922 一 1 是 零 , 所 以 不 能 从 
(15.2.12) 得 到 (15.2.13) 式 . 也 就 不 能 由 此 来 定 J (w=0) 的 值 .(15.2.12) 式 的 左边 应 
该 认为 是 一 个 有 限 值 , 没有 理由 一 定 为 零 . 既然 当 w=0 时 eS 名 -1= 0 那么 J(w) 
实际 上 在 w = 0 处 应 该 为 无 限 大 . 我 们 把 这 一 无 限 大 分 离开 来 , 写成 


J (fw) 一 J (hw) + 2n Ko (hw) (15.2.15) 


的 形式 , 其 中 右边 第 一 项 在 w = 0 处 是 零 . 我 们 要 给 出 K 的 表达 式 . (15.2.10) 式 写 
成 


Gn(2) = 了 全 ~ Te™ 一 用 一 + K(ede 一 人 (15.2.16) 
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其 中 第 一 项 的 积分 是 有 限 值 , 而 第 二 项 的 积分 不 一 定 . 原因 是 当 z=0 时 , 因子 6(w)/w 
在 ”= 10 处 是 二 重 无 穷 大 . 我 们 来 计算 下 列 极限 : 


人 Ps 276 (hw 
如 000- 如 :里 0 关于 冤 
革 lim zK(1— > = K(l—7) (15.2.17) 
我 们 看 到 

lim zG+1(z) = 0 (15.2.18) 
lim zG-1(2) =2K (15.2.19) 

K 的 表达 式 应 该 是 这 两 式 的 综合 , 所 以 应 该 写成 如 下 形式 : 

1 

K= 本 lim 2Q-n(2) (15.2.20) 


当 w #0, J(w) 就 是 (15.2.13) 式 . 因而 (15.2.13) 式 应 写成 


pon(fiw +i0+) — Gr(fw —i0+)  ， 


本 1 二 7 .0 
J(hw)=i Pn 十 Ta 0) lm 3G-n(0) (15.2.21) 


其 中 PP 表示 取 主 值 , 即 排除 m=1 且 w=0 的 情况 . 右边 第 二 项 的 取 极 限 的 结果 是 一 
个 数 , 可 以 把 它 和 5 函数 分 量 开 来 . 将 此 式 代 入 (15.2.4) 式 , 得 


OO .人 十 加 _ ， 十 
raatt—t)=i | pen(iw ti0 )— Gn(fiw — i0 ) 


+2m -8(hi) lim FG-n(0) el 


=iP 所 dw Gn(hiw 十 i0- ) 一 Gn(hew 一 i0-) eio(t—t") 


_ ww 27 eBhw 一 7 
l1+n,. o 
Po elo) 
二 iP 人 dw Gn (hw 证 i0+) RE. Gn(hiw 2 i07) eio(t-t") 
_%w 2 eBlhiw — 7 
1+n,. w 
+ lm 5G-n(%) (15.2.22) 
此 式 才 是 完全 的 谱 定 理 . 


如 果 使 用 玻 色 子 格林 函数 , m=1, 那么 对 于 非 零 本 征 值 , 没有 后 一 项 . 对 于 零 本 
征 值 , 没有 前 一 项 而 有 后 一 项 . 后 一 项 其 中 又 要 用 到 费 米子 格林 函数 . 

如 果 只 使 用 费 米 子 格林 函数 , 那么 就 是 (15.2.14) 式 . 没有 两 项 的 问题 . 因此 , 尽 
量 考 虑 直接 使 用 费 米子 格林 函数 , 有 时 可 避免 出 错 . 
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用 运动 方程 法 解 格 林 函 数 的 具体 步 又 如 下 : 

(1) 根据 所 求 的 物理 量 , 选择 A(t) 和 B(t) 来 组 成 格林 函数 ((4(t);B(t)) (以 下 
略 去 推迟 和 超前 格林 函数 的 标记 R 和 A, 还 略 去 下 标 7). 

(2) 建立 ((A();B(t))) 的 运动 方程 , 用 切断 近似 法 解 此 方程 , 求 得 ((A(t);B(7))) 
及 其 传 里 叶 变 换 ((4;B)) (EB). 下 面 我 们 来 建立 推迟 格林 函数 的 运动 方程 . 

算 符 所 满足 的 运动 方程 为 

i A = [A(t),H] = A(W)H — HA (15.2.23) 

根据 推迟 格林 函数 的 定义 (15.2.1) 式 , 我 们 需要 对 函数 bt 一切 求 导 . 由 (9.1.22) 式 ， 


D0 —t)= 6(t—t) -0+0(t—t) (15.2.24) 
通常 情况 下 , 右边 的 无 穷 小 部 分 完全 可 以 忽略 而 写成 二 pt 一切 = 5(t 一直 .在 本 
节 要 求 推迟 和 超前 格林 函数 的 情况 , 这 个 无 穷 小 是 不 能 忽略 的 . 只 有 保留 这 一 无 穷 
小 , 才能 得 到 正确 的 推迟 和 超前 格林 函数 由 推迟 格林 函数 的 定义 得 到 其 满足 的 运 
动 方程 如 下 ， 


hi ((AC); BE) 
= MG 一 区 (4 BEN)]-n) ~i0+((ACO); BO) + (AGH — HA BE)))™ 
(15.2.25) 


右边 最 后 一 项 会 得 到 高 阶 格林 函数 . 做 切断 近似 之 后 , 两 边 做 传 里 叶 变换 , 可 解 出 
推迟 格林 函数 的 表达 式 . 
如 果 哈 密 顿 量 中 不 含 时 间 , 则 可 先 做 时 间 传 里 叶 变 换 


(4 有 = ai(a0); Be) eve (15.2.26) 


则 运动 方程 式 (15.2.25) 变 为 
(iw +i0t)((4; B))™(w) = h([A, B]-») + (([A, HJ-; B))™(w) (15.2.27) 


其 中 (([4, 可 ;B))(w) 含有 高 阶 格林 函数 . 做 切断 近似 后 , 可 解 得 ((4;B))(w) 的 表达 
式 . 

(15.2.27) 也 简称 为 运动 方程 . 只 要 是 哈密 顿 量 中 不 含 时 间 , 可 直接 从 此 式 出 发 
开始 求解 . 

(3) 利用 谱 定 理 , 由 G(E) 求 得 时 间 关联 函数 (15.2.3) 和 对 应 的 物理 量 . 
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815.3 应用: 哈 伯 德 模型 


在 第 五 章 中 考虑 紧 束 缚 模型 时 , 只 考虑 了 电子 在 每 个 格 点 上 的 自 能 和 相 邻 格 点 
之 间 的 跃迁 . 前 者 相当 于 处 在 一 个 势 阱 中 , 后 者 是 因为 相 邻 格 点 的 波 函 数 之 间 有 交 
苞 . 对 于 格 点 上 的 原子 对 电子 的 束缚 力 比较 强 , 电子 间 的 相互 作用 比较 弱 , 或 者 说 电 
子 间 的 关联 效应 较 弱 的 晶体 , 这 一 模型 是 很 成 功 的 . 它 是 定量 计算 某 些 绝缘 体 、 化 
合 物 特别 是 半导体 材料 的 有 效 工具 . 

但 是 在 罕 能 带 中 电子 间 关 联 作用 是 十 分 重要 的 . 电子 从 一 个 局 域 原子 轨道 运动 
到 另 一 个 原子 局 域 轨道 上 时 , 必须 考虑 后 一 轨道 是 否 被 其 他 电子 占据 , 如 果 已 被 占 
据 , 则 应 当 计 入 在 同一 原子 (或 格 点 ) 周围 两 个 电子 间 的 库仑 相互 作用 , 这 一 作用 
将 使 能 带 状 态 发 生 显著 的 变化 . 哈 伯 德 (Hubbard)i3 首先 建立 了 具有 强 关 联 效应 
(Strong correlation effect) 的 模型 , 讨论 其 对 能 带 的 影响 . 下 面 我 们 就 介绍 这 一 模型 
及 其 格林 函数 解法 . 
15.3.1 哈 伯 德 哈密 顿 量 


考虑 N 个 原子 组 成 的 简单 晶体 , 设 瑟 (7) 代表 单 电子 在 周期 场 中 的 哈密 顿 量 ， 
则 多 体系 统 的 总 哈密 顿 量 为 
e2 


为 简单 起 见 , 只 考虑 单个 未 填 满 的 能 带 , 例如 孤立 的 s 能 带 . 这 时 在 布 洛 赫 表 和 象 中 
相互 作用 哈密 顿 量 的 二 次 量子 化 表示 式 可 写成 
H=) EC Chko > > 》 (Rn kolv|k’, CC Chksos Ok on 


ko ki1k2,k’ ks O102 
(15.3.2) 


其 中 Ex 是 能 带电 子 的 能 量 , Ck。 和 Cko 代表 布 洛 赫 轨道 的 上 波 矢 、c 自 旋 电 子 的 
产生 及 沽 没 算 符 . 


(ki1, ko2lv|k’, ks) 一 / 
为 了 讨论 窗 带 中 关联 问题 , 最 好 采用 万 尼 尔 表象 . 利用 (5.1.4) 式 的 反 变换 
We(r) = 育 J 一 人 (15.3.4) 


eZ (7 PE TPs (TR (rT’) 


drdr’ 15.3.3 
4neolr—7'| 0 ( ) 


1 1 , 
CO eikiOt ,Clo = 一 一 eiklO,, 15.3.5 
lo VN 2 ko l VN 2 ( ) 
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将 式 (15.3.2) 变换 到 万 尼 尔 表 象 ， 


H=)》 >》 7T5jCl 0 + 2 (ijhvllm)Cl, cf Cmo Co (15.3.6) 


i,y oo ye 


其 中 Ci 和 Cio 是 万 尼 尔 轨 道 (i 格 点 上 ) o 自 旋 的 产生 和 沽 没 算 符 . 单 粒子 项 中 


1 a 
Ti = | wr—ih(r)v(r— jdr=— A 》 ek(ii) p(k) (15.3.7) 
fe -oor -Dar= : 
相互 作用 项 中 
a ) rr (15.3.8) 


式 (15.3.8) 一 般 为 多 中 心 积分 , 但 可 简化 为 单 中 心 , 双 中 心 积分 等 等 . 哈 伯 德 指出 ， 
对 于 窦 带 来 说 , 单 中 心 积分 是 最 重要 的 . 


(iilv|ii) = = fs eu | 2 sal EA oad EE (15.3.9) 

i 
它 代表 同一 格 点 (或 原子 ) 周围 能 带电 子 之 间 的 库仑 作用 , 这 是 近 距 离 的 作用 , 其 
数量 级 约 为 10eV, 比 双 中 心 、 三 中 心 等 积分 的 贡献 大 得 多 .作为 一 个 简单 的 模型 ， 
可 以 略 去 相互 作用 项 中 所 有 的 多 中 心 积分 , 只 取 单 中 心 积分 项 , 这 就 是 哈 伯 德 模型 
(Hubbard Model). 因此 , 相互 作用 项 近似 为 


1 1 ot 1 
aU 3 2 Cio Cio, Cia’ Oio 2 可 2 2 NioNisa (15.3.10) 
其 中 
ed ey (15.3.11) 
而 
R01 Ci (15.3.12) 


代表 在 i 格 点 上 o 自 旋 的 粒子 数 算 符 . 在 式 (15.3.10) 中 利用 了 泡 利 (Pauli) 原理 ， 
即 不 可 能 在 同一 格 点 i 上 产生 两 个 自 旋 取 向 相同 的 电子 , 因此 必须 o' = 5. 将 式 
(15.3.6) 右边 第 二 项 近似 用 (15.3.10) 的 右边 项 表示 , 就 得 到 哈 伯 德 哈密 顿 量 
五 一 SY》 Tcl Cy 十 50 DD nionss (15.3.13) 
i,) 0 oO 
应 当 注 意 , 在 哈 伯 德 模 型 中 所 计 入 的 关于 相反 自 旋 电子 间 的 排斥 势 UV, 它 对 于 金 
属 -绝缘 体 相 变 、 罕 带 磁性 、 超 导电 性 等 均 有 重要 影响 . 


. 286 . 第 十 五 章 ”运动 方程 解法 


(15.3.13) 的 第 一 项 就 是 紧 束 缚 哈密 顿 量 (TBH) (5.1.10). 如 果 只 考虑 最 近邻 交 
至, 并 将 它 的 对 角 元 与 非 对 角 元 分 开 来 写 , 那么 


四 > 2, TClsCjo = To SOl Cw + > > CC (15.3.14) 
订 oo io lI(nn) io 
就 成 为 (5.1.12) 式 . 我 们 已 在 85.1 中 针对 一 、 二 、 三 维 方 格子 的 情况 解 出 了 此 哈密 
顿 量 的 本 征 波 函 数 与 本 征 能 量 , 并 知道 相应 的 能 带宽 度 A=22Z| 了 |,2Z 是 晶 格 配 位 数 
即 一 个 格 点 的 最 近邻 格 点 数目 ). 
哈 伯 德 哈密 顿 量 (15.3.13) 比 TBH 多 了 一 项 同一 格 点 两 电子 的 相互 作用 项 . To、 
(或 隐 ) 和 U 是 哈 伯 德 模型 的 三 个 重要 参数 , 哈 伯 德 哈密 顿 量 有 时 也 写 为 如 下 形 


式 ， 
H=TY mot UD neon -SS YD DOC (15.3.15) 


l(n,n) io 
其 中 负 号 来 源 于 元 < 0. 下 面 将 分 别 A=0 和 4 #0 情况 讨论 哈 伯 德 模型 的 解 4 
15.3.2” 零 能 带宽 度 时 哈 伯 德 模型 的 严格 解 
能 带宽 度 4=0 相当 于 在 哈 伯 德 哈密 顿 量 中 令 


7 订 = To6iy (15.3.16) 
根据 (15.3.13), 这 时 的 哈密 顿 量 简化 成 


1 
H=To i 十 可 > NigNnia (15.3.17) 


上 式 实 为 对 角形 式 . 利用 格林 函数 可 求 出 严格 解 . 
我 们 按照 $15.2 末尾 制定 的 三 个 步骤 来 求解 . 首先 确定 算 符 4 与 B, 显然 , 电 
子 的 潭 没 与 产生 算 符 Ci 和 Cj 是 最 自然 的 选择 . 因此 构成 的 格林 函数 为 


GEP(t —#) = (Cio(t); C1 (t)))™ (15.3.18) 


其 中 在 (15.2.1) 式 中 选择 = 一 1, 即 选择 费 米 子 格林 函数 . 这 是 因为 现在 构成 格林 
函数 的 算 符 是 费 米子 , 从 对 易 关 系 的 角度 考虑 , 选择 费 米子 格林 函数 更 为 方便 . 

其 次 是 建立 格林 函数 的 运动 方程 并 用 切断 近似 求解 ， 本 节 的 哈密 顿 量 中 不 含 
时 间 , 所 以 可 以 直接 从 (15.2.27) 出 发 进行 推导 . 现在 4 与 B 是 费 米 算 符 . 直接 套 
用 (15.2.27) 如 下 : 


(few + iOt)((Cio; Cf))R(w) = A([Oso, O114) + (([Cio, HJ;C1,))® (15.3.19) 
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容易 利用 (15.3.17) 算出 
[Cio, HI = ToCio + UCionis (15.3.20) 


再 利用 费 米子 算 符 的 对 易 式 
[Cio, Cl,]+ = 6 (15.3.21) 


则 (11.3.19) 成 为 
(fiw + iO — TO)((Cio; Oo) (0) = his + U((niaCio; OC}o)) (wo) (15.3.22) 
其 中 出 现 了 高 阶 格林 函数 ， 
T§(w) = ((niaCio; CO},))™(w) (15.3.23) 


我 们 来 进一步 求 [5(w) 所 满足 的 运动 方程 . 设 4 = nisCio,B = Cj, 代入 (15.2.27)， 
得 到 方程 


(iw + i0t)((nzs Cio; Cjo))™(w) 


= (lnisOio, C1]4) + ((lnia Gio, HJ; 01,)) (eo) (15.3.24) 
再 利用 
[nia, H] =0 (15.3.25) 
求 出 Tg(w) 的 方程 
(hw + i0+ — To TE (Ww) = nas)6is + U((n2; Cio; Ct,)) Rw) (15.3.26) 
由 于 费 米子 算 符 满足 等 式 
n2s = nis (15.3.27) 
因此 式 (11.3.29) 右边 第 二 项 仍 为 Fe (w)， 可 解 出 
Tg(w)=6 Rtn) (15.3.28) 


jh +i0t -TU 
我 们 在 这 儿 碰 到 的 是 一 个 特例 . 格林 函数 的 运动 方程 组 到 丁 8(w) 已 自行 封闭 ,不 出 
现 更 高 阶 的 格林 函数 , 也 就 无 须 作 切断 近似 . 得 到 的 是 严格 解 . 

将 (15.3.28) 代入 (15.3.22), 求 得 单 粒子 格林 函数 


1 一 (niz) 《mi5) 
oR Ee ER EE 2 Ne OR 2 A 
GE (w) = hi6iy | 十 RT TT (15.3.29) 


, 288 . 第 十 五 章 ”运动 方程 解法 


现在 上 标 R 已 明确 表示 这 是 推迟 格林 函数 . 最 后 利用 谱 定 理 公 式 (15.2.14). 由 对 角 
格林 函数 可 确定 每 个 格 点 上 o 自 旋 电 子 的 平均 数 为 


no = D0,C) = df (hs [GR() -Oo)] = | fh)po law 
(15.3.30) 
其 中 f(hw)=1/[exp(B(hiw-p))+1] 是 费 米 分 布 函数 见 本 章 习 题 3, p(w) 代表 平均 每 


个 格 点 上 o 自 旋 电 子 的 态 密度 , 它 就 是 格 点 态 密度 或 称 局 域 态 密度 , 见 (5.2.5) 式 . 
局 域 态 密 度 由 (15.3.29) 易 算出 . 


A ot 
po(w) = A 2) 


= (no)6(hw To)+ (na)6(ho = ToD) (15.3.3D) 
E E 
0 | te 
a 
(a) 基态 (b) 第 一 激发 态 


图 15.1 4A=0 时 哈 伯 德 模型 的 基态 和 第 一 激发 态 


当 系统 具有 平移 不 变性 时 ,niz) 应 与 格 点 位 置 无 关 , 可 令 (nia) = (nz)， 这 时 
(na) 为 任 一 格 点 上 5 自 旋 粒 子 的 占据 数 , 而 (L - (nz)) 则 代表 未 占据 数 ， 因 此 式 
(15.3.31) 说 明 , 当 4 = 0 时 哈 伯 德 模型 中 每 格 点 上 电子 有 两 个 能 级 Th0 和 To+U. 它 
们 正好 是 格林 函数 GZ(w) 的 极点 . 具体 可 从 式 (15.3.29) 看 出 . 当 格 点 未 被 占据 时 
束 缔 一 个 a 自 旋 的 电子 需 70 能 车 , 而 当 格 点 上 已 占据 了 一 个 5 自 施 的 电子 时 , o 自 
旋 电子 只 能 占据 Th+0 能 级 . 或 者 说 , 在 一 格 点 周围 束缚 第 二 个 电子 (其 自 施 与 原 有 
电子 相反 ) 所 需 能 最为 To+U, 因为 自 施 相反 电子 在 同一 格 点 附近 的 库仑 排斥 作用 能 
为 U. 若 系统 还 具有 自 旋 的 朝 上 与 朝 下 的 对 称 性 , 则 可 令 (no) = (nz) = 了 no) = 1 
这 里 mn 代表 每 个 格 点 上 的 电子 数 ， 对 于 半 满 带 情况 n=1, 系统 的 基态 如 图 15.1(a) 
所 示 ,N 个 电子 恰好 将 各 格 点 上 的 Th 能 级 占 满 半 满 哈 伯 德 模型 的 第 一 激发 如 图 
15.1(b) 所 示 , 在 两 个 能 级 均 被 占据 的 格 点 上 有 一 对 自 旋 取 向 相反 的 电子 

以 上 结果 只 是 孤立 原子 系统 的 严格 解 ， 假 如 各 格 点 上 原子 轨道 波 函 数 彼此 重 
葵 , 则 电子 将 在 整个 品 体 中 运动, 并 分 别 形成 以 26 为 中 心 和 以 + 为 中 心 的 两 
个 子 带 , 设 这 两 个 子 带 不 交 秋 ( 认 能 带 ), 当 n=1 时 , 电子 只 填 满 10 子 带 , 而 TAU 
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子 带 则 是 空 带 , 这 时 晶体 是 绝缘 体 . 如 果 原 子 波 函 数 重 和 到 很 厉害 , 两 个 子 带 相交 , 则 
n 一 1 时 合并 为 一 个 半 满 能 带 , 晶体 是 良 导体 . 在 中 间 情 况 , 可 能 发 生 金 属 -绝缘 体 相 
变 . 

15.3.3 ”窄带 中 的 强 关联 效应 


当 能 带宽 度 4 #0 时 , 我 们 必须 从 严格 的 哈 伯 德 哈密 顿 量 (15.3.13) 式 出 发 , 计 
入 Tij(j 了 外 项 . 这 时 由 于 瑟 不 再 是 nio 的 对 角 型 , 利用 格林 函数 方法 只 能 求 近似 
解 . 

运动 方程 式 仍 然 是 (15.3.19), 现在 的 哈密 顿 量 应 是 (15.3.13). 


[Cio, H] = 》 TijCjo + Unis Cio (15.3.32) 
i 


代入 (15.3.19) 得 


(hw +i0t)GE (2) = fdij + > TaGy (w) + UTS (w) (15.3.33) 
Ll 


其 中 的 高 阶 格林 函数 6(w) 是 (15.3.23) 式 , 它 所 满足 的 运动 方程 为 (15.3.24) 式 . 
再 计算 如 下 对 易 关 系 : 


(nis Cio, H|= UniaCio 让 ToniaCio 十 TiniaCio 十 2 Ti [Ol Ors SAN OT Ba 
(#1) 
(15.3.34) 


将 此 式 代 入 (15.3.24) 后 , 出 现 新 的 格林 函数 , 因此 不 能 得 到 封闭 的 自治 方程 . 在 窜 
带 强 关联 情况 下 , 为 了 解锁 , 作 如 下 的 近似 处 理 : 将 式 (15.3.34) 右边 方 括 号 的 算 符 
部 分 近似 用 各 自 的 平均 值 nz》 和 (01;C1s) (Ci Cis) 代替 . 由 于 Ti = Ti, 再 利 
用 平移 对 称 性 ， 

| Tu (CO = (0 O08)) =0 (15.3.35) 


由 此 (15.3.34) 右边 第 四 项 的 贡献 为 零 , 而 第 三 项 仍 给 出 7T8(w), 这 就 是 切断 近似 . 
得 到 了 自行 封闭 的 方程 . 


(fw + i0+)TE(w) = h(n na) 》 TaGE(w) + (T+ TE) (15.3.36) 
1(#i) 
由 此 式 解 出 : 
[= 大 二 站 机 -也 es ed 中 0 


1(#2) 
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代入 (15.3.33), 得 到 单 粒子 格林 函数 方程 


Go go U Na OF 
(hw 十 i0+)GZ (w) = ToGi; (w) 中 (4 十 Ti) 网 十 py TaGry wj| 
L(#i) 


(15.3.38) 


式 (15.3.38) 是 格 点 格林 函数 G8 的 积分 方程 . 可 利用 傅 里 叶 变换 至 有 表象 求解 . 对 
于 平移 不 变性 的 系统 , 格 点 格林 函数 GZ 只 是 (i-j) 的 函数 , 故 傅 里 叶 变换 为 


GE (Ww) = TS ek) Ge (kw) (15.3.39) 
N k 
利用 此 式 及 (15.3.7) 的 道 变换 
E(k) = 六 YT (15.3.40) 
订 


不 难 将 (15.3.38) 变 为 格林 函数 G”(k,w) 的 简单 代数 方程. 


(fw + i0+)G° (k,w)=T0G° (k,w)+ | {k+[E(k)— TG (Ra 
(15.3.41) 
由 此 解 出 单 粒 子 格林 函数 
ee hlhw ~ To — UG ~ (nz) 
0) 7 Tir BU) iOr To D+ oOo EO] (e342) 
为 了 讨论 这 个 解 的 特点 , 将 上 式 整 理 成 下 列 标准 形式 ， 
GoR(kw) = — ko hAno (15.3.43) 


一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 
hut+i0t— Er, hw+ti0t— Et 


此 处 补 上 表示 推迟 格林 函数 的 上 标 R. 其 中 Ei 是 格林 函数 G" (kiw) 的 极点 , 即 是 
下 列 二 次 方程 的 根 ， 


[hw — E(k)](fw— To —U)+ (na) To — E(kR)U = (hw — Et,)(hw— Ex,) = 0 (15.3.44) 
由 此 求 出 
五 :全 5 {E(k) +U+T VIE(k) -UU— T+4U0na) E(k) 一 可 } (15.3.45) 


并 且 
Ers <To+U(l- (ns)) < Ex, (15.3.46) 
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说 明 两 支 解 不 相交 ， 系数 4j 由 式 (15.3.42),(15.3.43) 决定 ， 将 有 的 表示 式 
(15.3.45) 代入 (15.3.42), 可 算出 


+ _1 EE-UT+2Una) 
1 | ee 
由 此 表达 式 容易 看 出 有 关系 式 
i FER Ae Ey, ef (15.3.48) 
局 域 态 密 度 的 表达 式 为 


po -到 2 [GF (0) ~ GH 0)] = 2 YORK,w) — GA (kw) 
k 
一 六 | A (fiw 一 Exo) 十 Aj,S (hw - Ex,))] 
(15.3.49) 
分 析 上 式 不 难 了 解 , 由 于 关联 作用 原来 的 单个 能 带 分 裂 为 两 个 子 能 带 . 下 面 按照 U 


在 不 同 的 取 值 范围 进行 讨论 . 
1. U=0 的 情况 , 即 不 计 电 子 间 的 关联 作用 , 这 时 直接 由 (15.3.42) 得 


万 
fy — E(k) 十 i0+ 


其 极点 E(k) 就 是 晶体 中 能 带电 子 的 能 量 . 相应 的 态 密度 为 


GR (k,w)|vo = (15.3.50) 


po(E)= SE ~ E(k)] = / dE(k)DIE(k)]6[E ~ E(k)] = D(E) (15.3.51) 
k 一 CO 


图 15.2 不 计 关 联 时 的 单 带 示意 图 
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这 里 D(E) 代表 单 带 E(k) 的 态 密度 . 这 个 能 带 的 中 心 在 处 , 可 用 图 15.2 定 
性 表示 其 能 带 曲线 和 态 密度 . 图 中 4 代表 其 能 带宽 , 并 且 A >2|B(k)--To 

2. U > 4, 即 窄 带 中 强 关联 的 情况 

这 时 可 设 


U > |E(k)— Tl (15.3.52) 
对 式 (15.3.45) 作 展 开 , 求 得 
Exs TTo + (E(k) — To](l — (na)), Et, SU+T + [E(k)— Tol(ns) (15.3.53) 


由 (15.3.48) 
Ako TE 1— (na), At, ~ (ns) (15.3.54) 
格林 函数 和 态 密度 的 近似 式 为 (以 下 不 明确 写 出 分 母 上 的 无 穷 小 虚 部 ) 
5 a hi(na) hi(1 — (na)) 
人 
(15.3.55) 


ps(B) = DE ~ (na))6{B — To [EK) — Toll1 ~ (na))} 
k 
+ (na)5{B — To —U [E(k) — Tol(ns))] (15.3.50) 


显然 , 两 个 子 带 分 别 以 To 和 To+U 为 中 心 . 
对 于 零 能 带宽 度 , 应 取 E(k)=To. 这 时 式 (15.3.56) 还 原 为 A=0 情况 的 态 密度 
公式 (15.3.31), 而 格林 函数 为 


G® (k, w) 二 h(1 ye (na)) h(na) 


一 一 一 一 一 15.3.5 
hw 一 70 hw—JTo—U (3 


此 式 就 是 A=0 时 的 严格 解 (15.3.29) 的 健 里 叶 变 换 式 . 


E 


T+U 


图 15.3 计 入 关联 后 能 带 分 烈 图 
左 图 横 坐 标 是 波 矢 . 右 图 横 坐 标 是 态 密度 
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A 2 
全 = 地 


图 15.4 哈 伯 德 模型 中 的 M-I 转变 


由 (15.3.48),(15.3.49) 可 以 比较 严格 地 作出 能 带 曲线 和 态 密度 图 形 . 此 处 只 根据 
以 上 讨论 示意 地 夯 出 如 图 15.3. 由 图 可 知 , 当 E(k) 能 带 为 未 满 时 , 电子 间 的 关联 作 
用 将 使 能 带 在 费 米 能 级 Ee 处 发 生 分 裂 , 从 而 形成 两 个 子 带 , 一 个 被 填 满 , 另 一 个 则 
是 空 带 , 将 使 金属 变 为 绝缘 体 (MI 转变 ). 导致 能 带 分 裂 的 主要 原因 是 同一 格 点 周 
围 的 相反 自 旋 电 子 间 的 库仑 排斥 作用 , 这 是 多 体 效应 对 能 带 的 影响 . 

3. U 不 属于 上 述 两 个 范围 时 的 情况 

总 结 前 两 点 的 讨论 可 知 : 当 不 同 格 点 上 的 原子 局 域 轨道 波 函 数 不 重 登 时 (A 二 
0), 晶体 中 电子 只 可 能 处 于 To 和 To+U 能 级 (图 15.1); 当 U 很 大 而 局 域 轨道 交 短 
较 小 时 (U 六 4), 各 格 点 周围 的 To 与 To+U 能 级 分 别 组 成 两 个 很 窄 的 子 能 带 , 它们 
彼此 不 相交 午 (图 15.3). 当 n=1 时 (电子 数 = 格 点 数 ), 这 两 种 情况 晶体 中 都 为 绝 
缘 体 . 假如 U 较 小 而 轨道 波 函 数 的 重 友 又 很 厉害 , 以 至 4 六 U, 则 以 To 为 中 心 和 
以 TotU 为 中 心 的 两 个 子 能 带 将 彼此 相交 和 重 和 ,实际 上 成 为 一 个 半 填 满 的 能 带 
这 时 晶体 表现 出 金属 性 . 因此 , 在 半 满 能 带 E(k) 中 当 计 入 电子 关联 作用 后 到 底 是 
金属 性 的 晶体 (M), 还 是 绝缘 体 (D 取决 于 U 和 4 的 相对 大 小 , 在 某 个 确定 的 比值 
(4A/U)c 处 将 发 生 MLI 转变 . 

本 节 不 能 给 出 M-I 转变 的 条 件 . 这 是 因为 建立 Fy (w) 的 方程 (15.3.36) 时 所 采 
用 的 近似 过 于 粗粮, 忽略 了 子 带 的 变 宽 效应 ,假如 不 对 Lg,(w) 的 方程 作 切 断 近似 ， 
而 是 写 出 严格 的 Fgi(w) 方程. 然后 , 再 写 出 (15.3.4) 式 右边 第 四 项 组 成 为 非 对 角 格 
林 函 数 的 运动 方程 并 作 切 断 近 似 , 使 方程 组 封闭 , 则 可 以 求 得 MLI 转变 的 条 件 . 本 
文 不 拟 在 此 氢 述 这 一 宛 长 的 步 又 根据 哈 伯 德 的 计算 , 能 带 参量 与 (4/U) 的 关系 大 
致 如 图 15.4. 当 和 < 局 时 半 满 带 分 裂 为 两 个 子 带 , 系统 表现 出 绝缘 体 特性 . 在 相 
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全 2 站 汉 a A 2 
区 情况 行 > -所 时 , 能 带 不 分 列 , 晶体 具有 金属 性 因此 , (条 ) = - 序 是 MI 转 
变 点 . 这 样 用 哈 伯 德 模型 就 能 解释 , 同样 是 未 填 满 4 带 的 过 滤 金 属 氧化 物 , 为 什么 


有 些 是 良 导体 , 而 另 一 些 则 是 绝缘 体 . 


815.4 应用: 电子 之 间 的 相互 作用 导致 磁化 率 的 增强 


自由 电子 的 磁化 率 已 由 推迟 格林 函数 表达 , 见 (14.3.15) 式 . 我 们 先 定义 如 下 的 
推迟 格林 函数 . 


CO 0 DV CE (15.4.1) 
G2 


那么 , 组 成 格林 函数 的 两 个 算 符 是 


人 Cr B= > we 
dl 
其 中 在 (15.2.1) 式 中 选择 7 = +1, 即 选 择 玻 色 子 格林 函数 . 这 是 因为 现在 构成 格林 
函数 的 算 符 是 两 个 费 米 子 算 符 的 乘积 , 从 对 易 关 系 的 角度 考虑 , 选择 玻 色 子 格 林 函 
数 更 为 方便 . 
我 们 考虑 在 唱 格 的 每 个 格 点 上 有 电子 之 间 库 仑 相互 作用 , 即 考虑 哈 伯 德 哈密 顿 


量 ， 
H= Ho+ Hi = >》 ， Tijct cjo 十 UY nani 
, a i (15.4.2) 
= Spade + 3 又， Cg ee 
po P,P1,40 


后 一 等 式 是 做 了 傅 里 时 变换 . 我 们 运用 运动 方程 法 , 在 无 规 相 近似 (RPA) 下 来 求 出 
磁化 率 . 并 与 无 相互 作用 , 即 U0=0 时 的 磁化 率 做 比较 . 由 于 哈密 顿 量 (15.4.2) 式 中 
不 含 时 间 , 仍然 从 (15.2.27) 出 发 计算 . 首先 计算 算 符 4 与 哈密 顿 量 之 间 的 对 易 关 

系 . 
| 三 一 (sqi+qg 一 Gy jl sad (15.4.3) 

U 
[ey aap es 用 过 去 oN Dopp pel opt fa eb bn paneg 
了 ,P2> 
el oda, 一 popCpp 一 人 


这 四 项 可 以 合并 成 两 项 , 先 把 第 一 、 四 两 项 中 的 -ps 改 成 p2. 合并 的 结果 如 下 : 
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i ad si Use 


1 i 1 1 
[ca rapco -op Hi] = N (cgi+gpCq1—p2,—pCp —papCpp 一 pe po) 
P,Pp> 


现在 先 区 分 出 p2=0 的 项 . 在 余下 的 项 中 前 一 项 取 p=gi+g, 后 一 项 取 p=q1-p2. 
然后 作 无 规 相 近似 , 就 是 扔 掉 所 有 其 他 的 项 . 其 中 再 作 哈 特 里 - 福 克 近 似 , 将 自 旋 相 
同 的 算 符 对 用 它们 的 平均 值 代 替 cbucpp s (cbcpp) = (npp) = 户 。 这 是 费 米 分 布 . 


2 
[cg, +gpcqi—p’ Hi1]= N (eo pode ppCpp 一 ot_ pCp— pCgqit+qpCqi— —p) 
p 
bs + 1 
十 六 > OD 
p> 
于 1 
Cqi—pCqi—p2—pCgi+q—papCqi—p) 
De 
N pp PP/ 9g1 十 gp “di—P 
p 


U + 
+ (fq-p 3 fqi+qp) > Cqi+q~p2pCqi Pp2,—p 
了 2 


+ 
re “I (fpo — fp- a —p 


[3mml] + (fa — faitqp) 2 cq;+q+papCal+pz,-p (15.4.4) 


了 22 
现在 把 -ps 改 成 了 po. 算 符 4 和 B 之 间 的 对 易 关系 是 
(ed 2, Ca > fqitqp 一 fqi-p (15.4.5) 


qd2 


把 (15.4.3)~(15.4.5) 代入 (15.2.27), 得 到 (15.4.1) 式 的 运动 方程 . 对 于 时 间 做 传 里 叶 
变换 之 后 的 运动 方程 的 形式 如 下 : 


(hw 十 i0+)gs,s-,(q1, q;w)= pfqtqp — fa-p) — (eai+e 一 sai)9Sos-o(9l， q; w) 
U 
十 六 Ys = me (qi q; w) 
Pp 


U 
+ 六 (yao — faitqp) Sq (pi q; w) 
了 1 
(15.4.6) 


我 们 令 
= >》 fp-p = eqp (15.4.7) 
p 
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相当 于 将 每 个 动量 的 能 级 做 了 一 个 平移 . 
[fiw 十 i0+ 十 (sa;+e-p 人 的 (qi, q; w) 


U 
= plfqitqp 一 fai—p) + N (fa-e — fqitgp) >》 98o5-o(Dl， q; w) 
了 :1 


再 把 两 边 的 指标 p 和 qi 对 换 . 得 到 如 下 结果 : 


(jp-p — fptap)l~p + (U/N) 2 9Sos-o(g1， q; w)] 


R 。 一 
gs»s-r (DP, gq; w) fiw 一 (epp 一 Ep+q,—p) +i0T 


(15.4.8) 
现在 两 边 乘 以 全, 再 对 p 求 和 , 就 得 到 磁化 率 
X” ?(q;w) = 9 2 gSes-o(p, qt) (15.4.9) 


注意 现在 右边 除 以 了 N, 表示 是 每 个 原子 的 磁化 率 . 令 


gHB sb fp = fptap 


p;'—Pp . 一 二 -一 
0 2h NN 了 hw — (epp 一 sp+q,-p) + iOt 


(15.4.10) 


这 是 在 U = 0 时 , 也 就 是 无 相互 作用 电子 气 的 磁化 率 . 因此 得 到 


XH “(gqg;w) 
1— Uxb (gq;w) 


此 式 表明 , 由 于 电子 之 间 的 相互 作用 , 使 电子 气 的 磁化 率 得 到 增强 问 . 


X2 *(g;w) = (15.4.11) 


815.5 ”松原 函数 的 运动 方程 解法 
松原 函数 所 满足 的 运动 方程 , 见 (11.2.7), 忽略 自 旋 、 外 场 作用 , 为 
(2 十 vy 十 中 G(z,Z') 


(15.5.1) 
= f(z 一 2 十 /re 一 21)dzlGo(zTr, zl17;2'T,Z17T+) 


作 哈 特 里 近似 , 再 作 傅 里 时 变换 , 注意 对 虚 时 间 应 按 811.1 做 分 立 频率 值 的 变换 . 在 
均匀 空间 中 有 , 
i Tk? 站 让 nov(0)| G(k,wn) = (15.5.2) 
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松原 函数 不 存在 频率 值 取 虚 部 的 问题 , 这 是 与 格林 函数 有 区 别 的 地 方 . 所 以 (15.5.2) 
式 左边 可 以 除 到 右边 ， 


所 
对 于 费 米子 系统 , 可 作 哈 特 里 - 福 克 近 似 , 则 有 
所 
其 中 es 
ep = hk? p+ noV(0) — / dkiV (k — ki)(n(k1)) (15.5.5) 


本 节 所 有 量 的 物理 意义 都 与 $15.1 的 完全 相同 . 唯一 的 差别 是 , 松原 函数 可 以 直接 
写成 (15.5.3),(15.5.4) 的 形式 . 而 格林 函数 中 , 只 有 g™* 和 g^ 可 以 直接 写成 (15.1.11) 
的 形式 . 对 于 松原 函数 则 可 直接 应 用 运动 方程 法 , 因而 用 此 法 求解 松原 函数 显得 特 
别 简单 . 我 们 在 第 十 七 和 十 八 章 中 运用 这 一 方法 . 

下 面 给 出 运动 方程 的 一 般 的 表达 式 . 由 虚 时 海 森 伯 算 符 的 定义 


A(T) =e'KAe-"™K (15.5.6) 
得 到 虚 时 海 森 伯 算 符 的 运动 方程 ， 
A =r KIRK A (15.5.7) 


G(P1T1, T272) = —0(71 一 T2)e ?tr[A(z171)B(z272)] 
土 9(72 一 T1)e ?tr[(2272) A(z171)] 
= ((A(z171)|B(2272))) 
最 后 一 个 等 式 是 松原 函数 的 简写 形式 .松原 函数 的 运动 方程 如 下 ， 
Glnn) 
一 一 0(7i 一 T2)e? ®tr[A(n)B(n) + B(ni)A(ni)| 
— 0(71 — 72)e ?tr | 寺 Am)B(m) 土 O(72 — ni)ed ®tr Ee ) 革 4 )| 

= -5(n {An), Bre) + (( EAB(n) ) ) 
= ~—6(n — 72)([A, B]4) + (([K, A(7T1)]|B(72))) (15.5.8) 


如 果 松 原 函 数 只 是 虚 时 差 的 函数 , 那么 可 按照 (11.2.11) 式 做 侍 里 叶 变 换 ， 
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iwn((A|B)) (en) = ([A, Ba) + (([A, KJIB)) (iwn) (15.5.9) 


其 中 6 函数 的 分 立 频 率 的 傅 里 叶 变 换 见 (11.3.46) 式 . (15.5.9) 式 解析 延 拓 后 得 到 
(15.2.27) 式 . 


习 题 


1. 证 明 (15.2.24) 式 . 
2. 我 们 也 可 以 不 像 (15.2.4) 式 那样 首先 做 傅 里 时 变换 , 而 是 通过 另外 一 个 的 步 
屋 , 来 证 明 谱 定理 . 关联 函数 也 可 以 写成 如 下 的 形式 ; 


(A(t) B(E A t)|m) (mlB(E)In) 


法 由 此 出 发 , 根据 海 森 伯 算 符 的 定义 A(t) = eiHt/hAe-iHt/h 证 明 谱 定理 (15.2.14). 
这 样 的 证 明 不 需要 用 到 (15.2.5) 式 . 对 于 分 母 上 ep 襄 -1 工 且 内 =0 时 的 情况 , 应 该 
怎么 处 理 ? 

3. 在 (15.2.5) 式 中 , 我 们 用 了 正则 系 综 . 请 用 巨 正则 系 综 , 把 到 (15.2.22) 为 止 
的 过 程 再 推导 一 遍 . 结果 有 什么 差别 ? 差别 在 于 分 母 的 指数 上 有 一 化 学 势 . 我 们 在 
(15.3.30) 中 已 经 用 到 了 这 一 结果 . 

4. 在 815.2 中 得 到 谱 定 理 时 , 假定 了 哈密 顿 量 不 随时 间 变 化 . 如 果 哈 密 顿 量 是 
含 时 的 , 格林 函数 不 能 写成 时 间 差 的 形式 , 那么 你 认为 是 否 还 可 以 有 谱 定 理 ? 如 果 
有 . 应 该 是 什么 形式 ? 

5. 证 明 (15.4.3)~(15.4.5) 式 . 

6. 如 果 加 一 沿 z 方向 的 磁场 B=(0,0, Bz), 那么 (15.4.2) 式 的 哈密 顿 量 就 要 再 
加 一 项 磁场 能 . 计算 电子 的 磋 化 率 . 如 果 磁 场 是 洛 任 意 方向 的 ,， B= (Bj,By,Bs), 计 
算 磁化 率 . 

7. 哈密 顿 量 是 自由 电子 的 动能 加 上 电 - 声 相互 作用 项 , 计算 电子 的 磁化 率 . 如 
村 要 用 到 格林 函数 , 就 取 格 林 澶 数 的 最 低级 的 非 零 项 . 

8. 请 根据 松原 函数 来 推导 谱 定 理 . 
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第 十 六 章 ” 海 森 伯 模 型 磁性 系统 
816.1 ”自发 磁化 及 其 海 森 伯 模 型 


16.1.1 ”物质 的 磁性 


在 固体 中 , 原子 处 于 格 点 上 . 由 于 电子 和 原子 核 都 是 有 自 旋 的 , 每 个 格 点 上 会 呈 
现 出 磁 矩 . 有 的 物质 每 个 格 点 上 的 磁 矩 为 零 . 更 多 的 物质 有 的 格 点 上 呈现 出 有 一 个 
不 为 零 的 磁 矩 . 这 个 磁 矩 常用 一 个 短 的 表示 矢量 的 箭头 来 标志 . 见 图 16.1.1(a). 这 
样 的 格 点 称 为 磁性 格 点 ,多 数 情况 下 , 不 同 磁性 格 点 上 的 磁 矩 的 取向 是 不 同 的 . 当 
有 外 磁场 时 , 磁 矩 倾向 于 朝 平行 于 外 磁场 的 方向 排列 . 某 些 物 质 (例如 铁 、 销 、 镍 、 
外 、 锁 等 ), 当 温度 不 太 高 时 , 即使 无 外 场 时 , 每 个 磁性 格 点 上 的 磁 矩 平行 排列 , 如 图 
16.1.1(b) 所 示 . 这 种 情况 称 为 自发 磁化 . 这 类 物质 称 为 铁 磁体 . 在 宏观 上 表现 出 有 
一 磁化 强度 . 有 的 物质 在 有 自发 磁化 时 , 相 邻 磁性 格 点 上 的 磁 矩 的 取向 正好 相反 , 如 
图 16.1.1(c) 所 示 . 这 种 物质 称 为 反 铁 磁体 , 例如 FeF>. 如 果 相 邻 磁性 格 点 的 磁 矩 取 
向 相反 但 是 磁 矩 的 大 小 不 相等 , 如 图 16.1.1(d) 所 示 , 则 称 为 亚 铁 磁体 . 

随 着 温度 的 升 高 , 热 运动 会 逐渐 克服 磁 矩 之 间 的 相互 作用 , 最 后 使 自发 磁化 消 
失 . 自发 磁化 消失 以 后 ,每 个 磁 矩 由 于 热 运动 , 其 取向 是 任意 的 , 如 图 16.1.1(e) 所 
示 . 这 种 情况 叫做 顺 磁 性 . 对 于 铁 磁 体 来 说 ,使 之 自发 磁化 消失 的 温度 称 为 居 里 
(P.Curie) 温度 或 者 居 里 点 , 常用 Tc 表示 . 我 们 说 , 铁 磁体 在 Tc 温度 发 生 相 变 , 由 
铁 磁 相 转变 为 顺 磁 相 . 反 铁 磁体 则 在 奈 尔 (Néel) 温度 T 发 生 反 铁 磁 相 到 顺 磁 相 的 

总 之 , 每 一 种 状态 都 是 一 种 相 . 状态 之 间 的 转变 就 是 相 变 . 相应 的 温度 就 叫做 
相 变 温度 . 下 面 我 们 将 有 自发 磁化 的 系统 称 为 磁性 体 . 不 过 本 章 只 处 理 铁 磁体 和 反 
铁 磁体 的 情况 . 

在 不 同 的 温度 范围 内 , 铁 磁 体 的 磁化 服从 下 述 实 验 规律 : 

(1) 低温 下 (T < Tc) 自发 磁 矩 M(T) 随 温度 的 变化 满足 3/2 次 方 定律 . 

[IM(0) ~ M(T)/M(0) = CT32,T < To (16.1.1) 


对 于 铁 : C=(3.4 士 0.2)x10-16K-3/2; 对 于 镍 : C=(7.5 圭 0.2)x0-6K-3/2. 
(2) 当 温 度 接近 Tc 时 , 自发 磁 矩 为 
MI(T,) 加 | Qavl — T/To, 7 < Tc 


(16.1.2) 
0， 了 > Tc 
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16.1 各 种 磁性 状态 


顺 磁 相 的 磁化 率 x(T) 满足 居 里 -外 斯 (Weiss) 定律 . 


(3) 当 温度 高 于 Tc 时 ， 
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d C 
xX(T)= 调 MT 万 ao= 志 一 元 


,人 > 7C (16.1.3) 


16.1.2 ” 海 森 伯 模 型 


在 量子 力学 诞生 以 前 , 一 直 未 能 弄 清楚 形成 自发 磁化 的 原因 . 有 人 曾经 假定 在 
铁 磁体 内 存在 一 种 很 强 的 “内 磁场 ”, 它 使 得 原子 磁 矩 的 取向 一 致 . 为 了 与 Te 相 适 
应 ,“ 内 磁场 ”应 大 到 105 ~107Gs. 然而 原子 中 的 磁 矩 在 其 周围 产生 的 平均 磁场 只 
有 103Gs, 而 且 直 接 用 带电 粒子 穿 过 铁 磁体 的 实验 证 明 , 铁 磁体 内 部 并 不 存在 这 样 
强 的 “内 磁场 ”. 

量子 力学 诞生 以 后 才 明 白 , 铁 磁性 是 一 种 量子 力学 效应 , 在 经 典 电磁 学 范围 内 
它 是 无 法 解释 的 . 从 量子 力学 中 知道 , 由 于 电子 的 全 同性 , 两 个 电子 的 体系 的 波 函 数 
必须 为 反对 称 : 如 果 两 个 电子 的 自 旋 同 向 ( 自 旋 波 函数 对 称 ), 则 其 轨道 波 函 数 应 为 
反对 称 ; 如 果 两 个 电子 的 自 旋 反 向 ( 自 旋 波 函数 为 反对 称 ), 则 轨道 波 函 数 应 为 对 称 . 
波 函 数 的 对 称 性 , 造成 两 个 电子 间 库 仑 作用 的 一 种 特殊 贡献 一 一 交换 能 , 它 与 两 个 
电子 的 自 旋 状态 有 关 . 按 量子 力学 , 它 是 


U=-JS1.S; (16.1.4) 


其 中 S1 和 Ss 是 两 个 电子 的 自 旋 角 动量 , J 是 由 它们 的 轨道 波 函 数 构成 的 库仑 势 
能 的 交换 积分 . 

在 晶体 中 , 如 果 相 邻 原子 间 电 子 的 交换 积分 了 >0, 则 当 电 子 的 自 旋 同 向 时 , 其 
能 量 较 低 (UV < 0), 这 时 晶体 中 的 电子 自 旋 磁 盾 就 会 取向 一 致 , 从 而 产生 自发 磁化 . 
因此 造成 自发 磁化 的 原因 是 “交换 能 ”, 而 不 是 “内 磁场 ” 量子 力学 产生 后 , 海 森 伯 
就 提出 了 用 上 述 交 换 能 (16.1.4) 式 来 解释 铁 磁性 的 机 理 . 现在 称 之 为 海 森 伯 交换 模 
型 . 对 于 过 渡 金 属 和 稀土 元 素 , 造成 磁性 的 是 d 电子 或 f 电子 . 

设 唱 格 原子 的 位 矢 是 i 在 每 个 格 点 i 上 有 一 个 自 旋 Si. 记 格 点 i 的 最 近邻 格 
点 为 i 十 a. 可 以 只 考虑 最 近邻 原子 间 的 交换 作用 J, 于 是 整个 晶体 的 交换 能 为 

-515 Si Sita 

当 存在 外 磁场 瑟 时 , 由 于 自 旋 磁 矩 Ms = 一 gusS(9 为 迎 旋 比 , 对 于 电子 自 旋 9=2， 
Ls 为 玻 尔 磁 子 ) 在 外 磁场 中 , 具有 磁 能 


—Ms:H=—guHS’” 


我 们 取 磁 场 为 z 轴 方向 , 令 Bs = 94eH. 5* 是 5 是 第 三 分 量 . 于 是 在 外 磁场 中 , 整 
个 磁性 晶体 的 哈密 顿 量 是 


H= -37 D5. Sera -B.D (16.1.5) 
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这 就 是 磁性 体 的 海 森 伯 哈密 顿 量 . 它 同 时 适用 于 铁 磁体 和 反 铁 磁体 . 用 它 来 讨论 铁 
磁体 的 性 质 , 就 能 解释 上 面 所 指出 的 三 个 实验 规律 . 

由 于 每 个 原子 可 以 有 几 个 电子 , 需要 将 每 个 格 点 上 的 电子 自 旋 算 符 Si 加 以 推 
广 认为 5; 是 一 般 的 自 旋 算 符 , 其 量子 数 S 可 以 取 任 意 整数 或 半 整 数 ，Si 的 分 量 
满足 通常 的 角 动 量 对 易 关 系 : 


[58 5 让 = iS¢6iy, [SY, S$] = iS¥6iy, [S?, 59] = iSY6iy (16.1.6) 
Si: Si= (S57) + (Sy) + (S57) = S(S+1) (16.1.7) 
其 中 下 标 表示 格 点 . 若 令 
9 = 57 BiSY (16.1.8) 
则 53; 与 57 的 对 易 关 系 为 
[0 (16.1.9) 
并 且 
Si .Si = (35 95 二 5; 5+) 二 (3532 一 S(09+1) (16.1.10) 


根据 海 森 伯 哈密 顿 量 (16.1.5) 式 , 可 以 从 理论 上 解释 磁性 体 在 不 同 温度 范围 内 
的 磁化 规律 , 例如 铁 磁体 的 (16.1.1)~(16.1.3) 式 . 然而 , 早期 的 理论 是 不 统一 的 , 在 
不 同 的 温度 范围 内 要 用 不 同 的 理论 处 理 : 在 低温 下 用 自 旋 波 理论 ; 在 Tc 附近 用 分 
子 场 理 论 ; 在 了 > Tc 时 用 热力 学 微 扰 理论 . 这 是 因为 不 同 的 理论 适用 于 不 同 的 温 
度 范围 , 见 图 16.2. 为 了 更 加 系统 地 了 解 磁性 体 的 性 质 , 希望 用 一 种 理论 方法 能 得 
到 所 有 各 个 温度 范围 内 的 结果 , 格林 函数 方法 就 可 以 达到 这 个 目的 . 


Mm 
4 
了 
分 子 场 理论 a 
日 访 澈 理论 


高 温 展开 方法 nr 
格林 两 数 方法 一 -一 一 


图 16.2 处理 海 森 伯 模型 的 各 种 量子 统计 理论 的 适用 范围 的 示意 图 中 
黑 粗 线 表示 对 应 理论 或 方法 的 适用 范围 , 点 线 则 表示 该 方法 不 适用 的 温度 范围 
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本 章 我 们 运用 格林 函数 的 运动 方程 法 来 研究 铁 磁 体 和 反 铁 磁体 . 在 2000 年 之 
前 , 格林 函数 的 方法 一 直 只 能 计算 磁化 强度 的 一 个 分 量 , 设 为 z 分 量 . 自 2000 年 以 
来 , 可 以 用 此 方法 同时 计算 磁化 强度 的 三 个 分 量 . 我 们 先 介绍 z 分 量 磁化 强度 的 计 
算 , 再 介绍 三 分 量 磁化 强度 的 计算 . 


”816.2 5=1/2 的 铁 磁体 z 分 量 磁化 强度 

现在 按 运动 方程 法 的 三 个 步 又 来 讨论 海 森 伯 模型 (16.1.5) 式 的 磁 学 性 质 , 本 节 
只 讨论 5=1/2 的 情形 . 

1. 选择 算 符 4 和 B 组 成 格林 函数 : 对 于 铁 磁体 , 要 计算 的 物理 量 就 是 磁化 强 
度 M. 

Ms=—(gupHS?) (16.2.1) 

因而 要 计算 3; 的 系统 平均 值 . 单单 一 个 算 符 3; 不 能 组 成 格林 函数 , 需要 用 两 个 算 
符 来 代替 SF. 将 对 易 式 (16.1.9) 的 第 一 式 代 入 (16.1.10) 式 可 得 


5 3# =5(S+1)— S57 — (57) (16.2.2) 


在 $=1/2 情形 , 5* 的 本 征 值 是 土 1/2, 因而 存在 一 个 算 符 方程 ， 
(5 ss 3) (5 3) -0 (16.2.3) 


(S52)° = 5 (16.2.4) 


即 


将 它 代 入 (16.2.2) 式 , 得 到 
Si S57 = 了 -St, 5= 5 (16.2.5) 


因此 可 用 SS+ 来 代替 57. 于 是 我 们 选择 
A B= (16.2.6) 
构成 格林 函数 
GE —t) = (St (4); 57 (6))) (16.2.7) 


其 中 在 (15.2.1) 式 中 选择 m = +1, 即 选择 玻 色 子 格林 函数 . 现在 构成 格林 函数 的 算 
符 是 自 旋 算 符 . 这 既 不 是 费 米子 算 符 , 也 不 是 玻 色 子 算 符 . 对 易 关 系 不 决定 9 取 用 
何 值 更 方便 些 . 采用 什么 格林 函数 可 以 随意 选择 . 
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2. 建立 推迟 格林 函数 ((3# (t); 57 (t))) 的 运动 方程 , 并 利用 切断 近似 求解 . 海 
森 伯 哈密 顿 量 (16.1.5) 式 中 不 含 时 间 , 我 们 可 以 从 (15.2.27) 式 开始 推导 . 不 过 我 们 
这 儿 从 (15.2.25) 式 出 发 推导 . 给 读者 一 个 更 为 全 面 的 推导 步 又 . 
先 计算 海 森 伯 算 符 的 运动 方程 . 
ht St(t) = [5+(0), H] 


dt “ 
= gueHSH(t) ~ J DO [SFO) St lt) ~ SE4a()SH (16.2.8) 
此 处 设 原点 有 一 格 点 , 矢量 a 表示 原点 的 最 近邻 格 点 的 位 矢 . 所 以 格林 函数 ((S} (t); 
57 (t))》 的 运动 方程 可 由 (15.2.25) 式 写 出 
i (SF (0); 57 (0))) + io+ (SE (0); $7 (#))) 
= 5(t ~ t)(St (tS7 (0) — S$7 (WSE Ct)) 
— i0(t—t) ( i Si (957 (t)— S57 (ih st gj| ) 
= 2 —t)sa (1) + ( (hst (O57 (t) ) ) 
= 26(t —t)6i7(SF) + gyBH((SH (t); S7 (t))) 
~ J DSF (OS (0) ~ Si (6) SE ald); 87 人) (16.2.9) 


其 中 用 到 方程 (16.1.9) 第 一 式 . 此 处 我 们 用 的 是 推迟 格林 函数 , 但 是 把 上 标 R 略 去 
了 , 并 且 在 等 式 右边 略 去 了 0+ 的 项 . 在 上 式 右 方 出 现 了 由 三 个 算 符 组 成 的 格林 函 
数 ，((S8 (955a(b37 )》 和 《〈(S5 (58 人 ;3 ())》 我 们 要 在 此 处 作 切 断 近 似 . 
在 ((5S2()S 计 a(t); 57 (t)) 中 ,将 算 符 5z(t) 近似 地 用 系 综 平均 值 (52(t)) 来 代替 , 由 
于 是 均匀 和 平衡 的 体系 , (5? ()) = (5”) 与 二 及 上 上 无关. 于 是 近似 地 


((SE(t) St ot); 57 (t))) ~ (32 (Salt); 57 (6))) 
(Sra(t) SF (t); 57 (t))) ~ (82) (3 (t); $7 (t))) 


这 一 近似 称 为 无 规 相近 似 . 近似 的 实质 是 忽略 了 格 点 i 和 i 十 a 间 的 关联 , 认为 i 
上 的 3; 独立 于 i 十 a 上 的 5 。 在 此 近似 下 , 三 个 算 符 的 高 阶 格林 函数 被 切断 成 
两 个 算 符 的 低 阶 格林 函数 . 于 是 运动 方程 式 (16.2.9) 中 就 不 再 含有 高 阶 格林 函数 了 . 
这 是 恰 布 里 科 夫 (Tyablikov)D 分 解 方法 . 将 切断 后 的 近似 式 (16.2.10) 代入 (16.2.9) 
式 , 得 到 


(16.2.10) 


(i io) ((SH (0); $7 (6))) = 2 有 他 一 区 (32)557 + guBH((SF (t); 37 (t))) 
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J(5Sz) ) > (Salt); $7 (£))) — ((S¢ (t); S57 (t)))] (16.2.11) 


将 格林 函数 ((SE(t); 57 (#))) 对 t 一 女 进 行 仿 里 叶 变 换 ， 
(SE (1); $7 (0))) = st 5-))(BJeriae-On 
(16.2.12) 


Gets n= dt((S+ (8); $7 (&)))(B)e Ett)/s 
代入 (16.2.11) 式 得 到 


(E+i0+)((S#;S7))(E) = 2h(S7)6iy a S57))(E) 
— J(S?) 2 Ha; 37)) — (ST; 57))] (16.2.13) 
对 于 均匀 系统 ((S#+; S7 )) 仅 为 格 点 间 相 对 位 矢 i 一 ; 因而 可 对 i-j 作 伟 


里 叶 变 换 . 将 ((5i; 57)) 变 到 倒 格 矢 的 空间 去 . 设 ((S+; 57)) 的 傅 里 叶 分 量 是 


(S157)(B) = DB 
W 16.2.14 
gk(B)= 之 ; (et 57))(E)e (9) 
在 其 中 第 一 式 中 对 的 求 和 限于 第 一 布 里 渊 区 ，N 是 格 点 总 数 . 注意 到 
= 2 eik 了 (16.2.15) 
并 且 定 义 
J(B) = 了 J》 eke (16.2.16) 
于 是 经 传 里 叶 变 换 后 , 在 波 矢 R 的 空间 中 , (16.2.13) 式 成 为 
[B+i0+ ~ E(k)]gr(E) = 2 万 (5S2》 (16.2.17) 
其 中 ， 
E(k) = (S*)[J(0) — J(k)] + B; (16.2.18) 
由 (16.2.17) 式 得 到 推迟 格林 函数 . 
gk(B) = 上 (16.2.19) 
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由 式 (16.2.19) 可 知 , 格林 函数 的 极点 是 瓦 (e), 因而 E(k) 就 是 铁 磁体 的 元 激发 能 量 
在 低温 下 , 磁化 接近 饱和 , 此 时 , (5*) =1/2. 于 是 低温 下 的 元 激发 能 谱 是 


E(k)= B: + J(0)— Tk), T To (16.2.20) 
这 种 元 激发 被 称 为 自 旋 波 . 
根据 J(k) 的 定义 (16.2.16) 式 可 知 
J(0) = zJ (16.2.21) 


z 是 配 位 数 , 即 一 个 格 点 的 最 近邻 格 点 数 . 对 于 简 立方 结构 (s.c.), z=6. 对 于 体 心 立 
方 结构 (b.c.c.), z=8. 对 于 面 心 立方 结构 (fc.c.), z=12. 同时 由 (16.2.16) 式 , 又 有 


J(k) = 37(0) [cos kza + cos kya 十 cos kza], (s.c.) 
1 1 1 
J(k) = J(0) cos (Bee) COS (Be) cos (有 , (b.c.c.) 
1 1 1 
J(k) = 57(0) 已 (Bree) COS ($e) 
1 1 1 1 
十 CO8 (ia) COS (ia) 十 CoS (Be) COS (Be) , (f.c.c.) 


其 中 a 是 品格 常量 . 将 (16.2.19) 式 代入 (16.2.14) 式 , 可 得 格 点 空间 中 的 格林 函数 
如 下 : 


(16.2.22) 


a _ 2h(5°) 1 ii 
(S54;57))(B) = 一 站 > 守 Bk) ) (16.2.23) 
3. 利用 谱 定 理 (15.2.14) 式 来 计算 关联 函数 (S57 5+) 和 磁化 强度 M = 一 gu (5?). 
由 (16.2.23) 式 推 迟 和 超前 格林 函数 G(w 土 i0+) 分 别 是 如 下 : 
2 万 (2) 


GT+(w)=((37; 57))(E=hw+i0+)= oe > a 


(16.2.24) 


G-(w)=((St; 57) (B= i0t) = 5 or 
k 


代入 (15.2.14) 式 , 并 令 t=t', 这 了 得 到 


下 . /~ dw (9>) 1 1 
+ 本 
Se : iTXN re he BR) i0T 


2(97) 1 
SS 2 5 而 二 (16.2.25) 


EE 


由 (16.2.5) 式 可 知 : 


(SS+) = > 一 (592?) (16.2.26) 
代入 (16.2.25) 式 , 得 到 
(S>) = 3 : 十 2 (3)| (16.2.27) 
其 中 z 
6 (3) = RN -5 (16.2.28) 


因为 在 B(k) 中 也 含有 (5S?) ( 见 式 (16.2.18)), 所 以 式 (16.2.28) 是 (5*) 的 超越 方程 . 
从 这 个 方程 中 可 以 得 到 (5*) 作为 温度 了 和 外 场 五 的 函数 , 从 而 求 得 磁化 强度 . 
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对 于 任意 自 旋 5,， 5 的 本 征 值 , 也 就 是 磁化 强度 在 z 轴 上 的 投影 分 量 , 是 9， 
5 一 1……(5-1), -5, 共 25S+1 个 . 因而 有 以 下 算 符 方程 


1 (4s -=0 (16.3.1) 
7 一 一 今 
此 式 的 左 方 是 5* 的 25+1 次 多 项 式 , 因而 可 将 (9?)22+1 表示 成 1 5*, (5S*)?,…， 
(537)25, 的 线性 组 合 . 也 就 是 说 , 就 (5*)", n = 1,2,3,.… 而 言 , 只 有 1, 5*, (9*)?,…， 
(8?)23 是 线性 独立 的 . 当 > 25 时 , (5*)" 可 用 1, 8”, (5*)?,…,(S*)?3 表示 . 进 一 
步 , 当 自 旋 量 子 数 为 9 时 , 5S” 的 本 征 值 共 25+1 个 , 因而 5+ 连续 作用 25+1 次 的 
结果 必然 为 零 . 同 理 , S- 连续 作用 2S+1 次 的 结果 也 为 零 . 


(S+)25+1 = 0,(S-)22+1 =0 (16.3.2) 


基于 这 些 条 件 ，Jensen 和 Aguilera-Granjagl 给 出 了 一 个 一 般 的 方法 ， 使 得 
(5S*)*(S+)i(S-)m, 其 中 总 短 次 ! 十 m+n >2S+1, 能 够 降 阶 到 总 震 次 小 于 2S+1 
的 一 些 项 的 线性 组 合 . 

Tahir-Kheli and Ter Haar 向 选择 了 一 组 算 符 : (5S-)"(S+)", n= 1,2,3,.…,5S, 来 
构成 关联 函数 . 计算 算 答 5S1+ 与 (9 )"”(S+) 组 成 的 推迟 格林 函数 〈((S+; 
(5-)"(S+) 2》 n == 1,2,3,…,5, 的 一 组 耦合 的 运动 方程 . 在 做 无 规 相 近似 降 阶 
高 阶 格林 函数 时 , 用 了 Tyablikov 分 解 方法 巴 . 最 后 给 出 了 S=1/2, 1, 3/2, 2, 5/2， 
3 六 个 最 低 自 旋 量子 数 的 磁化 强度 (5*) 的 表达 式 ， 实际 上 , 完全 等 价 地 , 可 以 用 
4=3+ 与 已 = (39*) 59- 组 成 推迟 格林 函数 , 步骤 上 要 更 简洁 一 些 , 最 后 结果 是 一 样 
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的 . 原则 上 , 这 一 方法 对 于 任意 自 旋 量 子 数 5 都 是 适用 的 . 但 总 的 说 来 , 这 一 方法 显 
得 太 繁琐 . 

Callenig 巧妙 地 选择 了 合适 的 算 符 4 和 B, 得 到 了 对 于 任意 自 旋 量子 数 3 都 
是 适用 的 (5*) 的 普遍 表达 式 . 他 选择 的 构成 推迟 格林 函数 的 两 个 算 符 是 

A=S5i, B= exp(uSs)S7 (16.3.3) 

其 中 的 u 是 一 个 参量 . 现在 来 建立 推迟 格林 函数 的 运动 方程 并 求 其 解 ， 仍 选用 玻 
色 子 格林 函数 ， 由 于 现在 算 符 4 与 (16.2.6) 式 相 同 . 因此 推导 过 程 完全 相同 .只 
要 在 每 一 步 又 中 , 把 那儿 算 符 B = 5 换 成 (16.3.3) 式 的 B. 从 (16.2.8) 式 一 直到 
(16.2.25) 式 都 是 如 此 . 唯一 不 同 之 处 是 , 现在 两 个 算 符 4 和 B 的 对 易 式 的 结果 不 
同 . 


[A, B] = [Sy ,exp(u5?)57] = [Si ,exp(wS3$)]S; + exp(uSs)[S+, S57] (16.3.4) 
为 计算 这 个 对 易 关 系 , 我 们 先 计算 
[ST,(S*)"] = [(8 — 1)” — (5S*)"]S+ (16.3.5) 


由 此 得 | 
[St ,eS ]=(e *— 1)exp(uS*)S+ (16.3.6) 


因而 
([S: ,exp(w53)5; ]) = 6ij[(e *—1)(exp(uS*)S+S )+2(exp(uS*)S”)] (16.3.7) 


现在 用 (16.2.2) 式 代入 (16.3.7) 式 第 一 项 . 定义 一 个 函数 


Vu) = (exp(uS*)) (16.3.8a) 
那么 | 
wy (vu) = a ‘exp(uS”)) = (exp(wuS*)S57) (16.3.8b) 
2 
W(w) = Sz(exp(as")) = (exp(us”)(S")’) (16.3.8c) 
(16.3.7) 式 就 成 为 


([S#, exp(wuS3?)S7]) 
=6i{(e™* — 1)(exp(uS’*)[S(S +1)+ 5 — (5°)2)]) + 2 (u)} 
=6{(e™* — DIS(S + Yu) + ya) — "(w+ 2 (wu)} (16.3.9) 


从 (16.2.8) 式 一 直到 (16.2.25) 式 中 的 ([S7 ,57]) = 6i;2(5*) 都 应 换 成 (16.3.9) 式 . 
但 要 注意 的 是 , 能 谱 (16.2.18) 式 是 不 变 的 , 因为 从 推导 过 程 可 以 看 出 , 它 与 算 符 B 
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的 选取 无 关 . 而 对 易 式 [4, B] 则 与 算 符 B 的 选取 有 关 , 相应 地 , 由 格林 函数 计算 的 
各 个 物理 基 也 与 算 符 B 的 选取 有 关 . 要 在 (16.2.25) 式 的 左边 , 用 (16.3.9) 式 代替 
([S; ，5j ]) = 6i2(3*), 得 到 现在 函数 格林 函数 的 表达 式 . 

现在 4 和 5B 组 成 的 关联 函数 


(BA) = (exp(us’)S-S8+) = (exp(us*)[S(S +1) — 5* — (S7)2]) 
= S(S + Wu) 一 光一 凡人 (16.3.10) 


把 (16.3.9) 式 和 (16.3.10) 式 代 入 (16.2.25) 式 . 现在 定义 
1 1 
$= i » 而- (16.3.11) 


此 式 与 (16.2.28) 式 完全 相同 , 只 是 现在 的 自 旋 量子 数 9 可 以 是 任何 正 的 整数 和 半 
整数 . 利用 (16.3.11) 式 , (16.3.10) 式 就 成 为 


S(S + YW) — VW) — WH (W 


(16.3.12) 
={(e™ — DIS(S + DV) 十 信人) — VW +2 (WW}E 
经 过 整理 , 得 到 
Wp (wu) 十 we) —S(S+1)w(u)=0 (16.3.13) 


这 是 一 个 求解 %(w) 的 二 阶 常 微分 方程 . 来 看 它 应 满足 的 初始 条 件 . 由 (16.3.8) 式 容 
易 得 到 


w(0)=1 (16.3.14) 
yw (0) = (5°) (16.3.15) 
yw (0) = ((S*)°) (16.3.16) 


磁化 强度 (5?) 就 是 函数 (wu) 导数 的 初 值 . 现在 把 (16.3.1) 式 做 热力 学 平均 , 得 到 
II (总 要 ") wu=0)=0 (16.3.17) 


所 以 , 二 阶 微分 方程 (16.3.13) 的 初始 条 件 就 是 (16.3.14) 和 (16.3.17) 两 式 . 其 中 后 
者 是 特别 麻烦 的 . Callen 就 是 利用 这 两 个 初始 条 件 得 到 了 (16.3.13) 式 的 解析 解 . 我 
们 此 处 不 介绍 Callen 的 求解 的 经 过 , 因为 在 下 面 讲 三 分 量 磁化 强度 的 求解 时 , 自然 
会 回 到 这 儿 的 结果 . 我 们 只 提 一 下 , Callen 是 用 级 数 法 求解 的 . 可 是 这 个 无 穷 级 数 实 
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际 上 是 发 散 的 , 尽管 他 最 后 得 到 的 结果 是 正确 的 . 因此 我 们 宁愿 用 另外 一 种 方法 来 
求解 . 我 们 还 要 说 明 一 点 , 常 微分 方程 只 要 求 由 两 个 初始 条 件 . 现在 实际 上 有 四 个 
条 件 可 用 , 即 (16.3.14)~(16.3.17) 式 . 其 中 (16.3.17) 式 最 复杂 . 能 够 避免 的 话 最 好 . 
可 是 (16.3.15), (16.3.16) 式 的 表达 式 我 们 不 知道 ， 所 以 只 能 用 (16.3.14), (16.3.17) 两 
式 . 如 果 (16.3.15), (11.3.16) 的 表达 式 已 知 ， 我 们 就 可 以 在 (16.3.14)~(16.3.16) 三 式 
中 任 选 两 式 作为 两 个 初始 条 件 来 得 到 解 . 

Callen 得 到 的 解 的 表示 式 如 下 : 


($ 十 1)23+1le(S+l)u > $25+1e—Su 


$v) = [5 +1) Bs+if(B +1)er 一 本 (16.3.18) 
再 由 (16.3.15) 式 得 到 磁化 强度 的 表达 式 
(S*) = (TT (16.3.19) 


(5 十 1)23+1 __ S235+1 


此 式 需 要 迭代 求解 , 因为 $ 中 的 能 量 的 表达 式 中 含有 (5*). 
关联 函数 (5*5*) 可 用 (5*) 来 表达 , 这 样 写 出 的 形式 简洁 ， 


(S*5*) = 3S(S+1T) 一 (1 二 25)(5*) (16.3.20) 


这 一 表达 式 对 于 任意 自 旋 量子 数 5 都 是 适用 . 原因 是 exp(w5*) 的 级 数 展开 自然 把 
5? 的 各 阶 项 (S*)” 都 包括 在 里 面 了 . 把 $=1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, 3 各 个 值 代入 此 式 ， 
自然 就 得 到 了 此 前 Tahir-Kheli 和 Ter Haar 冉 得 到 的 相应 5 的 磁化 强度 (5*) 的 表 
达 式 . 

我 们 在 此 讨论 量 (16.3.11) 式 的 5 的 取 值 范围 . 当 温度 趋 于 零 , $ 趋 于 0. 此 时 
铁 磁 体 具 有 饱和 的 自发 磁化 强度 . 当 温 度 趋 于 无 穷 大 ,6 也 趋 于 无 穷 大 . 此 时 的 自 
发 磁化 强度 为 零 .$ 的 取 值 范围 在 0 和 无 穷 大 之 间 . 

当 $$ 一; 00 时 ， 


一 0 (16.3.21) 


(S*S*) —» S(S+1)— + 2 1) 


高 温 下 , 热 运 动 足够 强 , 大 大 超过 了 交换 作用 能 , 自 旋 排 列 完 全 是 无 序 的 . 此 时 磁化 
强度 为 零 . 关联 函数 是 各 向 同性 的 . 


(16.3.22) 


S(S+1) 


(3797”) = (SY5Y) = (5*5*) = 3 (16.3.23) 

我 们 是 发 现 , 完全 可 以 把 ee 和 (16.3.19) 式 写 成 一 个 比较 对 称 的 形式 . 定义 
eBE(k) 1 

Q = Ee 一 1 十 29 (16.3.24) 


$16.4 “对 铁 磁 体 实验 规律 的 解释 . 311 ， 


那么 , (16.3.18)~(16.3.20) 式 可 以 写成 如 下 形式 : 
2[(@ 十 1)23+1le(S+1)u (Q De 1)23+1le-Su] 
$0) = OT DS 0 rar 0) 
(25 +1+Q)(Q—1)2+ti1+(25+1— Q)(Q+1)2s+! 
2 
(S25*) = S(S +1)— Q(S”) (16.3.27) 
以 上 结果 对 于 整数 维 的 情况 都 成 立 . 对 于 一 维 、 二 维和 三 维 情况 , 在 从 坐标 空间 
做 传 里 叶 变 换 到 空间 时 , 只 要 分 别 是 做 一 维 、 二 维和 三 维 三 变换 即 可 . 在 (16.3.11) 
式 中 , 就 是 分 别 对 一 维 、 二 维和 三 维 k 空间 求 和 即 可 . 另外 在 (16.2.16) 式 中 分 别 是 
一 维 、 二 维和 三 维 空 间 的 最 近邻 数目 . 
我 们 看 (16.3.24) 式 的 8 的 取 值 范围 . 当 温度 趋 于 零 , Q 趋 于 1. 此 时 铁 磁体 具 
有 饱和 的 自发 磁化 强度 . 当 温 度 趋 于 无 穷 大 ， Q@ 也 趋 于 无 穷 大 . 此 时 的 自发 磁化 强 
度 为 零 .Q 的 取 值 范围 在 1 和 无 穷 大 之 间 . 高 温 下 , @ 一 oo. 可 得 到 
(25+1)8S(S+1)Q*-1/3 2(2S+1)S 
4(25 十 1)@22 ”38 


这 是 (16.3.21) 式 的 另 一 种 形式 
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既然 已 经 解 出 磁化 强度 (5*) 的 表达 式 , 我 们 就 可 以 从 理论 上 说 明 8$16.1 中 提 到 
的 实验 规律 , 即 (16.1.1)~(16.1.3) 式 . 本 节 我 只 利用 5=1/2 的 公式 即 (16.2.27) 式 . 
在 (16.1.1)~(16.1.3) 式 的 三 个 温度 范围 分 别 解 超越 方程 式 (16.2.27). 并 与 实验 规律 
相 比 较 . 对 于 任意 5 的 公式 (16.3.19) 或 (16.3.26), 做 法 是 类 似 的 . 


16.4.1 ” 极 低温 下 的 自发 磁化 


极 低温 是 指 温度 远 小 于 居 里 温度 , 了 < Tc. 为 了 方便 起 见 , 引进 量 纲 为 一 温度 
7 来 代替 温度 工 . 


(16.3.25) 


(S*) = (16.3.26) 


(9°) (16.3.28) 


t=1/[7(0)8] = kpT/7(0) (16.4.1) 


先 看 低温 下 (7< 1) 下 的 自发 磁化 (磁场 瑟 =0)， 因 为 在 低温 下 ，r- 一 0， -co， 
(16.2.28) 式 可 展开 成 


5 (3) [a [sin 5 人 Fak oom { -7 一 和 (5")} 


< (0) [ms] +oom 
(16.4.2) 
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其 中 用 到 了 人 式 ， 如 果 a 是 品格 常量 , 那么 原 胞 体积 v 是 : v = a3(s.c.)， 
30 (b.c.c.), II (cc 《 (z) 是 黎 曼 5 函数 . 


1l 
C(z) = 2 (16.4.3) 
而 a=1(s.c.), 222/3(b.c.c.), 21/3(f.c.c.). 将 (16.4.2) 式 代 入 (16.2.27) 式 , 可 得 
时 3/2 
(全 二 5 一 ( (3) 的 十 DO(r5/2) (16.4.4) 
这 正好 符合 低温 下 自发 磁化 的 3/2 次 方 定律 (16.1.1) 式 . 
16.4.2 温度 接近 相 变 点 时 的 自发 磁化 
对 于 (16.2.27) 式 右边 的 分 母 1+25(1/2), 由 磁场 五 =0, 可 得 
1 十 25 四 = 六 > coth [| (16.4.5) 
其 中 
n(k) = 1— J(k)/JT(0) (16.4.6) 
当 瓦 =0, 而 了 接近 Te 时 , (5*) 一 0, 可 将 (16.4.5) 式 的 右 方 按 (8*) 展开 成 洛 朗 级 
数 . 
1 十 25 € ) = 2 | ;+ Xe O((S*)3) (16.4.7) 
因为 
2 n(k) = 1, (16.4.8) 
六 > ， (k) 1 = F(-1)= 1.51638(s.c.); 1.39320(b.c.c.); 1.34466(f.c.c.) 
k 
所 以 , 
1+25 (3) 二 oT (1) 十 © +O((S*)3) (16.4.9) 
将 (16.4.9) 式 代 入 (16.2.27) 式 , 得 到 
(97) = 4/37 6 PC (16.4.10) 


由 此 可 见 , 当 


汪汪 (16.4.11) 
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时 , 自发 磁化 消失 , 发 生 相 变 . 所 以 , 对 应 的 居 里 温度 是 
(Orc _ 2J 


J 
Tn 一 一 
?ke ~ 2k8F(-1) 


(16.4.12) 


当 T 一 rc, (16.4.10) 式 成 为 


(5) 3(ro i 52 (Tb 一 了) (16.4.13) 


与 实验 规律 (16.1.2) 式 一 致 
16.4.3 ” 顺 磁 相 的 磁化 率 


最 后 讨论 7 > Tc 的 磁化 强度 . 此 时 自发 磁 矩 已 经 消失 , 只 有 加 上 外 磁场 五 才 
会 出 现 磁 矩 , 因而 要 在 互 z0 的 条 件 下 , 求解 联 立 方程 (16.2.27), (16.2.28). 令 


t1 = tanh[n(k)(S?*)/7] (16.4.14) 
to = tanh B22 (16.4.15) 
则 由 (16.2.28) 和 (16.2.18) 式 , 可 知 


1 十 25 (#) = 计 2 coth BR nr 人 Sr 


1 1+t6 1TA1l 
= 到 一 一 一 》 一 |1+(1 一 t 
六 和 2 加 十 厂 Et 0) 


yy (8) 


?一 1 


(16.4.16) 
当 了 六 To,7 六 1 因而 可 将 上 式 中 的 己 , 按 1/7 展开 , 并 注意 到 
->> [In(k)]? = (16.4.17) 
k 
可 得 
1\y (S*) 1 (S*) 1—-t2z+1/(S*)\? 1\3 
1+25 (3)= e 4 (0 +o(2) ,TS>1 
(16.4.18) 


很 明显 , 当 7 > 1, 且 一 0(to 一 0) 时 , 5(1/2) 沁 1. 将 (16.4.18) 式 代入 (16.2.27) 式 ， 
可 得 五 一 0 时 的 磁化 率 (注意 五 是 加 在 负 z 轴 方 向 ). 


d d 
Xo =-3FMIa=0 三 9HB 林 437)|E=0 


2,,2 2 3 
9/ F(-l)Tec zz 一 1 F(—1)Tc To 
人 二 一 一 站 十 O pa ;三 六 Tc 


加 4kpT 之 
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如 果 近 似 地 认为 (z 一 1)/z s1, 则 准确 到 O(To/T)3, 上 式 可 写成 


gh 名 


a 16.4. 
A Co00 


Xo 
在 形式 上 与 居 里 -外 斯 定律 一 致 ,但 在 这 里 , (一 1)Tc 代替 了 (16.1.3) 式 中 的 To, 这 
是 与 理论 上 采用 的 近似 有 关 , 例如 切断 近似 等 . 前 面 提 到 的 实验 上 得 到 的 居 里 定律 
X Xx 元 二 7 只 对 一 部 分 材料 成 立 , 对 于 一 般 的 材料 , 居 里 定律 应 该 写成 


1 

ee 
其 中 9P 一 般 不 等 于 居 里 温度 . 而 且 在 有 的 材料 中 , 9p 是 各 向 异性 的 , 例如 , 沿 易 轴 
方向 和 难 轴 方向 gp 的 值 是 不 同 的 . 


(16.4.21) 
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对 于 反 铁 磁 系 统 , 海 森 伯 哈密 顿 量 仍然 是 (16.1.5) 式 , 只 不 过 要 记 住 , 其 中 的 交 
换 积 分 是 一 个 负 值 . 由 于 相 邻 的 自 旋 是 反 平 行 的 . 晶 格 必须 划分 为 若干 子 晶 格 . 此 
处 我 们 只 讨论 简 立 方 晶 格 或 者 体 心 立方 的 情况 . 只 要 分 成 两 个 子 晶 格 . 一 个 子 唱 格 
的 目 旋 朝 正 z 方向 . 另 一 个 子 唱 格 的 自 旋 朝 负 z 方向 . 如 果 是 面 心 立方 晶 格 , 则 有 
可 能 要 分 成 四 个 子 唱 格 , 这 种 情况 比较 复杂 , 我 们 不 在 这 儿 讨论 . 

用 多 体格 林 函 数 方法 研究 反 铁 磁体 磁化 强度 的 工作 首先 是 由 猜 富 恪 和 恰 布 里 
科 夫 做 的 . 他 们 计算 了 5=1/2 的 反 铁 磁 系统 . 随后 , 郑 庆 祺 和 蒲 富 恪 计算 了 几 个 
最 小 的 自 旋 量 子 数 3 的 情况 , 给 出 了 子 唱 格 的 磁化 强度 的 表达 式 . 他 们 的 工作 首先 
定义 了 一 个 新 的 自 旋 算 符 , 如 果 自 旋 朝 上 的 A 子 唱 格 的 自 旋 算 符 记 为 51, 自 旋 朝 
下 的 B 子 唱 格 的 自 旋 算 符 记 为 52, 那么 为 了 对 称 起 见 , 对 B 子 唱 格 的 自 旋 算 符 作 
如 下 变换 : 定义 一 新 的 算 符 是 S' >, 它 满足 


SF=—S2, 5 一 37， 5 = 5+ (16.5.1) 
2 2 2 2 2 2 


如 此 定义 后 , 算 符 Ss 仍然 满足 自 旋 算 符 的 对 易 规则 . 由 S1 和 Ss 这 两 个 自 旋 算 符 
构成 格林 函数 来 求解 . 我 们 加 曾经 认为 , 对 于 B 子 晶 格 可 以 直接 定义 一 个 厢 自 旋 
S35, 它 就 是 取 在 $2 的 反方 向 . 

SP =—S5, (16.5.2) 


由 此 来 构造 格林 函数 求解 . 而 且 厢 自 旋 的 物理 意义 似乎 更 为 明确 . 


后 来 作者 发 现 , 其 实 像 (16.5.1) 式 和 (16.5.2) 式 这 样 来 定义 新 的 自 旋 算 符 并 不 
是 必须 的 . 直接 用 A 子 晶 格 的 自 旋 算 符 51 和 B 子 唱 格 的 自 旋 算 符 52 组 成 格林 函 
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数 即 可 . 明确 起 见 , 把 反 铁 磁体 的 哈密 顿 量 写成 如 下 形式 : 

媚 =J> Si 52 一 Bo 》 595 -B53 
2 了 和 j 
1 人 
= 2 Be + S15%) 十 S55| — Bb > 51 — Bz 和 32 (16.5.3) 


由 于 我 们 的 系统 没有 含 时 外 场 , 所 以 格林 函数 是 时 间 差 的 函数 . 我 们 以 下 可 直 
接 使 用 已 经 过 时 间 传 里 叶 变 换 的 运动 方程 (15.2.27) 式 . 


16.5.1 ” 自 旋 量 子 数 5=1/2 
3 与 哈密 顿 量 的 对 易 关系 ， 


区 Hd (5 0 = 0 0 ) Bo (16.5.4) 
了 


由 (15.2.27) 式 ， 


hw((Siim; Sin))(w) 
学 2 人 (3 和 )gmn 十 了 >》 (33m5 坟 ， Sin))(w) —((Sim 5s, Sim))(w)] + Ba((Sin, Sin))(w) 
=2(5fm)immnt] 2_ (Stim) ($23, Sin))(w)—(S8) (Sn, Sin))(w)] + Ba((St,,, Sin)) (0%) 


: (16.5.5) 


其 中 已 经 做 了 分 解 近 似 . 显然 , 我 们 还 需要 求 出 ((S 寺 ,57))(w)， 它 的 运动 方程 如 
下 : 
(53%, HI= 7 >_(S%St 一 S$ 58) + BeS, (16.5.6) 


fi ((S, Sin)) (0%) 
= 7 (S85 Sia))(w) 一 (Sh St, Sin))(w)] + Ba((S, Sa))(%) 


4 


= 7 2_[(S8%)((S, Sin))(w) — (Ss) (8, Sm) 人 oo)] + Ba((SH, Sia))(w) (16.5.7) 


由 于 平移 对 称 性 ， 
(Sim) 一 (51)， (9%;) 一 (33) (16.5.8) 


对 格林 函数 做 空间 传 里 叶 变换 ， 


(Si Sa) (0) = HD gu (ks we (mn (16.5.98) 
k 
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(S$, S10) (0) = HD gn (ks we di-™ (16.5.9b) 
k 


求 和 范围 限于 三 维 波 矢 空间 的 第 一 布 里 渊 区 . 整个 晶体 有 N 个 格 点 . 其 中 两 个 子 
品格 各 有 N/2 个 格 点 .每 个 子 唱 格 磁 化 强度 在 本 子 晶 格 内 作 傅 里 叶 变换 . 所 以 第 
一 布 里 渊 区 点 的 数目 是 N/2. 把 (16.5.9) 式 代入 (16.5.5) 和 (16.5.7) 式 . 


hwg11(k, w) 


=2(87) E77 2_l(S? )g21(k, wje 7™) — (S32)gn(k,w)] + Bzgui(k,w) (16.5.108) 
=2(97) + Jk(SF)g21(k, w) — Jo(SF)911(k,w) + B2911(k, w) 


hwgo1(k, w) 
=7 2 (S83)9u(k, w)eY 5) — (SF)ga(k,w)] + Bzga(k, 0) (16.5.10b) 
= Jk(9F)g911(k, w) — Jo(SF)g21(k,w) + Bzg21(k, w) 
其 中 定义 了 


了 站 > (16.5.11) 
] J 


J 


由 于 我 们 只 考虑 最 近邻 交换 作用 . 上 式 的 求 和 只 涉及 最 近邻 . 最 近邻 数 记 为 > 至 
此 , 我 们 得 到 一 组 联 立 方程 


(iw + Jo(53) — Bz)911(k,w) — Jkr(ST)g21(k,w) = 2(57) (16.5.12a) 
—Jk(S2)g911(k, w) 十 (hw 十 Jo(S7?) 一 B,)g21(k, w) 一 0 (16.5.12b) 


我 们 现在 注意 , 哈密 顿 量 对 于 两 个 子 晶 格 是 完全 对 称 的 . 在 (16.5.3) 式 中 , 交换 
指标 1 和 2, 哈密 顿 量 不 变 . 由 于 这 一 对 称 性 . 在 上 面 的 公式 (16.5.4)~(16.5.11) 中 ， 
交换 指标 1 和 2, 公式 都 是 正确 的 . 我 们 在 (16.5.12) 式 中 交换 指标 1 和 2, 得 到 两 个 
新 的 方程 : 


(hw + Jo(SF) — Bz)g22(k,w) — Jr(SE)g12(k,w) = 2(52) (16.5.13a) 


—Jp(ST)922(k,w) + (hw 十 Jo(52) — Bz)gi2(k,w) = 0 (16.5.13b) 


其 中 两 个 新 的 格林 函数 g12(k,w) 和 gz2(k, w) 是 由 ((S, 53;))(w) 和 ((S, S53;))() 
经 过 空间 传 里 叶 变 换 (16.5.9) 式 得 到 的 . 
方程 组 (16.5.12) 可 写成 矩阵 形式 ， 


lwI— Plg, = F-, (16.5.14) 
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其 中 工 是 单位 矩阵 , g 是 格林 函数 窍 阵 ， 


_f{ gu(k,w) gi2(k,w) 
g(k,w) = ( ee | (16.5.15) 


这 个 格林 函数 是 由 下 面 的 算 符 向 量 构 成 的 
ST ee 
stm-(( (SE )iensn)) oa 
2 
(16.5.14) 式 中 矩阵 书 是 
让 —Jo(S8)+B: Jk(SF) | 二 
Jk(S3) —Jo(SF) 十 万 


眉 是 算 符 4 与 B 的 对 易 关系 了 = [4, 可 (16.5.14) 式 对 于 =- 士 1 都 适用 . 本 节 的 
情况 是 , 如 果 取 n=1, 那么 严 ! 是 对 角 和 矩阵 


4 
sa ( ss) ) ~ eS (16.5.18) 


(16.5.14) 式 写 成 分 量 式 , 就 是 


(wo 本 PM)grw Fw (16.5.19) 
入 
此 线性 方程 组 的 解 如 下 回 . 如 果 和 矩阵 PP 的 所 有 特征 值 wy 以 及 相应 的 特征 向 量 Uh 
都 已 求 出 , 即 有 
>》 (wbx — Pa)Uw =0 (16.5.20) 
入 


那么 , 方程 组 (16.5.18) 的 解 为 


=U UrUna p (16.5.21) 
Guv = Upwv 十 》， 本 入 L J. 
T, 入 四 


其 中 要 用 到 特征 向 量 和 矩阵 U 与 它 的 道 矩 阵 5-!.， 运用 (16.5.20) 式 , 容易 验证 解 
(16.5.21) 式 满足 方程 (16.5.19). 

应 该 说 明 , 计算 矩阵 P 时 没有 用 到 算 符 B. 矩阵 P 的 所 有 特征 值 ww 是 波 矢 
的 函数 , w,=wu(k), 它 就 是 这 个 系统 的 自 旋 波 能 谱 . 这 个 能 谱 由 系统 本 身 确定 , 不 依 
束 于 算 符 B 的 选择 . 相应 的 特征 向 量 Uh 都 是 波 和 撩 有 的 函数 , 且 不 依赖 于 算 符 B 


. 318 . 第 十 六 章 ” 海 森 伯 模型 磁性 系统 


的 选择 . 从 (16.5.21) 式 知 , 格林 函数 的 一 级 极点 就 是 自 旋 波 能 谱 . 由 于 和 矩阵 PP 的 本 
征 值 就 是 系统 的 能 谱 , 它 可 称 为 哈密 顿 矩阵 . 

运用 谱 定 理 (15.2.14) 式 . 
B00) = -00, 


i f/f/® dw = 1 1 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 | 忆 ， 
2T /_ eu 一 7 2 Dr 人 (二 十 i0+  w 一 wr 一 i ) 和 


1 - 
» Upr UX / egw 


把 此 式 又 写成 对 m= 土 1 都 适用 的 形式 . 取 7 = 1 时 , F_1 是 对 角 和 矩阵 . 


ot — wr)F_ia = a 和 Xy (16.5.22) 


Fi = Fb (16.5.23) 
T U 
> Uy Ua F_1\6w = 2 ee i (16.5.24) 


此 处 我 们 只 需要 计算 对 角 元 的 关联 函数 . 


Ur (Rk)Ul(k 
(BiAp)(k)= > (16.5.25) 
需要 注意 的 是 , 本 征 值 , 本 征 向 量 因而 关联 函数 都 是 动量 & 的 函数 ,以 上 为 省 略 起 
见 没 有 把 动量 指标 明确 写 出 来 . 我 们 在 (16.2.25) 式 明确 标 出 变量 k. 关联 函数 应 该 
对 所 有 动量 求 和 . 


(k)U 
(BuAn) = 去 2 BAn)(k) = TE eT) BF 1 (16.5.26) 
其 中 定义 了 
本 es (16.5.27) 


\16.5.14) 式 , (16.5.19)~(16.5.27) 式 适 用 于 任意 阶 和 矩阵 . 我 们 把 它们 列 在 这 儿 , 以 后 
还 会 用 到 . 本 例 中 的 矩阵 只 是 二 阶 的 . 由 (16.5.18) 得 


(B, Ap) = 28,(92) (16.5.28) 
我 们 是 用 (16.5.16) 式 中 的 算 符 来 构造 格林 函数 的 . 关联 函数 为 


(Si SF) = 28,(52) (16.5.29) 
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因为 现在 取 的 是 5=1/2, 由 (16.2.5) 式 得 
Sal 1 
(31) = 2(2,+1) 


此 式 与 (16.2.27) 式 的 形式 相同 . 只 是 $ 不 一 样 . 并 且 每 一 个 子 晶 格 有 各 自 的 更 
现在 (16.5.17) 式 的 本 征 值 , 也 就 是 自 旋 波 的 能 谱 . 


WwW1,2 二 3{2B 一 加 ((31) + ($3)) + [J0((S7) — (53) + 4JR(SF) (SZ)] /2} (16.5.31) 


(16.5.30) 


它 是 实数 . 对 于 每 一 个 磁场 值 和 每 一 个 温度 值 , 只 能 通过 数值 计算 得 到 本 征 值 及 其 
本 征 向 量 , 把 这 些 量 代入 (16.5.27) 式 算 得 5,. 


16.5.2 ”无 外 场 


我 们 来 看 无 外 磁场 的 情况 , 这 时 Bs=0. 两 个 子 晶 格 的 自发 磁化 强度 大 小 相等 ， 
方向 相反 . 因此 有 


(92) = 一 (37) = 一 (92) (16.5.32) 
这 时 的 能 谱 的 表达 式 特别 简单 ， 
wi,2 二 土 (也 一 及 )2(57) (16.5.33) 
相应 的 特征 向 量 矩 阵 及 其 逆 和 矩阵 是 
FE ( Se ot Ls | (16.5.34a) 
(w1 — Jo(S*))/ar (wa — Jo(S*))/a2 
Si 1 全 
ss Jr (SF) (wa — w1) ( —(wi— Jo(S*))as Jk(S*)a2 | Co 
其 中 
al = VIR(S)? + (wi — Jo(S*))? i 
02 = V IRS)? 十 (wa — Jo(S*))? 
代入 (16.5.27) 式 ， 
2 1 [wo—J(S) wi— JS’) 
i 1 1 [wi 二 + (92) WiC— (92) 
加 ED | 1 1 
= coth Ct) 二 1 一 p 一 2 (16.5.36a) 
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同 理 ， 
S | coth 、 1 es 5 (16.5.36b) 
BB ~ TE) 
a 放 Dr RE 7 EE coth es (16.5.37) 


代入 (16.5.30) 式 , 得 到 i 

(S57) = 2 (S32) = pp 
两 个 子 唱 格 的 自发 磁化 强度 确实 是 大 小 相等 , 方向 相反 . 
16.5.3 ”任意 自 旋 量 子 数 5 的 情况 


仿照 铁 磁体 的 情况 , 把 作为 B 算 符 的 5; 都 换 成 exp(aS%)S;;. (16.5.16) 式 的 
格林 函数 换 成 如 下 的 形式 . 


十 
= ((4; B)) = 4 ) ‘(onlest)sT explas)s7) ) ) (16.5.39) 
2 


除了 少数 几 个 情况 , 从 (16.5.4) 式 到 (16.5.37) 式 推导 的 公式 都 正确 . 这 少数 的 几 个 
情况 是 , (16.5.30) 式 是 自 旋 5=1/2 的 公式 , (16.5.18) 式 的 对 角 元 应 该 是 


(16.5.38) 


([Si, exp(aS2)57]) (16.5.40) 
(16.5.24)~(16.5.29) 式 中 的 关联 函数 应 该 写成 
(exp(aS2)S- 97 ) (16.5.41) 
现在 仿照 (16.3.8a) 式 , 定义 函数 
Wu(a) = (exp(aS2)) (16.5.42) 


那么 (16.5.40) 式 的 对 易 关 系 可 按照 (16.3.9) 式 给 出 . (16.5.41) 式 的 关联 函数 的 表达 
可 按照 (16.3.10) 式 给 出 . 最 后 仿照 (16.3.12) 式 , 可 写 出 


S(S + wu(a) — bh(0) — bh (a) 
={(e° — [IS(S + Iw(a) + Wa) — pa)] +2p(a)}B, (16.5.43) 
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由 此 微分 方程 解 得 的 磁化 强度 的 表达 式 自然 与 (16.3.19) 式 相同 . 


(B+1+5)B23+1l— ($,— SS)(8, + 1)25+1 


S72) = 
和 


(16.5.44) 

求解 过 程 通过 以 下 迭代 步 又 进行 : 在 每 个 温度 下 , @ 先 输入 两 个 子 唱 格 磁 化 强 
度 (57) 和 (53) 的 初始 数值 . @ 用 (Sf) 和 (53) 按 (16.5.17) 式 构造 PP 和 矩阵 . @ 解 出 
矩阵 PP 的 本 征 值 wr, 对 应 本 征 向 量 矩 阵 UV, 及 其 道 撼 阵 (Uy)-1. @ 由 (16.5.27) 
式 算出 各 自 的 Bj, 当 外 磁场 为 零 时 , $,, 的 表达 式 就 是 (16.5.36) 式 . @ 从 (16.5.44) 
式 算出 两 个 子 品格 的 磁化 强度 (57) 和 (53) 的 新 的 数值 . 再 转 到 步 又 四 . 如 此 反复 
迭代 , 直至 收敛 . 

关联 函数 (S25z) 如 下 : 


(S2S2) = S(S +1)— (1+28,)(92) (16.5.45) 


以 上 并 没有 用 到 关联 函数 (S22). 下 面 在 哈密 顿 量 中 引进 单 离子 各 向 异性 能 之 后 ， 
就 需要 用 到 这 个 函数 的 表达 式 了 . 

以 上 结果 对 于 整数 维 的 情况 都 成 立 . 只 要 在 (16.5.9) 式 中 分 别 对 一 维 、 二 维和 
三 维 k 空间 作 传 里 叶 变换 即 可 . 另外 在 (16.5.11) 式 中 z 分 别 是 一 维 、 二 维和 三 维 
空间 的 最 近邻 数目 . 
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16.6.1 ” 铁 磁 薄膜 


设 铁 磁 性 薄膜 (flm) 有 工 单 原 子 层 (monolayer, ML) 组 成 . 为 简单 记 , 我 们 设 
员 格 是 简 立方 品格 . 哈密 顿 量 是 


] L 
万 一 2 2 ad 了 -Dan su Q 十 1 一 Dr Tl se 
L 


Qa=1 了 


L L 
= E> SS-1H925 Saj) 2 a + 5 6 (SESe 二 i ood +8251 


L 
一 > Koo 2 (32 -了 。 > 5% (16.6.1) 


Qa=l1 i 
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其 中 下 标 用 希腊 字母 表示 层 数 , i; 和 ; 指标 每 个 ML 内 的 格 点 . 前 两 项 是 海 森 伯 交 
换 作 用 . 仍然 只 考虑 最 近邻 交换 . 第 三 项 是 单 离子 各 向 异性 项 . 第 四 项 是 外 场 能 . 这 
儿 我们 用 字母 Bs 来 表示 磁场 . 

我 们 现在 写 的 海 森 伯 交 换 作用 是 各 向 同性 的 . 对 于 铁 磁 薄 膜 , 只 有 出 现 某 种 程 
度 的 各 向 异性 , 才 会 出 现 自发 磁化 .Mermin 和 Wagnerl9 已 经 证 明 , 对 于 各 向 同性 
的 无 外 场 的 海 森 伯 哈密 顿 量 , 三 维系 统 有 自发 磁化 强度 , 但 是 一 维和 二 维系 统 没有 
目 发 磁化 强度 . 原因 是 低 维系 统 的 量子 涨 落 更 大 . 如果 要 使 低 维系 统 有 不 为 零 的 磁 
化 强度 , 或 者 是 加 一 外 场 , 或 者 系统 本 身 有 某 种 程度 的 各 向 异性 . 一 维和 二 维 海 森 伯 
系统 中 , 只 要 有 微弱 的 各 向 异性 , 就 会 出 现 自发 磁化 强度 . 

各 向 异性 的 来 源 有 各 种 原因 ， 有 单 离子 各 向 异性 , 形状 各 向 异性 , 表面 各 向 异 
性 , 应 力 各 向 异性 , 下 面 将 要 提 到 的 偶 极 相互 作用 等 . 材料 中 磁性 的 各 向 异性 可 以 
大 致 分 为 两 类 . 一 类 是 由 于 材料 的 形状 , 生长 的 条 件 , 或 者 受 外 界 某 种 作用 而 导致 
的 各 向 异性 . 这 一 类 可 统称 为 感 生 各 向 异性 . 如 形状 各 向 异性 , 表面 各 向 异性 , 应 力 
各 向 异性 等 . 另 一 类 是 晶体 本 身 男 有 的 , 称 为 磁 晶 各 向 异性 . 其 中 最 主要 的 是 单 离子 
各 向 异性 . 简单 地 说 , 单个 磁性 离子 上 的 波 函 数 受 到 晶体 电场 (日 场 ) 的 作用 与 自 
旋 轨道 耦合 作用 , 使 得 磁性 离子 的 总 角 动 量 取 在 某 些 特定 方向 上 时 , 磁性 离子 的 能 
量 才 最 低 . 偏离 这 些 方向 , 磁性 离子 的 能 量 会 升 高 9. 如 果 磁 逢 取 在 某 方向 上 能 量 
最 低 , 此 方向 就 称 为 易 轴 方 向 . 反之 , 如 果 磁 矩 取 在 某 方向 上 能 量 最 高 , 此 方向 就 称 
为 难 轴 方 向 . 一般 来 说 , 单 离子 各 向 异性 哈密 顿 量 可 表示 成 (16.6.1) 式 中 的 形式 . 普 
遍 认 为 , 各 向 异性 的 强度 KK 比 海 森 伯 交换 作用 的 强度 J 要 小 两 个 数量 级 . 单 离子 
各 向 异性 不 但 在 薄膜 材料 中 有 , 在 体 材料 中 也 有 , 因而 研究 体 材 料 时 也 经 常 必须 加 
上 这 一 项 , 例如 见 文献 [11]. 

现在 格林 函数 G(t 一 切 = ((4; B)) 中 的 算 符 4 取 为 


0 a en (16.6.2) 


BD Ba Ba BE.a, By (16.6.3) 
算 符 B 的 具体 形式 可 以 先 不 明确 写 出 来 . 仍然 用 已 经 过 时 间 傅 里 叶 变 换 后 的 运动 
方程 . 第 / 层 第 m 格 点 的 自 旋 算 符 3 上 与 哈密 顿 量 的 对 易 关 系 为 
Dn H]= —Jh (SiSim ~ es) 至 Ji092A Tt = a i) 


KH”— (St 1 Wm mim}H Ron(SYn Snt Om TB 
(16.6.4) 
格林 函数 
Gn 二 (0 (16.6.5) 
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的 运动 方程 如 下 : 


w((Sitm; Bun)) = ([S+, B])6iwbmn ~ Ju > (Si Sim 一 Sin Ss; Bun))) 


J 
Ee (C(O a De Bun))) 
- ea (On = Sm B,n))) 


+ Kop((Sin Sm + SimSYm; Bun)) + Bs((Sihn; Bun)) (16.6.6) 


mI pm Wm) 


在 对 高 阶 格林 函数 做 分 解 近 似 时 , 前 三 项 仍然 用 恰 布 里 科 夫 分 解 . 但 是 单 离子 各 向 
异性 导致 的 项 ((52mS5 二 592 Bun)) 的 分 解 是 一 个 难题 , 因为 其 中 92。 和 
Si 是 同一 格 点 上 的 算 符 ,Lines0 给 出 了 一 个 分 解 方法 . 这 一 方法 在 一 些 工作 中 
也 有 应 用 ~ 区 9. Devlint15] 对 这 种 方法 做 过 讨论 . 不 过 现在 更 为 常用 的 是 Anderson 
和 Callen(AC)L6 分 解 . 这 一 分 解 近似 的 形式 为 


(Spm Sim + Sjim Siri Bun)) ~ 2(Shm) Op ((Siim; Bun)) (16.6.7) 
其 中 有 
ed (16.6.8) 


Devlint5] 的 计算 表面 , 只 要 各 向 异性 的 强度 KK 不 是 太 大 , AC 分 解 和 Lines 的 分 解 都 
是 适用 的 . 也 有 人 17 通过 计算 比较 认为 , AC 分 解 比 Lines 分 解 要 稍 优 一 点 . 量子 蒙 
特 卡 罗 (Quantum Monte Carlo, QMC) 计算 表明 Ha, 当 各 向 异性 的 强度 天 较 小 ( 比 
J 了 小 两 个 数量 级 ), AC 分 解 的 计算 结果 比较 接近 QMC 的 计算 结果 . AC 分 解 (16.6.7) 
式 , (16.6.8) 式 的 明显 的 好 处 是 , 这 个 表达 式 对 于 任意 自 旋 量子 数 9 都 普遍 适用 . 而 
且 由 于 其 形式 上 的 对 称 性 , 很 容易 推广 应 用 到 三 分 量 磁化 强度 的 计算 . 因此 , 我 们 
下 面 总 是 使 用 AC 分 解 近 似 . 由 于 平移 不 变性 , (16.6.8) 式 中 (3292 ) = (S252)， 
0 = 0). 
现在 (16.6.6) 式 经 过 分 解 近似 后 , 成 为 
WG pmmn (9 Bl])djw omn 一 J D9. Oi (Shj) Guv,mmn) 
了 
二 pt i( (Om) Gein ba (Sktrim) Guv,mmn) 


pl (Sm) Gp liv mn 《3 lm)CGornm) 


十 Ka2pBCGoomn + BzGvmmn (16.6.9) 
在 二 维 实 空 间 内 做 傅 里 叶 变换 ， 


1 ij.( ?7 一 也 
Crmm = 六 D9 人 ) (16.6.10) 
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此 处 的 是 二 维 平面 内 的 格 点 数目 . 
wg =([ST, Bl)6 pr — J 2 (S57)e = mg v— J D8 )guv) 
了 


Ai 人 a 区 《3S241)9guz) — Jl AAS 2) gn— lv 《32 _1)9guz) 


+K2y, OK gi, 十 Bzguv 
(16.6.11) 
定义 
J = J Dm Jo= po= NY 1= 2 (16.6.12) 
了 了 


其 中 求 和 是 对 一 个 格 点 的 二 维 平面 内 的 最 近邻 求 和 . 二 维 层 内 的 最 近邻 格 点 数 是 z. 
将 (16.6.11) 式 整 理 , 得 


wgpw — (Jno (Sp) — J (SF) + ipt1(SF 1) tn(S2_1)+2K2p(S2) Of + B2)gpw 
—Jnt1(IR) gpt1y — Jn-1n(S2) gp—1y] 


=([S1, B])6pw 
(16.6.13) 
现在 我 们 令 
Pp = (Tuo— Tun) (SF) + Jnr (Ss) + (Ss 1)+2K2(S2) OO +B, (16.6.14a) 
Pt1 = 一 Jot1(S2) (16.6.14b) 
下- 二 一 1 人 (32 (16.6.14c) 


其 中 下 标 风 是 表示 单 原子 层 的 , 从 1 至 二 这 里 要 注意 的 是 : 当 /二 1 时 ， Jo,1=0, 当 
HA= 了 工时 , Jr,z+i=0. 再 定义 矩阵 F, 其 矩阵 元 为 


Da = (9 Bow (16.6.15) 
现在 (16.6.13) 式 可 以 写成 矩阵 形式 ， 
lwI-Plg=F (16.6.16) 


这 一 形式 与 (16.5.14) 式 完 全 相同 .(16.5.19)~(16.5.27) 式 的 公式 都 适用 , 只 要 记 住 , 现 
在 的 矩阵 不 是 二 阶 的 , 而 是 工 阶 的 . 另外 , 现在 不 用 分 成 两 个 子 唱 格 , 所 以 (16.5.27) 


式 应 写成 如 下 形式 : 
= 去 a 二 (16.6.17) 


PP 的 矩阵 元 由 (16.6.14) 式 给 出 . 由 (16.6.14) 式 容易 看 出 , P 是 三 对 角 实 对 称 
矩阵 , 因此 其 本 征 值 和 对 应 的 本 征 向 量 都 一 定 是 实数 . 仍然 与 前 面 一 样 , 计算 矩阵 
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P 时 没有 用 到 算 符 B. 抢 阵 已 的 所 有 特征 值 w 是 波 矢 的 函数 , w=wy(k), 它 就 
古 这 个 系统 的 自 旋 波 能 谱 . 这 个 能 谱 由 系统 本 身 确定 , 相应 的 特征 向 量 Uh, 都 是 波 
和 天 此 的 函数 , 它们 都 不 依赖 于 算 符 B 的 选择 . 

把 (16.6.3) 式 的 BB 算 符 取 成 


B= exp(a92)5S- (16.6.18) 


那么 , 完全 与 (16.3.9) 式 和 (16.3.10) 式 一 样 求 对 易 关 系 和 写 出 关联 函数 . 最 后 得 到 
的 磁化 强度 的 表达 式 与 (16.5.44) 式 完全 一 样 . 


(天 十 1 十 3)522+1 一 (到 — 5S)(8, +1)2s+1 


(S%) = CE 交 5 (16.6.19) 
关联 函数 (9232) 表达 式 与 (16.5.45) 式 完全 一 样 . 
(S257) = S(S +1)— (1+28,)(92) (16.6.20) 


由 于 单 离子 各 向 异性 项 中 有 关联 函数 , 见 (16.6.8) 式 , 因此 现在 需要 用 到 (16.6.20) 
A 

求解 过 程 通过 以 下 迭代 步骤 进行 . 在 每 个 温度 下 , @ 先 输入 各 层 磁 化 强度 (Sz) 
和 关联 函数 (5%58),4 = 1,2,…, 工 的 初始 数值 @ 用 (Sz) 和 (S25z) 按 (16.6.14) 
式 构造 P 矩阵 . @ 解 出 矩阵 PP 的 本 征 值 wi, 对 应 本 征 向 量 矩 阵 Ui 及 其 逆 逢 阵 
(Uiw)  … @ 由 (16.5.27) 式 算出 各 自 的 B,，@ 从 (16.6.19) 式 算出 各 层 磁 化 强度 
(32) 的 新 的 数值 . @ 由 (16.6.20) 式 算出 各 层 关联 函数 (93282) 的 新 的 数值 . 再 转 到 
步骤 名. 如 此 反复 迭代 , 直至 收敛. 

在 哈密 顿 量 (16.6.1) 式 中 , 层 与 层 之 间 的 交换 作用 了 既 可 以 大 于 零 , 铁 磁 作用 ， 
也 可 以 小 于 零 , 反 铁 磁 作 用 . 各 层 的 交换 参量 不 同 ,会 导致 不 同 的 物理 效果 文献 
19] 研究 了 两 层 铁 磁 薄 膜 之 间 反 铁 磁 耦合 时 磁 滞 回 线 的 的 各 种 形状 , 与 实验 上 测量 
所 得 到 的 形状 是 一 致 的 . 

如 果 在 铁 磁 薄膜 的 一 个 表面 加 一 个 固定 的 偏 置 场 来 模拟 覆盖 在 表面 的 反 铁 磁 
层 的 作用 , 那么 就 可 以 研究 交换 偏 置 的 现象 29. 


16.6.2 ”有 反 铁 磁 注 腊 


设 反 铁 磁 性 薄膜 由 工 个 单 原子 层 (ML) 组 成 . 为 简单 记 , 我 们 设 唱 格 是 简 立 方 
草 格 . 反 铁 磁 的 构 型 其 实 有 不 止 一 种 情况 . 我 们 只 考虑 这 样 一 种 情况 : 所 有 最 近邻 
的 目 旋 都 是 相互 反 平 行 的 . 哈密 顿 量 是 


L L 
H= > da Saia M Sajb 十 > daba a+1 >》 ， Saia Sat1,jb 
至 Q 一 1 La 


Q 一 1 ia,Ib 
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L 
不 Jososat1 》 Sajb * Satlia 


jb 


> i > a (Cp 十 SiaSasy) Soiaday 


a=1 iajb 
村 > 2 Jabaa+l (Sd Sz | SnSE nt 
过 和 >》 Juaauat+l 区 (0 有 | 
a=1 jb 
= 3 3 K2aa(S2;a) + 人 cjb 咱 - Bz > SZia 十 2 Dn] 
(16.6.21) 


在 每 一 层 内 分 为 两 个 子 唱 格 , 自 旋 朝 下 的 子 晶 格 用 下 标 a, 自 旋 朝 下 的 子 晶 格 用 下 
标 b 表示 . 求 和 符号 中 , ia 表示 只 对 子 晶 格 a 中 的 格 点 求 和 , jb 表示 只 对 子 唱 格 b 
中 的 格 点 求 和 . 我 们 仍然 只 考虑 最 近邻 交换 按照 此 式 中 符号 的 写法 , 当 各 交换 作 
用 参量 7 > 0 时 , 是 反 铁 磁 平行 能 量 低 的 状态 . 

现在 格林 函数 G(t 一 六) = ((4; B)) 中 的 算 符 4 取 为 


S(O ee ET (16.6.22) 


B= (Bis, Bip, B2;, B2b, ey Bs, Bp, “"'), BL-1s, BL-_ib, BLs, BLb) (16.6.23) 


算 符 B 的 具体 形式 仍然 先 不 明确 写 出 来 . 仍然 用 已 经 过 时 间 傅 里 叶 变换 后 的 运动 
方程 . 第 j 层 a 子 唱 格 第 m 格 点 的 自 旋 算 符 S56,。 与 哈密 顿 量 的 对 易 关 系 如 下 : 


十 之 
Sima H Djjb Opma™ SmaS hjb) + Jaby, (a mb ra ee 


+ Jbap— Lp( gt Same S21 mbSiima)tK2an( PR ee a 2 Sh pe 
(16.6.24a) 


在 哈密 由 量 (16.6.21) 式 中 关于 指标 。 和 b 是 对 称 的 , 因此 在 (16.6.24) 式 中 交换 指 
标 a 和 b, 得 到 b 子 唱 格 第 j 格 点 的 自 施 算 符 S+， 与 哈密 顿 量 的 对 易 关系 


[Snp; H|=, > (9 bi ma ed 
ja 


+ Jabp— lp (57 1 i Ot )+K2py (Oto) 


二 BzS+ 


umb 


(16.6.24b) 
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格林 函数 
Gunnias = (Oa Buna)) (16.6.25) 
的 运动 方程 如 下 : 
w((Stma;B vna) 一 几 2 jb i Sir Buna)) 


sa a mb) ; Bun a)) 
+ Joap—ln (Sy, a Dl mb Sjma; Bun a)) 


+K2ap((SZrmaS ma 十 es B,na)) 十 B, 人 Bu,na)) 
(16.6.26) 


把 高 阶 格林 函数 做 分 解 近似 后 , 成 为 
WGpvmnaa = [SB)guvbrn + J 2 (SEs) Gpsnba — J > (SHb) Gvmnaa 
jb jb 
国 加 Jabp n+1(S7s) G+1y,mn,ba 站 abju+1(OF+1b)G hv mn,aa 
十 Jbap—1,p ha) Gn-1v,mnba 7 Jbap—1n (Sh_1b)G pmnaa 
a a (16.6.27) 


其 中 对 单 离子 各 向 异性 项 已 经 用 到 了 AC 分 解 (16.6.7) 式 . 
在 二 维 实 空 间 内 作 傅 里 叶 变换 . 


1 ik:(m—n) 
Cuwrnmsaa = NaD goners (16.6.28a) 
__l1 ik-(m—n) 
Gy,mmn,ba Nt 2 gpntne wh (16.6.28b) 
得 到 
Wonuv,aa 一 ([S+, Bl)6w 二 Juk (SFa) nv,ba 和 Jo (Shp) gnv,aa 
站 Jabpn+1(S%a) gt1v,ba 和 abjop+1 Oh+1,b) uaa 
+ Jbap—l,p (pa) gu-lv,ba — Joap—l,p (Sh 1,b) pv,aa 
+ K2aj2(9%a) Ouaguw,aa + Bzgnw,aa (16.6.29) 
其 中 定义 
人 (16.6.30) 
了 了 


其 中 求 和 是 对 一 个 格 点 的 二 维 平面 内 的 最 近邻 求 和 . 二 维 层 内 的 最 近邻 格 点 数 是 z. 
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将 (16.6.29) 式 整 理 后 , 得 

WOpv,aa 一 {[—Juo (Shp) 一 Jabp pt1 Sh41,b) 和 Jbap—1,p (Sh_1,b) 

和 K2a2(9%,) Oya + Bz]gpw,aa 


十 Jbap—1,y (Sha) gn—1v,ba 十 Jp (S%a)9pw,ba 十 Jabpnt+1(S8a) gut1v,ba} 
= ([S+, B])6jw (16.6.31a) 
同 理 ， 我 们 从 格林 函数 Currnmba 三 (0 B,na)) 的 运动 方程 可 以 得 到 
wgpu,ba — {[~—Jno (Spa) — Joaynt1 (S41,a) 一 Jabp—1,n (Sn—1,a) 
十 K2by2(S%,) Ob 十 B, gw,ba 
中 Jabu— 1 (SLpb)9n—1v,aa 站 Jiup (Shb) gn,aa 市 Jbaynt1 (SEp)gn+1v,aa} 
= ([S™, B])6pw (16.6.31b) 


现在 (16.6.31) 式 又 可 以 写成 (16.6.16) 式 的 形式 ， 


[WwI- Plg=F (16.6.32) 
FT PY 0 0 0 0 0 
Bo T2220 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 I TI44 0 0 0 0 
6 : : 
0 0 0 0 TH-3,L-3 TH-3,L-2 0 0 
0 0 0 0 Ti-2L-3 TH-2,L-2 万 工 一 2 了 一 1 0 
0 0 0 0 0 太志 一 1 了 一 2 矿工 一 上 了 一 1 Ti-bL 
0 0 0 0 0 0 Tor 
(16.6.33) 
其 中 每 一 个 卫 都 是 一 个 二 阶 和 矩阵 . 
Th = ( Hua ulShs) | (16.6.34a) 
Jup (SRb) Hip 
Tht -- ( 0 Tabppt1 (Sha) | (16.6.34b) 
Jbappt1 (SFp) 0 


ALbA 一 Poap—1n (Shs) (16.6.34c) 
Jabu-ln(32) 0 
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其 中 和 矩阵 元 Hus 和 Hv 的 表达 式 如 下 : 
La 一 K2ap2(9pa) Ona + Bb 一 nolSy ) 一 Jabwa+l (Sh+1,b) a Jbap—1,n (Sp_1,b) 
(16.6.35a) 
已 ob = K2bn2(Shp) Ob 十 五 : 一 nu0495a) Jbap ut+1 (Spt1,a) Jabp—1n (On la) 
(16.6.35b) 


只 要 注意 现在 (16.6.32) 式 中 的 险 密 顿 矩阵 书 是 2 阶 的 (因为 有 工 个 ML, 每 
一 层 要 分 成 两 个 子 品格 ), 其 余 的 做 法 就 与 铁 磁 薄 膜 的 情况 完全 一 样 

失 阵 PP 的 所 有 特征 值 ww 是 波 和 撩 的 函数 , ww(k), 它 就 是 这 个 系统 的 自 
旋 波 能 谱 . 相应 的 特征 向 量 Uh 都 是 波 矢 的 函数 . 本 征 值 和 本 征 能 谱 都 不 依赖 于 
算 符 B 的 选择 . 现在 矩阵 P 不 是 三 对 角 的 , 而 且 也 不 是 对 称 矩 阵 . 但 是 计算 表面 ， 
这 是 计算 出 来 的 本 征 值 依然 都 是 实数 , 相应 地 , 本 征 向 量 也 都 是 实数 

求解 过 程 通过 以 下 迭代 步骤 进行 . 在 每 个 温度 下 ，@ 先 输入 各 层 各 子 唱 格 磁 
化 强度 (92.)，(S2)》 和 关联 函数 (S555。)，(S565%6)w=1,，2，.…, 工 的 初始 数值 
@ 用 (S%。), (S24) 和 (S555。)， (S3652b) 按 (16.6.33)~(16.6.35) 式 构造 P 矩阵 
@ 解 出 矩阵 P 的 本 征 值 w, 对 应 本 征 向 量 矩 阵 Us 及 其 逆 甜 阵 (Uw)-!，@ 由 
(16.5.27) 式 算出 各 自 的 Bs 和 Bp. @ 从 (16.6.19) 式 算出 各 层 磁化 强度 (S52,)， 
(Sz%) 的 新 的 数值 , ® 由 (16.6.20) 式 算出 各 层 关联 函数 (5。52。) 和 (S245 和 4) 的 新 
的 数值 . 再 转 到 步 又 @. 如 此 反复 迭代 , 直至 收敛 
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16.7.1 ”模型 哈密 顿 量 与 公式 推导 


作为 一 个 模型 , 我 们 考虑 一 个 格 点 上 有 两 个 自 旋 的 情况 . 这 一 模型 首先 由 文献 
[21] 提出 . 后 来 文献 [22] 加 上 了 各 向 异性 项 . 但 是 这 两 篇 文献 都 只 计算 了 这 个 系统 
的 某 些 性 质 , 并 且 都 只 考虑 铁 磁 系统 . 我 们 对 这 个 模型 的 哈密 顿 量 做 了 详细 的 研究 ， 
考虑 了 所 有 可 能 的 参数 的 情况 , 包括 铁 磁性 和 反 铁 磁性 233,94. 

我 们 假定 是 简 立 方 品格 . 每 个 格 点 上 有 两 个 自 旋 . 这 两 个 自 旋 分 别 记 为 Se 和 
S*. 为 以 后 叙述 方便 计 , 我 们 称 每 一 个 自 旋 为 亚 自 旋 . 考虑 到 可 能 有 反 铁 磁 交 换 , 把 
品格 分 为 两 个 子 品格 . 其 中 格 点 内 的 两 个 自 旋 之 间 , 相 邻 格 点 之 间 的 交换 参量 如 图 
16.3. 格 点 内 部 和 相 邻 格 点 之 间 的 交换 参量 . 0 是 格 点 内 部 的 两 个 自 旋 之 间 的 交换 
参量 , 称 为 在 位 交换 参量 厂 是 相 邻 格 点 的 5 自 旋 之 间 的 交换 参量 .7 是 相 邻 格 
点 的 5* 自 旋 之 间 的 交换 参量 . 称 厂 和 . 为 直接 交换 参量 .7 是 相 邻 格 点 的 54 
和 S* 目 旋 之 间 的 交叉 交换 参量 . 各 交换 作用 参量 > 0 时 , 表示 铁 磁性 作用 . 当 交 
换 作 用 参量 J < 0 时 , 表示 反 铁 磁性 作用 . 


. 330 . 第 十 六 章 ” 海 森 伯 模 型 磁性 系统 


图 16.3 格 点 内 部 和 相 邻 格 点 之 间 交 换 作 用 的 示意 图 
这 一 系统 的 哈密 顿 量 如 下 ， 


J1 J3 Sd 
H=— 》 (S454, 
2 了 | 


ia,Ib 


_1 da et | 0 a a 0 S$% 
Dt J ee > - 并 $$, (2 人 


d ot 0 Ss 人 Do 0 33 
人 

(16.7.1) 
其 中 第 一 项 是 相 邻 格 点 上 的 自 旋 之 间 的 交换 作用 . 第 二 和 第 三 两 项 表示 同一 格 点 内 
部 两 个 自 旋 之 间 的 交换 作用 . 前 三 项 的 作用 如 图 7.1 表示 . 求 和 符号 中 , ia 表示 只 对 
子 唱 格 a 中 的 格 点 求 和 , jb 表示 只 对 子 唱 格 b 中 的 格 点 求 和 . 我 们 仍然 只 考虑 最 近 
邻 交 换 . 最 后 两 项 表示 每 个 自 旋 具有 的 单 离子 各 向 异性 . 为 避免 参量 过 多 , 我 们 假 
设 了 两 个 子 晶 格 内 部 的 交换 参量 .h 是 相同 的 , 每 个 自 旋 的 单 离子 各 向 异性 Do 也 
是 相同 的 . 两 个 子 晶 格 的 S4 和 3* 的 自 旋 量子 数 分 别 相同 , 即 , Sa = 38 = S4 和 
St=5t= 5. 

从 物理 上 考虑 , 系统 中 有 两 个 子 唱 格 并 且 具 有 平移 不 变性 , 这 个 系统 中 的 有 序 
状态 就 应 该 是 如 图 16.4 所 示 . 其 中 A 和 B 是 铁 磁 态 . C 和 D 是 反 铁 磁 态 . EE 和 下 
是 混合 态 . 状态 EE 和 下 没有 实质 性 的 区 别 , 为 了 叙述 方便 起 见 , 画 成 两 个 状态 . 每 
个 状态 中 , 上 一 行 线 表示 5°, 下 一 行 线 表 示 St. 箭头 的 长 度 并 不 代表 磁化 强度 的 大 
小 . 

现在 组 成 推迟 格林 函数 的 四 个 亚 自 旋 算 符 : 

A= (00 二 (Si, 83, 53, 5+) 
B= (exp(aSd*)Sd ,exp(aStz)St ,exp(aStz)St ,exp(aStz)5t 一 ) 


其 中 为 了 叙述 方便 起 见 ,把 4 中 的 四 个 算 符 记 为 5+,， a=1, 2, 3, 4 B 中 的 四 
个 算 符 可 以 同样 顺序 标记 . 仍然 如 上 节 一 样 , 计算 各 3+ 与 哈密 顿 量 (16.7.1) 式 


(16.7.2) 
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图 16.4 各 种 可 能 的 状态 


的 对 易 关 系 , 然后 是 SX 与 B, 组 成 的 推迟 格林 函数 的 运动 方程 . 可 以 完全 仿造 

(16.6.24)~(16.6.31) 式 的 步骤, 只 是 要 注意 , 我 们 现在 讨论 的 是 三 维系 统 , 所 以 要 在 

三 维 空间 作 伟 里 叶 变 换 . 含 单 离子 各 向 异性 的 项 要 用 到 AC 分 解 (16.6.7) 式 . 
最 后 得 到 如 (16.6.32) 式 一 样 的 方程 


[wiIi— Plg=F (16.7.3) 
其 中 的 矩阵 都 是 四 阶 的 , 因为 现在 算 符 是 四 个 , 见 (16.7.2) 式 . 矩阵 P 如 下 : 
Pi 一 万 (947 -JolSE) —Ja(SI)yk 
一 万 (982)T P22 —Ja(Sg*)Ye  —Jo(S2”) (16.7.4a) 
—Jo(SE)  —J3(S1*)Yx Pss —J2(S1”)Yk 


—Ja(SY)Y  —Jo(SY) 一 用 (3 好 yp Pa 
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Pi = 2z(J1(52”) + J3(88°)) + D(ps1(SE”) + 2(S1°)) + Jo(SY) (16.7.4b) 
Paz = z(J1(89°) + Ja(St7)) + D(ps2(9d*) + 2(947)) + Jo(St) (16.7.4c) 
Pss = z(J2(S3°) 十 用 (382)) 十 Dopt(Stz) 十 2(S1z)) 十 .J0(Sdz) (16.7.4d) 
Pu = z(J2(St*) + Ja(89°)) + D(pr2( 5s) + 2(997)) + .万 (399z) (16.7.4e) 
其 中 z 是 最 近邻 格 点 的 数目 . 
闪光 (16.7.5) 


只 对 一 个 格 点 的 最 近邻 求 和 , 5 表示 最 近邻 格 点 的 位 矢 . 

实 抢 阵 P(16.7.4) 式 在 一 般 情况 下 不 是 对 称 的 . 但 是 计算 的 结果 表面 , 在 任何 参 
量 下 , 它 的 本 征 值 , 也 就 是 这 个 系统 的 能 谱 , 都 是 实数 . 作为 波 和 撩 的 函数 的 本 征 值 
.rz 及 其 本 征 向 量 解 出 之 后 , 就 可 以 按照 (16.6.17) 式 计算 5 


和 二 填 3 Bs ead 二 (16.7.6) 


其 中 对 的 求 和 在 三 维 波 矢 空间 的 第 一 布 里 渊 区 内 . 再 由 (16.6.19), (16.6.20) 式 计 
算得 到 每 一 个 自 旋 的 统计 平均 与 关联 函数 的 统计 平均 . 


(B+1+S) B11 (g$,— SS)(8, +1)+! (16.7.7 
(到 十 1)23+1 一 G2 十 四 


(9p) = 


(S2S2) = S(S+1)— (1+28,)(92) (16.7.8) 
仍然 使 用 和 迭 代 计 算 . 
16.7.2 ”系统 的 物理 性 质 


我 们 首先 来 看 无 单 离子 各 向 异性 的 情况 , 此 时 Do=0 

我 们 先 看 这 个 系统 中 两 个 引 人 注 目的 特点 : 一 个 是 在 零 温 和 有 序 无 序 转变 温 
度 之 间 会 出 现 铁 磁 态 或 者 反 铁 磁 态 , 而 在 零 温 下 是 不 显现 磁性 的 ; 另 一 个 是 在 有 序 
无 序 转变 温度 以 下 会 有 从 一 个 状态 转变 到 另 一 个 状态 的 一 级 相 变 . 

我 们 先 看 状态 B.Jo < 0, 一 个 格 点 内 部 的 两 个 自 旋 始终 是 取向 相反 的 . 当 54 = 
S', 但 是 乒 夭 风 的 情况 . 零 温 下 , 没有 热 运动 . 所 有 自 旋 沿 z 方 向 排列 . 由 于 .0 < 0、 
每 个 子 唱 格 的 磁化 强度 都 为 零 . 当 温度 大 于 零度 时 , 由 于 所 冯 .7 一 (St) < (S42), 
每 个 格 点 上 有 净 的 磁化 强度 , 整个 系统 显现 铁 磁 性 . 直到 居 里 温度 , 铁 磁性 消失 . 见 
16.5. 如 果 厂 =., 那么 在 任何 温度 下 , 有 一 (S*“*) = ($4?), 因此 系统 的 磁化 强度 
始终 为 零 . 

对 于 状态 D, Jo < 0, 一 个 格 点 内 部 的 两 个 自 旋 始 终 是 取向 相反 , 上 且 相 邻 的 格 点 
上 的 自 旋 取向 相反 . 当 54 = St, 但 是 刀 关 及 的 情况 . 零 温 下 , 没有 热 运 动 . 所 有 自 
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旋 沿 z 方向 排列 . 由 于 Jo < 0, 每 个 子 晶 格 的 磁化 强度 都 为 零 . 当 温度 大 于 零度 时 ， 
由 于 九 关 Jz, (352) 和 (S47) 的 大 小 不 相等 , 每 个 格 点 上 有 净 的 磁化 强度 , 整个 系统 
显现 反 铁 磁 性 . 直到 奈 尔 温 度 , 反 铁 磁性 消失 . 见 图 16.6. 如 果 厂 =. 肠 , 那么 在 任何 
温度 下 , 有 (3*=) 和 (S%*) 的 大 小 相等 , 因此 系统 不 会 显示 出 反 铁 磁性 . 


0.5 


-0.1 Ji=1 .=-0.2, J=-0.6 
—0.2 = 0 
_03 一 


图 16.5 状态 B 的 一 种 情况 


零 温 下 磁化 强度 为 零 , 在 零 温 与 居 里 温度 之 间 , 呈现 铁 磁性 (虚线 ). 如 果 万 =.J2, 则 不 呈现 这 种 现象 ( 实 线 ) 


<S> 


0.5 
0.4 
0.3 
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0.1 
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图 16.6 ”状态 D 的 一 种 情况 


每 个 子 唱 格 的 磁化 强度 都 为 零 . 当 温度 大 于 零度 时 , 由 于 太 地 J]2, (SY) 和 (SQ) 的 大 小 不 相等 , 每 个 格 点 
上 有 净 的 磁化 强度 , 整个 系统 显现 反 铁 磁 性 . 直到 奈 尔 温度 , 反 铁 磁性 消失 


在 有 序 无 序 转变 温度 以 下 , 会 出 现 从 图 16.4 中 一 个 状态 到 另外 一 个 状态 的 相 变 . 
这 是 因为 各 个 交换 参量 之 间 的 竞争 作用 . 图 16.7 给 出 了 一 个 例子 . 我 们 考虑 5° = 8 
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Js=0 的 情况 .7 > 0 使 得 (8%*)》 和 (SE?) 相互 平行 , J < 0 使 得 (Stz) 和 (Stz) 相互 
区 平行 . 如 果 没 有 几 的 影响 , 这 是 状态 E. 现在 我 们 设 万 =1, 帮 = 一 0.5, .0 = -0.5. 
在 符 温 下 , 所 有 的 (52) 的 大 小 都 接近 于 1.5t 受到 6 个 最 近邻 5 的 作用 , 这 一 作用 
比 一 个 5s 的 作用 思 更 强 . 因此 (SY*) 和 (St*) 相互 反 平 行 , 旺 状态 E. 随 着 温度 升 
高 , 由 于 || < 卫 , |(5s*)| 和 |(S8?)| 比 |(S?)| 和 |(S8*)| 下 降 得 更 快 .St 受到 6 个 
最 近邻 8 的 作用 减弱 的 速度 比 它 受 到 比 一 个 Sd 的 作用 减弱 的 速度 更 快 . 到 一 定 
的 温度 , Sa 受到 6 个 最 近邻 5 的 作用 比 它 受 到 比 一 个 5S4 的 作用 更 弱 , 这 时 (Stz) 
被 迫 取 到 和 (Ss*) 反 平 行 的 状态 . 在 温度 Te-B=1.34 时 , (Stz) 从 正方 向 翻转 到 负 的 
方向 , 见 图 16.7 中 的 点 线 . 相应 地 , a 格 点 上 的 磁化 强度 (32) = (Sd*) + (Stz) 也 有 
一 突变 , 见 图 中 的 双 点 虚线 . 注意 这 时 (S&) 的 数值 也 有 一 突变 , 但 是 并 没有 改变 符 
号 . 而 是 在 数值 上 成 为 与 (3**) 完全 相等 , (Se) = (S&?), 见 图 中 的 点 虚线 . 同时 , b 
格 点 上 的 磁化 强度 (SE) = (SE*) + (St&*) 也 有 一 突变 , 在 数值 上 成 为 与 (592) 完全 相 
等 , (58) = (S58), 见 图 中 的 虚线 . 这 就 是 从 状态 EE 转变 成 为 状态 B. 由 于 这 一 相 变 是 
磁化 强度 不 连续 的 相 变 , 所 以 是 一 级 相 变 . 


d 
<S 2 i <S > 
t 
Pope <9， Se <S > 
oo <S, > 


0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2:5 3.0 


图 16.7 有 序 无 序 转变 温度 以 下 的 EB 一 级 相 变 
参量 为 ($4, 5+)=(1, 1), 刀 1 二 1,J2 = 一 0.5, J3 = 0,Jo=-0.5. 转变 温度 Tp_p 二 1.34 


系统 到 底 处 于 图 16.4 中 的 哪 一 个 状态 , 由 各 交换 参量 之 间 的 竞争 所 决定 . 

我 们 先 来 看 铁 磁 态 的 情况 . 当 万 > 0, J2 > 0.(8dz) 与 (Sg?) 平行 .(Stz) 与 (Stz) 
平行 . 如 果 .ho 和 .3 都 大 于 零 , 就 是 状态 A. 如 果 厂 和 .Js 都 小 于 零 , 就 是 状态 B. 那 
么 如 果 Jn 和 .J3 的 符号 不 一 样 时 , 应 该 是 处 于 什么 状态 呢 ? 通过 计算 , 我 们 得 到 了 
A-B 之 间 的 相 图 , 见 图 16.8(a). A-B 之 间 的 分 界线 是 


调 三 三 记 /6 (16.7.9) 
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~ 0.0 
—0.1 
-0.2 
(a) 铁 磁 态 A-B 相 图 ..] >0，.].>0. 
分 界线 是 =/6 
0.2 
0.1 
~ 0.0 
—0.1 
—0.2 
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 


J 


(b) 反 铁 磁 态 C-D 相 图 .J<0， 儿 <0. 
分 界线 是 =/6 


图 16.8 铁 磁 态 (a) 和 反 铁 磁 态 (b) 的 相 图 


与 自 施 基 于 数 3 的 数值 和 . 和 . 的 取 值 无 关 . 此 式 表明 , 6 份 交叉 交换 参量 的 数 
值 可 以 和 一 份 在 位 交换 参量 的 数值 相抵 . 其 原因 很 可 能 是 因为 我 们 所 选择 的 是 简 立 
方 品格 , 最 近邻 数 是 6 

通常 情况 下 , 所 有 的 亚 自 旋 都 有 相同 的 居 里 温度 . 见 图 16.9 中 的 细 线 . 但 是 在 图 
16.8(a) 中 分 界线 上 及 其 附近 , 情况 有 所 不 同 .在 这 样 的 状态 上 , 只 要 亚 自 旋 量子 数 
不 同 , 或 者 两 个 直接 交换 参量 不 同 , 那么 两 个 亚 自 旋 的 居 里 温度 就 不 相同 , 见 图 16.9 
中 的 粗 线 . 如 果 两 个 亚 自 旋 量 子 数 相同 ,88 一 9*, 但 是 直接 交换 作用 不 同 , 1 六 万， 
那么 , 具有 较 小 的 育 接 交换 作用 的 那个 亚 自 旋 的 居 里 温度 较 低 , 见 图 16.9 (a). 如 果 
两 个 亚 自 放量 子 数 不 同 , 54 关 8*, 但 是 直接 交换 作用 相同 .=. 不 同 , 那么 , 具有 
较 小 量子 数 的 那个 亚 自 施 的 居 里 温度 较 低 , 见 图 16.9(b) 

这 一 现象 的 原因 是 , 在 边界 线 上 , Jn 和 .J 的 作用 正好 相互 抵消 , 就 好 像 万 和 
万 的 数值 都 是 零 一 样 . 因而 此 时 每 个 亚 自 旋 只 受到 各 自 的 直接 交换 作用 , 而 没有 任 
何其 他 作用 的 影响 . 此 时 , 两 个 亚 自 施 好 像 是 互相 独立 的 , 有 各 自 的 居 里 温度 . 其 中 
的 一 个 自 旋 量 子 数 较 低 , 或 者 直接 交换 参量 角度 , 那么 相应 的 , 居 里 稳定 就 会 较 低 

如 果 Js 参量 变化 , 逐渐 离开 图 16.8(a) 中 的 边界 线 , 那么 具有 两 个 亚 自 旋 的 居 
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里 温度 会 逐渐 靠近 , 趋 于 一 致 . 


<S"> 
本 2 <S"> 
SS=]1/2 区 Sie ee <9d>+<Se> 


0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 


(b) J=1. 此 时 j= 但 是 S'<S5s, 细 线 是 =0. 粗 线 是 
由 =-0.099, 这 是 非常 接近 网 16.8 中 分 界线 的 状态 
图 16.9 自 旋 统 计 平均 值 随 温度 的 变换 曲线 
其 中 万 =1 J0=0.6. 这 是 状态 A 


16.10 给 出 了 在 固定 其 他 交换 参量 时 , 居 里 温度 Te 随 .J 的 变换 曲线 . 随 着 
.3 的 数值 的 增加 , 居 里 温度 是 增加 的 . Tc 最 低 点 对 应 的 状态 , 就 是 图 16.8(a) 中 分 
界线 的 状态 . 图 中 出 现 有 像 P; 和 P。 这 样 的 交叉 点 的 情况 . 其 原因 如 下 . 当 . 的 数 
值 较 小 时 , 居 里 温度 主要 由 厂 和 .有 的 数值 决定 . 此 时 更 高 的 自 旋 量 子 数 具有 更 高 
的 Tc. 但 是 当 . 的 数值 大 到 一 定 的 程度 , 居 里 温度 的 数值 就 主要 由 交叉 交换 作用 
决定 . 这 时 即使 是 对 于 较 小 的 自 旋 量子 数 , 只 要 .J 的 数值 足够 大 , 也 可 以 有 更 高 的 
居 里 温度 . 

图 16.11 给 出 了 在 不 同 j 参量 下 居 里 温度 Te 随 的 J 变化 曲线 . Te 的 最 低 点 
时 的 状态 始终 处 于 图 16.8(a) 中 的 边界 线 上 . 

现在 来 看 反 铁 磁 态 的 情况 . 当 厂 < 0, .< 0.(S4*) 与 (Se*) 反 平行 . (Stzy 与 
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一 1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 


图 16.10 居 里 温度 Te 随 Js 的 变化 曲线 
括号 中 的 两 个 数字 给 出 了 两 个 亚 自 旋 的 自 旋 量子 数 . 其 他 参量 是 三 一 1, 2=0.5, Jo=0.2. 注意 Tc 最 低 的 
状态 是 在 Ja= 一 0.033 处 . 这 是 图 16.8(a) 中 分 界线 的 状态 . 虚线 是 分 子 场 理论 计算 的 结果 23] 显然, 分子 
场 理论 得 到 的 居 里 温度 偏 高 


(SS")=(1/2,1) 
ca D=0 
---- D.=0.02 


图 16.11 在 不 同 如 参量 下 居 里 温度 Tc 随 J3 的 变化 曲线 
实 线 是 无 单 离子 各 向 异性 的 情况 . Tc 的 最 低 点 时 的 状态 始终 处 于 图 16.8(a) 中 的 边界 线 上 . 当 单 离子 各 向 
异性 Do=0.02, 结果 如 虚线 表示 . Tc 的 最 低 点 略 向 左 移动 


(Stz) 反 平 行 . 如 果 .no 和 .Pa 都 小 于 零 , 就 是 状态 C. 如 果 .hb 和 .Js 都 大 于 零 , 就 是 状 
态 D. 那么 如 果 .0o 和 .3 的 符号 不 一 样 时 , 应 该 是 处 于 什么 状态 呢 ? 通过 计算 , 我 们 
得 到 了 C-D 之 闻 的 相 图 , 见 图 16.8(b).C-D 之 间 的 分 界线 是 


J3 = J0/6 (16.7.10) 
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与 自 旋 量 子 数 5 的 数值 和 . 贱 和 .有 的 取 值 无 关 . 此 式 表明 , 6 份 交叉 交换 参量 的 数 
值 可 以 和 一 份 在 位 交换 参量 的 数值 相抵 . 

图 16.8(b) 和 图 16.8(a) 非常 相像 . 我 们 可 以 把 图 16.8(a) 中 的 边界 线 的 斜率 换 
成 正 的 , A 换 成 D, B 换 成 C, 就 得 到 了 图 16.8(b). 对 于 反 铁 磁 态 的 一 些 分 析 与 上 述 
对 于 铁 磁 态 的 分 析 完全 是 类 似 的 , 所 以 对 于 有 些 结果 我 们 只 要 叙述 结果 就 行 了 , 而 
不 必要 再 画 出 曲线 . 

通常 情况 下 , 所 有 的 亚 自 旋 都 有 相同 的 奈 尔 温度 . 但 是 在 图 16.8(b) 中 分 界线 上 
及 其 附近 , 情况 有 所 不 同 . 在 这 样 的 状态 上 , 只 要 亚 自 旋 量 子 数 不 同 , 或 者 两 个 直接 
交换 参量 不 同 , 那么 两 个 亚 自 旋 的 奈 尔 温度 就 不 相同 线 . 如 果 两 个 亚 自 旋 量子 数 相 
同 , 5%=5', 但 是 直接 交换 作用 不 同 , . 贱 关 .万 , 那么 , 具有 较 小 的 直接 交换 作用 的 那 
个 亚 自 旋 的 奈 尔 温度 较 低 . 如 果 两 个 亚 自 旋 量子 数 不 同 ,Sd 关 51, 但 是 直接 交换 作 
用 相同 .m=. 忆 不 同 , 那么 , 具有 较 小 量子 数 的 那个 亚 自 旋 的 奈 尔 温度 较 低 . 这 一 现 
象 的 原因 是 , 在 边界 线 上 , Jo 和 J 的 作用 正好 相互 抵消 , 就 好 像 万 和 . 的 数值 者 
是 专 一 样 . 因而 此 时 每 个 亚 自 旋 只 受到 各 自 的 直接 交换 作用 , 而 没有 任何 其 他 作用 
的 影响 . 此 时 , 两 个 亚 自 旋 好 像 是 互相 独立 的 , 有 各 自 的 奈 尔 温度 . 其 中 的 一 个 自 旋 
量子 数 较 低 , 或 者 直接 交换 参量 角度 , 那么 相应 的 , 奈 尔 温度 就 会 较 低 . 如 果 号 参 
量变 化 , 逐渐 离开 图 16.8(b) 中 的 边界 线 , 那么 具有 两 个 亚 自 旋 的 奈 尔 温度 会 逐渐 靠 
近 . 趋 于 一 致 . 

图 16.12 给 出 了 在 固定 其 他 交换 参量 时 , 奈 尔 温度 TN 随 .J 的 变换 曲线 . 随 着 
J3 的 数值 的 增加 , 奈 尔 温度 是 增加 的 .TN 最 低 点 对 应 的 状态 , 就 是 图 16.8(b) 中 分 界 


图 16.12 奈 尔 温度 TH 随 .Js 的 变化 曲线 
括号 中 的 两 个 数字 给 出 了 两 个 亚 自 旋 的 自 旋 量子 数 . 其 他 参量 是 万 =-1, J2 = -0.5, .0==0.2. Tw 最 低 的 
状态 是 在 J3=0.033 处 . 这 是 图 16.8(b) 中 分 界线 的 状态 
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线 的 状态 . 图 16.13 给 出 了 在 不 同 .hh 参量 下 奈 尔 温度 Th 随 .J 的 变化 曲线 .TH 的 
最 低 点 时 的 状态 始终 处 于 图 16.8(b) 中 的 边界 线 上 . 


-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 


图 16.13 在 不 同 .ho 参量 下 奈 尔 温度 TN 随 Js 的 变化 曲线 
实 线 是 无 单 离 子 各 向 异性 的 情况 . TN 的 最 低 点 时 的 状态 始终 处 于 图 16.8(b) 中 的 边界 线 上 . 当 单 离子 各 向 
异性 Do=0.02, 结果 如 虚线 表示 .TN 的 最 低 点 略 右 左 移动 


现在 来 看 混合 态 的 情况 . 根据 我 们 的 计算 结果 , 画 出 与 混合 态 有 关 的 定性 的 相 
图 如 图 16.14. 在 图 16.14 (a) 中 , 分 界线 的 方程 仍 与 (16.7.9) 式 相同 . E-B 表示 在 低 
温 下 , 系统 处 于 状态 E, 随 着 温度 升 高 , 有 一 个 E-B 一 级 相 变 , 称 为 状态 B. 再 继续 
升 高 温度 , 经 过 有 序 无 序 相 变 成 为 顺 磁性 . 这 种 相 变 在 前 面 已 经 介绍 过 了 . N-B 表示 
系统 在 低温 下 没有 一 个 确定 的 状态 . 迭代 计算 不 收敛 . 原因 是 低温 下 自 旋 的 热 运动 
能 很 小 , 四 种 交换 作用 是 相互 矛盾 的 , 系统 无 法 达到 一 个 确定 的 状态 .我 们 称 之 为 
系统 的 挫 失 (frustration). 随 着 温度 的 升 高 , 热 运 动能 克服 了 某 些 较 弱 的 交换 作用 ， 
使 得 它 的 影响 相对 减弱 . 这 时 系统 的 状态 主要 由 较 强 一 些 的 交换 参量 决定 . 系统 显 
现 为 稳定 的 状态 B. 再 继续 升 高 温度 , 经 过 有 序 无 序 相 变 成 为 顺 磁性 . 我 们 看 到 , 热 
运动 能 起 到 了 克服 系统 挫 失 的 作用 . 

在 图 16.14 (a) 的 右上 半 部 分 , 状态 A 与 N-A 和 E-A 之 间 的 分 界线 的 斜率 与 
实 线 的 斜率 一 样 , 但 是 位 置 不 能 确定 . 这 条 线 的 位 置 与 亚 自 旋 的 量子 数 和 男 外 两 个 
交换 参量 的 数值 有 关 . 所 以 这 条 分 界线 是 定性 的 . 从 计算 得 到 的 一 个 信息 是 , 当 六 
和 .7 的 强度 越 接近 , 点 线 就 越 往 右 上 移 , 并 且 点 划 线 越 往 左 下 移 . 也 就 是 说 , N-A 和 
E-A 区 域 的 面积 就 越 大 . 注意 几 1 入 的 符号 始终 是 相反 的 . 它们 的 强度 越 接近 , 表 
明 竞 争 的 矛盾 越 大 , 系统 就 越 容 易 挫 失 . 在 N-A 和 E-A 之 间 , 则 无 法 找到 哪怕 是 定 
性 的 分 界线 . 对 于 图 16.14 (a) 的 左下 半 部 分 , 分 析 是 类 似 的 . 

对 于 图 16.14(b) 的 分 析 完全 是 类 似 的 , 就 不 在 此 重复 ， 就 像 图 16.8 那样 , 图 
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16.14(b) 和 图 16.14(a) 也 是 非常 相像 的 . 我 们 可 以 把 图 16.14(a) 中 的 三 条 边界 线 的 
斜率 换 成 正 的 , A 换 成 D, B 换 成 C, EE 换 成 F, 就 得 到 了 图 16.14(b). 


图 16.14 有 关 混 合 态 的 定性 的 相 图 
(a) 1 > 0, J2 < 0. 三 条 斜 线 的 斜率 都 是 -1/6; (b) 呈 < 0, J > 0. 三 条 斜 线 的 斜率 都 是 1/6. 实 线 的 位 
置 是 确定 的 , 虚线 和 点 划 线 的 斜率 固定 , 但 是 位 置 与 亚 自 旋 量 子 数 和 直接 交换 参量 的 数值 有 关 


最 后 我 们 来 讨论 单 离子 各 向 异性 Do 的 效果 .Do 的 作用 是 使 每 一 个 亚 自 旋 尽 量 
保持 自己 的 取向 . 因此 , 它 也 就 相当 于 加 强 了 的 效果 . 当 > 0, 每 个 格 点 上 的 
两 个 亚 自 旋 平行 取向 的 能 力 更 强 . 当 .有 h < 0, 每 个 格 点 上 的 两 个 亚 自 旋 反 平 行 取向 
的 能 力 更 强 . 在 图 16.11 中 , 把 Tc 最 低 处 的 .J 称 为 Jam. 当 万 > Jam, 是 状态 A, 
Do 使 两 个 亚 自 旋 平行 取向 能 力 更 强 , 因而 Te 升 高 . 当 Js < .Jsm, 是 状态 B, Do 使 
两 个 亚 自 旋 反 平行 取向 能 力 更 强 , 一 个 格 点 上 的 总 磁 矩 的 下 降 就 越 快 , 因而 Te 下 
降 ， 所 以 , 图 16.11 中 虚线 的 最 低谷 相对 于 实 线 的 最 低谷 向 左 偏 移 . 同样 可 分 析 图 
16.13 中 的 TH 的 变化 . 

也 可 以 从 另外 一 个 角度 来 分 析 . 当 Do=0, 前 面 已 经 提 到 , 6 份 Js 可 与 1 份 万 
相抵 . 现在 Do > 0 加 强 了 .hh 的 效果 , 因而 此 式 应 该 是 大 于 6 份 的 .3 才能 与 1 份 
Jo 相抵 . 因此 在 图 16.8(a) 中 的 分 界线 的 斜率 应 该 是 > -1/6. 即 分 界线 向 顺 时 针 
方向 旋转 . 可 以 考虑 一 个 极端 的 情况 , 当 Do 是 无 穷 大 , 此 时 分 界线 就 完全 与 纵 轴 重 
合 . 这 时 不 管 J 的 数值 如 何 , 只 要 .jn > 0, 就 是 状态 A, 只 要 及 < 0, 就 是 状态 B. 对 
于 图 16.8(b) 中 的 分 界线 可 作 同 样 的 讨论 . 


A 


对 于 混合 态 的 情况 ，Do > 0 提高 了 一 级 相 变温 度 . 图 16.15 和 图 16.16 给 出 了 
两 个 例子 . 其 中 To 只 表示 最 后 转变 成 顺 磁性 的 相 变 温度 , 它 不 一 定 是 铁 磁 性 的 居 
里 温度 


2.5 Ee ($1 ,5) = (3/2,1) 
2.0 2.0 Ee J =1,,=-0.6 
1.5 1.5 ; y 


J,=0,J=-0.6 


A 1.0| A 1.0 

v 0.5 v 0.5 
0.0 0.0 
—0.5 —0.5 
-1.0L~ -1L0P=== 


图 16.15 FE-B 相 变 中 自 旋 平 均 随 温度 的 变化 曲线 


(a) Do=0, Ti-B=1.43, To=5.02.(b) Do=0.02, Te-p=2.08, Te=5.07 


< 人 > 


20 fe. rl ,5)(1,) 


1.5 i J =-1 ,=0.6 


-1.0 [= 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 
T To 


图 16.16 F-D 相 变 中 自 旋 平均 随 温度 的 变化 曲线 


(a) Do=0, Tr_p=1.61, To=2.67; (b) Do=0.02, Te-p=1.82, To=2.73 
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此 处 只 讨论 了 未 加 外 磁场 的 情况 . 如 果 加 一 外 磁场 B。, 公式 推导 和 计算 步骤 是 
完全 相同 的 . 只 要 (16.7.4) 式 的 对 角 元 中 加 上 B, 这 一 项 即 可 . 见 (16.5.17)， (16.6.14)， 
(16.6.35) 诸 式 . 


816.8 任意 自 旋 3 的 铁 磁体 三 分 量 磁化 强度 


以 上 都 只 是 计算 了 一 个 分 量 的 磁化 强度 . 一 般 把 这 一 分 量 设 为 z 分 量 . 如 果 要 
加 外 磁场 , 也 是 加 在 z 方向 . 见 哈密 顿 量 (16.5.3), (16.6.1), (16.6.21) 诸 式 . 在 将 高 阶 
格林 函数 做 分 解 近似 (16.2.10) 式 时 , 只 保留 了 (5*) 这 个 平均 值 , 即 认为 磁化 强度 
的 z 分 量 不 为 零 , 而 其 他 方向 的 分 量 已 经 设 为 零 . 这 种 近似 只 有 在 另外 两 个 方向 的 
磁化 强度 分 量 确实 为 零 时 才能 适用 . 在 2000 年 以 前 , 使 用 多 体格 林 函 数 方法 只 用 来 
计算 单 分 量 磁 化 强度 . 

实际 上 , 磁化 强度 不 见得 一 定 指向 z 方向 . 例如 , 在 垂直 于 易 轴 的 方向 加 一 磁 
场 . 那么 , 磁化 强度 至 少 在 易 轴 方向 和 外 磁场 方向 上 都 有 分 量 . 而 且 随 着 外 磁场 增 
强 . 或 者 温度 升 高 ,磁化 强度 会 逐渐 旋转 ,更 为 理 近 外 磁场 的 方向 ， 在 反 铁 磁 材料 
中 . 不 同 子 品格 的 磁化 强度 很 可 能 是 非 共 线 的 , 即 它们 之 间 不 是 反 平行 , 而 是 有 一 夹 
角 入 如果 在 反 铁 磁 性 薄膜 上 面 覆盖 铁 磁 性 浅 膜 , 那么 界面 处 的 自 旋 肯定 不 是 共 
线 的 6~29. 再 如 , 实验 上 发 现 , 铁 磁 薄膜 的 磁化 强度 会 随 着 膜 厚 或 者 温度 而 出 现 重 
新 取向 “5 从 垂直 于 膜 面 的 方向 转 到 平行 于 膜 面 的 方向 , 或 者 相反 . 导致 前 一 种 
情况 出 现 的 一 个 机 制 是 薄膜 中 的 偶 极 相互 作用 (33~391. 这 一 作用 项 的 哈密 顿 量 会 在 
下 面 引入 . 所 有 这 些 现象 说 明 , 同时 计算 磁化 强度 的 三 分 量 是 很 有 必要 的 . 

Fribrich 等 人 ”731 首先 开始 计算 三 分 量 的 磁化 强度 . 他 们 是 从 铁 磁 薄膜 出 发 
进行 研究 的 . 由 于 系统 的 复杂 性 , 只 能 如 前 面 816.5~816.7 那样 做 数值 计算 . 我 们 发 
现 . 对 于 整数 维 的 材料 , 其 实 可 以 找到 计算 磁化 强度 的 一 个 普遍 的 表达 式 , 这 与 前 面 
$16.3 的 情况 是 类 似 的 . 我 们 在 本 节 介 绍 如 何 获得 铁 磁 体 的 磁化 强度 的 普遍 公式 . 下 
一 他 介绍 无 法 直接 用 解析 解 表示 的 反 铁 磁体 与 薄膜 的 情况 . 


16.8.1 单 离子 各 向 异性 沿 z 方向 
哈密 顿 量 如 下 : 


1 4 
0 .S; 0 )2 0 
1 1 
==37 SS + S797) — Kz 2 (32)2 — > 区 2 十 刀 _3+) 十 万 95 
(16.8.1) 
其 中 B+ = Bs 土 iB,. 这 个 哈密 顿 量 中 也 包括 了 单 离子 各 向 异性 . 现在 磁场 可 以 取 
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在 任何 方向 . 
我 们 先 来 计算 算 符 85 与 哈密 顿 量 的 对 易 关 系 : 


[St, H]=—J > _(S+5% 一 5 本 92 十 天 (0828 机 十 SHS%) — B+S%, + BeSt (16.8.2) 
了 


把 它 代 入 到 格林 函数 的 运动 方程 ， 


w{(St; B)) = ([St; B]) — 7 > (S15%, — S43; B)) 


+ Ka((S%Sh + Sh; B)) 一 B+ ((S%; B)) + Bs((Sm; B)) (16.8.3) 
我 们 看 到 , 此 时 多 出 来 一 个 格林 函数 ((5%; B)), 这 是 前 面 没有 遇 到 过 的 . 进一步 , 如 
果 按 前 面 的 方式 对 (16.8.3) 式 中 的 高 阶 格林 函数 分 解 , 就 是 (16.2.10) 式 . 这 种 分 解 
默认 了 只 有 z 分 量 的 磁化 强度 不 为 零 , 而 其 他 分 量 都 为 零 . 在 目前 磁场 取 任意 方向 


的 情况 , 除 z 分 量 以 外 的 磁化 强度 其 他 分 量 的 也 可 能 不 为 零 . 因此 分 解 应 该 写成 
((37 S%; B)) ~ (97)((52%; B)) + (9%)((57; B)) (16.8.4) 


如 果 磁 化 强度 确实 只 有 z 分 量 , 那么 (57) = 0, 自然 回 到 了 原先 的 结果 . 一 般 地 , 分 
解 近似 应 写成 


((38 Sm; B)) ~ (S59)((Sm; B)) + (Sm)((59; B)), ,B=+,-,2aF6 (16.8.5) 


经 过 (16.8.4) 式 的 分 解 近似 , 也 出 现 了 《((5%; B)). 因而 我 们 还 要 求 这 一 格林 函 
数 的 运动 方程 . 为 此 , 求 5% 与 哈密 顿 量 的 对 易 关 系 . 


1 
[Sz,, H] = -37 D847 ~ SH 35) + 3B+S5 — 5B (16.8.6) 
了 


代入 运动 方程 


(lS 局 )= (85; BI)-37 5 (Sh.87 8} Si B))+3 B+ (Sm B))-3 B- (Si B)) 


. (16.8.7) 


现在 , 又 要 计算 格林 函数 ((5%5; B)) 的 运动 方程 . 
[Sa H] = -J (575%,+9m57)—K2(S% Sm +SmS%)+B_S%— BS (16.8.8) 
运动 方程 是 
w((Sm;B)) = ([Sm; 有) 一 72 ((— 87 Sm + Sm5$; B)) 


R(t non Bt Bs((0 By Be((0m 2)) 
(16.8.9) 
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对 于 其 中 ((55,5% 十 S54; B)) 项 的 分 解 , 需要 将 (16.6.7) 式 扩展 为 如 下 形式 ， 
((S%,5 直 十 5 起 S25,; B)) 心 2(5%,)eO6 (5 去 ; B)) (16.8.10) 


其 中 968 仍然 是 (16.6.8) 式 的 形式 ， 经 过 (16.8.5) 和 (16.8.10) 式 的 分 解 近似 ， 
(16.8.3), (16.8.9), (16.8.7) 式 分 别 成 为 


wu((9 BY = 0 9 + (97)((S%,; B)) — (St.)((53; B)) 
一 (3 和 (5 本 ; B)))+ Ka2(s2,) Ol (st; B))-B1 ((9%,; B))+B,((St,; B)) 
(16.8.118) 
J((Sm; B)) = ([S7; B]) Ge (8%,)((57; B)) — ($7)((S%,; B)) + (S39)((S7,; B)) 
+(52)((83; B))K 22(92%,) WE 
(16.8.11b) 
2((S%; B)) = ([S%,; BI]) -37 D5 B)) + (St)((S7; B)) 


-(Sa)((S}; B)) ~ (SH)((S; B)) + 3 B+ (Sm; B)) — 5 B_((Sik; B)) 

(16.8.11c) 

算 符 B 是 格 点 n 上 的 应 写成 B。, 前 面 省 略 了 下 标 w 补 上 下 标 后 , 对 格林 函数 作 空 
间 储 里 叶 变 换 . 


1 : 
《Sm Bn))(w) = D9°(k, we mn), Q 二 十 ,一 ,Z (16.8.12) 
k 


再 如 (16.5.11) 式 定义 


大 =J> em = 内 -oo=J》 1=zyJ (16.8.13) 
了 了 


其 中 求 和 只 涉及 最 近邻 . 最 近邻 数 记 为 > (16.8.11) 式 就 成 为 
{2 — [Bs + K22(9°)O) + (32?) — Jk(S*)]}gt(k, w) 
+ (B+ 十 而 (8+) — Jr(S+))g*(k,w) = ([S+, B]) (16.8.14a) 
{2 —[-B, — Jo(S") + 大 (57) — K22(S*)O(]}g  (k, w) 
— (Jo(S 7 ) — J(S ) + B_)g*(k,w) = ([S-, B)) (16.8.14b) 


cg | -58-) + Bh(S-) — 3B- | gr (kw) 


-|-37(81) + 37(S+) + $B:| oo) = 18";B) (168140) 
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如 果 令 
万 : = B; + K22(S*)O(*) + J0(S*) — , 灰 (9S2) (16.8.15a) 
H+ = Br + Jo(S+) 一 Jh(S+) (16.8.15b) 
g=(((S7;B)), (57; B)), ((S*; B))) = (g+,g-, g”) (16.8.16) 


那么 (16.8.14) 式 可 以 写成 如 下 的 矩阵 形式 : 


WwI~- Plg=F (16.8.17) 
其 中 PP 矩阵 是 
万 0 —H: 
P= 0 -下 五 (16.8.18) 
_H /2 Hi/2 0 
现在 , 仍然 用 (16.5.19)~(16.5.21) 式 的 办 法 来 求 得 格林 函数 . 由 于 和 矩阵 P 简单 , 可 
算出 其 本 征 值 为 
w12 =+VH+H_ +H2=+Ek,w3=0 (16.8.19) 
相应 的 本 征 向 量 矩 阵 及 其 逆 窍 阵 ( 列 矢 量 的 排列 按 wi, w2 和 ws 的 顺序 ) 为 
(Es+ Ho)/H. (Ep— Hi)/H. Hi/H, 
U=| (E—H)/H: -(Es+H)/H: H_/H, (16.8.20a) 
1 1 1 


其 首 和 矩阵 ( 行 矢量 的 排列 按 wi, ws 和 ws 的 顺序 ) 是 


i (Ek+Hz)H- (Er— HH: 2H+H- 
U!= zzz | (Ee-H)H. -(Ee+H)H: 2H_H: (16.8.20b) 
* 2H_H, 2 万 万。 4H,H, 


关联 函数 用 (15.2.14) 式 来 求 . 由 于 现在 (16.8.19) 式 中 有 一 个 零 本 征 值 , 在 推迟 格林 
函数 (15.2.1) 式 中 只 能 选择 m= 一 1, 即 采用 费 米子 格林 函数 . 我们 先 按照 (16.5.22) 
式 写成 如 下 形式 ; 


(BuAy) = BAF (16.8.21) 
和 
其 中 
UprU7X 


T 


少 
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(BS+) 
C(k)= | (B5-) (16.8.23) 


(BS”) 
(16.8.21) 式 可 写成 矩阵 形式 
C(k) = R(kE)F 1(k) (16.8.24) 
因为 
Fni(k)=F.1+2(BA)= F_1+2C(k) (16.8.25) 
所 以 
[I -2R(k)]C(k) = R(k)F_1(k) (16.8.26) 


现在 既然 已 经 有 了 (16.8.19)~(16.8.21) 式 , 我 们 可 以 把 Rax(R) 先 求 出 来 ， 写 出 
(16.8.26) 式 如 下 : 


qz 0 -gt C+ (k) 1 19 0 a Fi 

0 = Oe 0 1+g: -gq- | 

02 2 2 C*(k) 4q-/2 -gq+/2 1 P21 
(16.8.27) 


其 中 
时 (ep -1 Ha(k) 
qo = golk) = BOR) PER FI ™ ER) Coh(IER)2)’ 4 一 


我 们 在 这 儿 明 确 写 出 ga 是 波 矢 k 的 函数 . 要 注意 的 是 , (16.8.27) 式 左 边 的 系数 逢 
阵 的 行列 式 为 零 . 


,一 ,z (16.8.28) 


det[T — 2R(k)] =0 (16.8.29) 
因此 不 能 用 C(k) = [I 一 2R(k)]-1R(k)F_1(k) 的 办 法 直接 求 出 关联 函数 .既然 
有 (16.8.29) 式 , 说 明 (16.8.28) 式 左边 的 三 个 表达 式 不 是 相互 独立 的 . 确实 , 如 果 把 
(16.8.27) 式 左边 的 第 一 行 元 素 乘 以 g_, 第 二 行 元 素 乘 以 gj}, 第 三 行 元 素 乘 以 2gz, 把 
它们 相 加 的 结果 , 为 零 . 可 见 三 个 等 式 中 , 只 有 两 个 式 是 独立 的 . 同样 , 对 于 (16.8.27) 
式 右边 的 第 一 行 元 素 乘 以 9_, 第 二 行 元 素 乘 以 q+, 第 三 行 元 素 乘 以 2q>, 然后 相 加 ， 
结果 也 应 为 零 . 我 们 就 得 到 如 下 等 式 : 

gq_Ft +qrF7 +2gF*1 =0 (16.8.30) 


注意 五 -1 是 算 符 4=(5+, 5S-, 5*) 和 B 之 间 的 对 易 关 系 . 


i (StsB)1) 
| (16.8.31) 
| ([S*, B]-1) 
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现在 我 们 分 别 取 B=5+, 5-, 5S7, 就 从 (16.8.30) 式 得 到 如 下 关系 式 : 
qa(SP) = ge($°), ,B= +,—,z (16.8.32) 


此 式 也 被 称 为 约束 条 件 (Regularity condition)， 此 式 说 明了 两 个 事实 .一 个 是 虽 
然 gs 是 波 和 撩 天 的 函数 , 见 (16.8.28) 式 , 但 比值 ge/os 是 与 波 矢 有 & 无 关 的 . 我 们 从 
(16.8.28) 式 和 (16.8.15) 式 得 


S++) Br 
5 二 (16.8.33) 
确实 是 与 上 无 关 . 另 一 个 事实 是 , 磁化 强度 的 三 个 分 量 (S+) (9-), (S*) 并 不 是 相 
互 独立 的 , 而 是 线性 相关 的 . 只 要 求 出 其 中 一 个 分 量 , 就 可 以 根据 (16.8.32) 式 求 出 
另外 两 个 分 量 . 因此 , 下 面 我 们 只 求 出 (5*) 的 表达 式 . 

将 (16.8.27) 式 两 边 除 以 gs. 那么 左边 的 系数 矩阵 就 与 无 关 , 而 右边 的 FF_1 
也 是 与 上 无关 的 . 两 边 对 有 求 和 , 得 到 


1 0 ~qgi3 (BST) .| QQz—1 0 913 ([5 ,万 ]-1) 

0 —1 423 (BS-) 9 0 @xz 十 1 一 423 ([S7, B]-1) 

-03 ql3 0 (BS*) 923 一 013 20z ([S*, B]-_1) 
(16.8.34) 


其 中 定义 了 


q13 一 人 一 = qls (16.8.35) 
. h( le )/2) 
k) cot 
Q; = i Ee Se 3 A (16.8.36) 


在 (16.8.34) 式 中 , 已 经 把 (16.8.23) 和 (16.8.31) 式 代入 . 这 样 , 我 们 就 很 明确 , 对 于 
一 定 的 自 旋 量 子 数 5, 我 们 选择 合适 的 算 符 B, 可 从 (16.8.34) 式 求 出 相应 的 关联 函 
数 . 算 符 B 选择 成 如 下 的 一 般 形式 : 


也 = (9)", (9*)™S- (16.8.37) 


当 5=1/2, 选择 m=1. 要 求 含 2 个 方程 的 线性 方程 组 , 来 解 出 (5*) 和 (5*5-) 
两 个 关联 函数 . 

当 5S=1, 选择 m=1, 2. 最 后 总 结 成 要 求 含 4 个 方程 的 线性 方程 组 , 来 解 出 (5”)， 
(9*5 ) (37) 《037) 95-) 4 个 关联 函数 ， 

当 5=3/2, 选择 m=1, 2, 3. 最 后 总 结 成 要 求 含 6 个 方程 的 线性 方程 组 , 来 解 出 
03 4379 (3 (0373 ) (3 ((S*)35-) 6 个 关联 函数 . 
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当 5=2, 选择 m1, 2, 3, 4. 最 后 总 结 成 要 求 含 8 个 方程 的 线性 方程 组 , 来 解 出 
(3 人 (9225 人 (38 人 (SS (5 人 (05=)45-》 8 不 关联 
函数 . 

当 5=5/2, 选择 m=1, 2, 3, 4, 5. 最 后 总 结 成 要 求 含 10 个 方程 的 线性 方程 组 ， 
来 解 出 (5S*), (5S*S-), ((S*)?), ((S*)2S-), ((S*)3), ((S*)3S-), ((S*)4), ((S*)4S-), 
((S*)”), ((5?)55-)10 个 关联 函数 . 

注意 要 用 到 (16.3.1) 式 和 (16.3.2) 式 . 对 于 以 上 每 一 种 情况 , 我 们 都 解 出 了 > 分 
量 的 磁化 强度 (5*) 和 关联 函数 ((5*)?) 的 表达 式 . 文献 [6] 和 [38] 总 结 这 些 表达 式 ， 
我 们 发 现 它们 是 一 个 一 般 的 表达 式 的 在 5 分 别 取 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2 时 的 特殊 情况 . 
这 个 一 般 的 表达 式 是 猜 出 来 的 , 其 形式 与 (16.3.26) 式 相当 接近 . 


(25 + DR+ QQ — Rt + [2S+1)R- QQz + R)2S+! 


(S*) = 2 + RJ (0 — Rs (16.8.38) 
人 ts | (16.8.39) 

其 中 
R? =1+|gqsl (16.8.40) 


如 果 只 有 z 分 量 的 磁化 强度 不 为 零 , 那么 gq13=0，(16.8.38), (16.8.39) 式 自然 回 到 
(16.3.26), (16.3.27) 式 的 形式 . 

我 们 还 考虑 了 交换 各 向 异性 的 情况 Ba. 这 时 为 了 得 到 解析 表达 式 , 只 能 把 磁 
场 限 制 在 zz 平面 内 . 此 时 哈密 顿 矩 阵 P 的 矩阵 元 与 (16.8.15) 式 有 所 不 同 . 由 于 这 
个 变化 , 导致 求解 需要 的 线性 方程 组 的 个 数 也 有 所 不 同 . 我 们 必须 选择 算 符 B 为 


B= (3z)m(S-) (16.8.41) 


当 3=1/2, 选择 (m, n) =(0, 1). 

当 5=1, 选择 (m, n)=(0, 1), (1, 1), (0, 2). 最 后 总 结 成 要 求 含 4 个 方程 的 线性 
方程 组 , 来 解 出 (5”), ((5*)?), (5*5-), ((S-)?), 4 个 关联 函数 . 

当 5=3/2, 选择 (m, n)=(0, 1), (1, 1), (0, 2), (1, 2), (2, 1), (0, 3). 最 后 总 结 成 
要 求 含 8 个 方程 的 线性 方程 组 , 来 解 出 (5S*), ((S*)?), ((S*)3), (5S*5-), ((S*)2S-)， 
((S-)?), (9S*(S-)?), ((S-)3) 8 个 关联 函数 . 

当 5=2, 选择 (m, n)=(0, 1), (1, 1), (0, 2), (1, 2), (2, 1), (0, 3), (1, 3), (2, 2), 
(3, 1), (0, 4)， 最 后 总 结 成 要 求 含 13 个 方程 的 线性 方程 组 , 来 解 出 (S*), ((S*)?)， 
人 
( (S73), (5*(5-)3), ((5-)*) 13 个 关联 函数 . 
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当 5=5/2, 选择 (m, n)=(0, 1), (1, 1), (0, 2), (1, 2), (2, 1), (0, 3), (1, 3)，(2， 
2), (3, 1), (0, 4), (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1), (0, 5). 最 后 总 结 成 要 求 含 19 个 方程 
的 线性 方程 组 , 来 解 出 (S*), ((S*)?), ((S*)3), ((S*)4), ((S*)5), (S*S-), ((S*)25-), 
(5°)9 ), (5°) 0) (0)); (9°(8 (32 (8 J ("3s (5)2) (8=)3), 
(5” (9 )) ((S*)? (S57)3), (57)4), (8* (5-)4), ((S-)5) 19 个 关联 函数 . 

最 后 得 到 与 (16.8.38) 和 (16.8.39) 式 形式 相同 的 一 般 表达 式 . 一 些 数值 结果 见 
文献 [38]. 值得 一 提 的 是 , 二 维 情况 下 , 当 考 虑 了 交换 各 向 异性 并 且 又 有 偶 极 相互 
作用 之 后 , 在 某 些 k 点 上 , 会 出 现 虚 本 征 值 的 情况 , 即 (16.8.19) 式 的 本 征 值 wi = 
土 VH+H- 二 + 天 = +iB,(k) 是 纯 虚 数 ， 物理 上 , 虚 本 征 值 说 明 这 对 应 于 衰减 的 自 
旋 波 . 这样 的 自 旋 波 不 能 传 到 远 处 去 ， 数 学 上 , 只 要 将 (16.8.28) 式 中 的 分 母 改 成 
ip,(k) coth(BiB,(k)/2) = E,(k) cot(BE,(k)/2), 并 没有 给 计算 带 来 任何 不 方便 . 

在 前 几 节 中 , 我 们 选择 算 符 B = exp(a5*)5-, 就 可 以 求 出 适用 于 任意 自 旋 量 子 
数 5 的 一 般 的 表达 式 . 现在 我 们 也 可 以 这 样 来 做 . 

上 面 的 推导 直到 (16.8.34) 式 , 是 与 算 符 B 的 选择 无 关 的 . 所 以 我 们 只 要 选择 合 
适 的 B, 代入 (16.8.34) 式 即 可 . 现在 我 们 选择 B39 


A=(S1,5" ,5°), B= (exp(uS’)S+,exp(uS*)S-,exp(ws*)S*) (16.8.42) 


组 成 的 格林 函数 是 


S+ 
.G41 = ( ( | 9 一 Cpls")st eplusr)s elu505 ) ) (16.8.43) 


Sz 十 1 


(16.8.34) 式 右边 的 五 _; 矩阵 是 三 阶 方 阵 ， 


GT 

F.1=([A, Bl-_i1) = ( S— | (exp(uS*)ST,exp(uS*)S-,exp(uS*)S?)) ) 
< 二 

ti1S+S+ tiStS +25* tS+S*— St+ 
= (seen t29-3+ — 25% ta25 5- t29-692 十 9- ) 
oe a 
(16.8.44) 
其 中 

ti =e*—1,t2 =e—1 (16.8.45) 


(16.8.34) 式 左边 的 关联 函数 有 9 个 
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exp(wS5*)S+ 
C= (BT™A) i ( exp(w5z)S- | (St,S-,S°)) ) (16.8.46) 


exp(uS*)S” 


我 们 定义 以 下 函数 : 
f(u) = (exp(us”)) 
f'(u) = (exp(u32)92) 
f"(u) = (exp(uS*)S*5?) 


(16.8.47) 


把 (16.8.44) 和 (16.8.46) 式 代 入 (16.8.34) 式 , 应 该 有 9 个 方程 . 但 是 其 中 有 重复 的 ， 


并 且 还 有 一 个 恒 等 关 系 (16.1.10) 式 . 最 后 只 剩 以 下 的 线性 方程 组 : 


|qis|? — 2v1 0 2|g13|? 0 
923 0 2923 0 
0 一 91367 0 2q13e™ 
0 —(|g13|? + 2v1)e* 0 2|qial2e” qzaW (vu) 
Qs 二 1 0 e—“W (vu) 0 
0 Qs—1 0 W (wu) 


qi3lSpW (u)f(u) — vi(er + 1)f’'(w)] 
SpW (wu)f(u) — Vu)f (vu) 
SpW (wu) fu) 一 TOO 大 (Cu 

q23lSpW (w)f(u) 一 we 十 1 六] 

0 
0 


其 中 
8Y(W=(@+lDe“ +(Q— 1)e 


W(u) = (Q+1)e? — (Q— 1)e /2 


V1 = (Oz + coth = 


(16.8.48) 


(16.8.49) 
(16.8.50) 


(16.8.51) 


由 于 待 求 函 数 的 个 数 有 7 个 , 见 (16.8.47) 式 , 多 于 方程 的 数目 , 因此 在 (16.8.48) 式 
中 , 我 们 只 能 用 f(w) 和 f'(w) 来 表达 另外 的 5 个 函数 f7(w), (ww), fo(u), fa(u)， 
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fu(u). 这 样 (16.8.48) 式 现 出 有 5 个 未 知 数 , 但 是 有 6 个 方程. 我 们 之 所 以 这 样 写 ， 
是 因为 这 6 个 方程 可 以 拆 成 两 组 


Qsz+l1 ee“*W(u) 一 2913 f" 0 
lq —201 2lqsl? os | fi |= 0 W (wf (WW — vi(e” + 1)fF'(u)] 
gd23 - 2g23 W(wu) fs W(uf(u) — Vu (vu) 


(16.8.52) 

QQz—1 Wi{(u) 一 2923 f” 

—q13e" 2q13e" Wi{(u) f2 

一 (lala| +2vi)e* 2|lqial2e* gzaW (uv) fa 

0 
= A Pe (16.8.53) 
q23[SpW (wu)f (vu) — vi(er + 1)f'(u)] 
其 中 Sb = 5S(5 十 1). 从 这 两 组 方程 我 们 都 得 到 
1/ YU) [WO -2B —1),, [W(w)]? 
' We Wr aA) wer am + = 


(16.8.54) 

这 是 求解 函数 f(w) 的 二 阶 常 微分 方程 . 我 们 再 次 说 明 , 如 果 只 有 z 分 量 的 磁化 强 

度 不 为 零 , 那么 R=1.(16.8.54) 式 自然 回 到 (16.3.13) 式 的 形式 . 不 过 显然 , 此 处 的 

方程 比 (16.3.13) 式 更 为 复杂 . 由 于 f(w) 的 定义 与 (16.3.8) 式 光 的 定义 相同 , 因而 

(16.8.54) 式 应 满足 的 初始 条 件 与 (16.3.13) 式 是 一 样 的 , 也 是 (16.3.14) 和 (16.3.17) 
式 . 我 们 写 在 下 面 : 

f(0)=1 (16.8.55) 


I 已 四 ") FS (16.8.56) 


求解 过 程 我 们 放 在 后 面 讲 . 
16.8.2 ” 单 离子 各 向 异性 沿 任 意 方向 


上 一 小 节 的 哈密 顿 量 (16.8.1) 式 中 , 单 离子 各 向 异性 是 沿 着 z 方向 的 . 在 实际 
的 晶体 材料 中 , 易 轴 不 都 是 沿 着 z 方向 的 . 我 们 应 该 把 哈密 顿 量 扩展 到 更 为 一 般 的 
情况 , 写成 如 下 的 形式 [9j， 


1 z 
站 过 S07, Si: Sj;— > [Kaz(S8) + Koy(SY)? + Kas(S)°]— B. 》 Si (16.8.57) 
2,7 2 
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其 中 单 离子 各 向 异性 在 三 个 方向 都 有 分 量 .， 当 其 中 两 个 分 量 为 零 时 , 例如 KK2s= 
K2zy 一 0, 哈密 顿 量 自动 回 到 (16.8.1) 式 ，(16.8.57) 式 中 的 单 离子 各 向 异性 三 个 分 量 
中 , 只 有 两 个 是 独立 的 , 因为 有 恒等式 (16.1.7). 但 是 我 们 求解 的 时 候 按 照 (16.8.57) 
式 的 哈密 顿 量 求解 . 这 在 推导 公式 时 形式 更 为 对 称 . 得 到 公式 后 , 在 具体 计算 时 , 根 
据 系统 的 情况 取 K2s, K2y, K2z 中 的 某 些 数值 为 零 即 可 . 

当 我 们 如 上 一 小 节 一 样 , 用 (16.8.42) 式 的 算 符 进行 推导 时 , 我 们 发 现 推导 不 下 
去 . 究 其 原因 , 是 因为 5+, 5-, 5* 这 一 组 算 符 是 以 z 为 特殊 方向 的 . 这 一 组 算 符 
的 特点 是 : 对 易 关 系 (16.1.6) 式 显得 简单 ， 有 (16.3.2) 式 这 样 的 关系 可 用 . 对 于 处 
理 像 (16.8.1) 式 这 样 的 z 方向 确实 是 一 个 特殊 方向 的 哈密 顿 量 非常 合适 . 可 是 现在 
(16.8.57) 式 中 , z, y, z 三 个 方向 是 等 价 的 , 没有 哪 一 个 方向 更 为 特殊 . 

为 了 在 推导 公式 时 体现 三 个 坐标 轴 的 方向 都 是 等 价 的 , 我 们 选择 另外 一 组 自 旋 
算 符 , 5”, SY, 5*. 这 一 组 算 符 之 间 的 对 易 关 系 是 


[S" ,SpA] = iSYeo gy (16.8.58) 


其 中 EaBy 的 三 个 指标 都 不 相同 时 ， Ea67 的 值 才 不 为 零 . 在 Q, pb, 的 是 L,Y,Z 的 顺序 
排列 时 suey 的 值 为 1, 否则 为 -1. 三 个 算 符 的 降 阶 关系 是 一 样 的 , 都 是 (16.3.1) 式 
的 形式 . 
Ss 
[I (S° —7)=0,a= 27,y,z (16.8.59) 
r=—S 
不 过 没有 (16.3.2) 式 这 么 简单 的 关系 . 
现在 我 们 选择 的 组 成 格林 函数 的 算 符 4 如 下 : 


A = (5*, 59, 87) (16.8.60) 


由 于 现在 z, y, z 三 个 方向 没有 哪 一 个 是 特殊 的 , 当 我 们 推导 一 个 公式 后 , 做 z 一 
一 :一 2 和 这样 的 指标 轮换 , 即 可 得 到 另外 一 个 公式 . 
我 们 先 来 求 5” 与 哈密 顿 量 (16.8.57) 式 的 对 易 关 系 . 利用 (16.8.58) 式 


[S$%,, H] =—iJ >_(S%,5Y — 5%,5) 
了 
—iK2y(SY, 532 + 3539) +iK2s (SY 5%, + S5359)—i(B,S%, — B.SY,) 
(16.8.61) 
代入 格林 函数 ((9*; B)) 的 运动 方程 , 可 知 现在 我 们 需要 做 分 解 近似 的 高 阶 格林 函 
数 是 ((5%.57; B)) 和 ((S&% 54, + 58.5%; B)). 前 一 个 的 分 解 近似 和 (16.8.5) 式 一 样 


((S956,; B)) ~ (99)((56,; B)) + (SB.)((S9; B)), oa,B=7,y,zaz8 (16.8.62) 
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后 一 个 与 (16.8.10) 式 有 所 不 同 ， (16.8.10) 式 是 以 z 方向 为 特殊 方向 的 形式 ， 我 
们 M9 建议 , 应 该 采取 如 下 的 分 解 近似 . 


((S%S%, + SHS%; B)) = 2(5%)O(%)((58,; B)) = 2(58,)O(8)((S%; B)) (16.8.63) 


其 中 , 
9(o) =1— aslS(S+1)— (5°5°)), a = 2,y,2 (16.8.64) 
由 于 (16.8.63) 式 左边 是 关于 a 和 6 对 称 的 , 我 们 假设 右边 在 a 和 6 交换 后 , 结果 
是 一 样 的 . 
在 (16.8.61) 式 与 相应 的 运动 方程 中 做 指标 轮换 z 一 y 一 z 一 z, 得 到 另外 两 
个 运动 方程 . 作 空 间 传 里 叶 变换 , 并 整理 后 , 我 们 又 得 到 了 与 (16.8.17) 式 一 样 形式 
的 方程 : . 
wI-Plg=F (16.8.65) 
(16.8.65) 式 中 哈密 顿 矩 阵 P 如 下 : 


P=| -iH, 0 iH, (16.8.66) 


其 中 

Has = (S°)(J — Jp) + Bo +2K2a OY) (SS), a 一 了 oz (16.8.67) 
其 中 用 到 了 (16.8.13) 式 的 定义 (16.8.66) 式 的 特点 是 , 这 是 一 个 厄 米 矩 阵 , 因此 它 
的 本 征 值 必然 是 实数 . 求 得 其 本 征 值 为 


W1,2 二 土 ， /H2 十 H? 十 万 2 一 土 忆 pw3 一 0 (16.8.68) 


对 应 的 本 征 向 量 矩 阵 及 其 逆 如 下 : 
一 (Pa +ihzhy)/(hz — ihyhzs) 一 (Ps —ihshy)/(hs +ihyhs) hz/hs 
U=| ith)/(hs mihyhs) ih +h2)/(hs +ihyhzs) hz/hs 
1 1 1 
(16.8.69a) 
2hzsh, 2h,h, 2h2 
UT = | -hoshs—ihy —hyhz+ihs h2+h2 (16.8.69b) 


—hzhzs tihy —hyhs—ihs 月 十 用 


其 中 
ha = —, a = 27,Yy,z (16.8.70) 
k 
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它们 是 波 矢 & 的 函数 . 由 于 现在 矩阵 P 又 有 零 本 征 值 , 我 们 必须 采用 m=+1 的 玻 色 
子 格林 函数 . 把 (16.8.68) 和 (16.8.69) 式 代入 (16.8.22) 式 求 出 矩阵 R. 再 由 (16.8.26) 
式 得 到 以 下 等 式 : 


ih, ih, 0 
2 (16.8.71) 
coth(BEx/2) —ih; ihy, 
= ih, coth(BEn /2) 一 这 = Pi 
—ih, ihy coth(BEx /2) 


与 (16.8.27) 式 类 似 , 这 三 个 方程 不 是 互相 独立 的 . 容易 看 出 左边 的 系数 矩阵 的 行列 
式 为 零 . 如 果 把 (16.8.71) 式 左边 的 第 一 行 元 素 乘 以 hy, 第 二 行 元 素 乘 以 hy, 第 三 行 
元 素 乘 以 h;, 把 它们 相 加 的 结果 , 为 零 . 可 见 三 个 等 式 中 , 只 有 两 个 是 独立 的 . 对 于 
(16.8.71) 式 右边 的 三 行 元 素 , 也 分 别 乘 以 hs, h,, hs, 然后 相 加 , 结果 也 应 为 零 . 我 
们 就 得 到 如 下 等 式 . 

hsF* 十 PE 十 jsFzi 一 0 (16.8.72) 


分 别 取 B=5”, 5Y, 5*, 得 到 
ha(S) = ha(S$°), a,B = x,Y,z (16.8.73) 


此 式 说 明 , 尽管 he 是 波 矢 的 函数 , 但 是 比值 hs /hg 是 与 波 矢 上 无 关 的 . 约束 条 
件 (16.8.72) 式 还 可 以 从 另 一 角度 推导 得 到 , 见 附录 C. 
我 们 从 (16.8.73) 式 和 (16.8.67) 式 得 


(5°) ha _ Ba +2K2aO(%)(S°) 
(S56) hs Bp+2K280(5)(S) 


这 个 比值 与 & 无 关 . 另 一 个 事实 是 , 磁化 强度 的 三 个 分 量 (5”), (SY), (S”) 并 不 是 相 
互 独立 的 , 而 是 现象 相关 的 . 只 要 求 出 其 中 一 个 分 量 , 就 可 以 根据 (16.8.32) 求 出 另 
外 两 个 分 量 . 因此 , 下 面 我 们 只 求 出 (5?) 的 表达 式 . 对 于 这 一 哈密 顿 量 , 我 们 一 开 
始 也 是 先 取 5 分 别 取 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, 得 到 (3*) 的 表达 式 , 由 此 猜 出 对 于 任意 5 
都 适用 的 一 般 公 式 区 . 此 处 我 们 直接 推导 对 于 任意 5 都 适用 的 公式 B39. 

将 (16.8.71) 式 两 边 除 以 hs. 然后 两 边 对 求 和 . 注意 左边 的 ha/he 和 右边 的 
下 -1 都 与 波 矢 R 无 关 . 定义 


(16.8.74) 


_1 coth(BEg/2)  _ 
Qu = 3 用 ,Q = X,Y,Z (16.8.75) 
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和 
i (16.8.76) 
hg 


(16.8.71) 式 成 为 


1 1 人 加 。 1 -os 
1 0 -hi |C = 3| -1 iQ: haz 五 _1 (16.8.77) 
一 六 yz hrz 0 hz 一 六 cz i@> 


显然 , 其 中 @z 与 (16.8.36) 式 是 一 样 的 . 
现在 选择 算 符 B 如 下 : 


B= (exp(uS”)S”, exp(uS*)SY, exp(uS”)S?) (16.8.78) 


在 推导 公式 中 做 指标 轮换 z 一 y 一 z 一 z 时 , 要 注意 B 中 的 因子 exp(w5*) 不 
参与 指标 轮换 ， 在 (16.8.75) 式 中 , 如 果 我 们 把 因子 exp(w3) 换 成 exp(u5s) 或 者 
exp(u8y), 那么 最 后 的 结果 都 是 一 样 的 . 

由 (16.8.60) 和 (16.8.75) 式 的 算 符 组 成 的 格林 函数 是 


QZ 
G+1 = ( 人 SY (opts)s™, opus") ,explus")s) ) ) (16.8.79) 
Sz 十 1 


计算 算 符 4 和 B 对 易 关 系 , 得 到 和 矩阵 


F_i= (4,B])_1) (16.8.80a) 
的 矩阵 元 如 下 : 

(F_1)11 = (exp(uS*)[(c2 一 ee icl SY S7?]) (16.8.80b) 
(F_1)12 = (exp(uS’”)[(c2 — 1)S*5Y — ic1SY SY + 19?]) (16.8.80c) 
(下 -113 = (exp(u9?)[(ca — 1)S*S? ~ ic1SYS? 一 192]) (16.8.80d) 
(F_1)21 = (exp(uS”)[(c2 — 1)SYS” + ic1S®S® — i197*]) (16.8.80e) 
(下 -1)22 = (exp(uS’)[(c2 — 1)SYSY + ic1S* 5]) (16.8.80f) 
(F-_1)23 = (exp(uS*)[(c2 — 1)SYS* + ic1S®S? 十 i9?]) (16.8.80g) 
(F_1)31 = i(exp(uS*)SY) (16.8.80h) 
(下 -1)3aa = —i(exp(uS*)S7) (16.8.80i) 
6 (16.8.80j) 
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其 中 


cl = sinh wu, co = cosh% 
(16.8.77) 式 左边 的 关联 函数 是 如 下 九 个 : 
exp(uS*)ST 


人 = (B'A) 一 exp(uS*)SY (S™, SY, 5°)) ) 


exp(uS*)S” 

我 们 定义 以 下 关联 函数 
f(u) = (exp(uS”)) 
f'(u) = (exp(uS”)S”) 
f" (u) = (exp(uS”)S”S57) 


fi(u) = (exp(uS”)S") 
fo(u) = (exp(uS”)SY) 
fs(u) = (exp(uS*)S*57) 
fa(u) = (exp(uS*)S™SY) 
fs(u) = (exp(uS*)SYS”) 
felu) = (exp(uS*)S*S57) 


(16.8.81) 


(16.8.82) 


(16.8.83) 


把 (16.8.80) 和 (16.8.82) 式 代 入 (16.8.77) 式 , 经 过 整理 , 其 中 只 有 7 个 方程 是 独立 
和 fr(w) 来 表达 另外 


的 . 但 是 我 们 有 (16.8.83) 式 的 9 个 待 求 函数 . 所 以 只 能 用 f(w) 
的 7 个 函数 f7(w), fi(w), 户 ( fa(w), fa(w), fs(u), felw). 


人 


区 
Fr = (f°, fi, fo, fa, fa, fs, fo)™ 
得 到 的 线性 方程 组 如 下 : 
VrF7 = Br 
系数 害 阵 是 
0 0 ih> gzy gyz 0 
0 0 ih, -ge in 0 
0 0 —ihy —d1 142 0 
Vr = d1 —ihy, 0 d1 一 102 2h, 
Op hy 0 G2 —iq1 2ihz 


2ihy hz: ~iQce—ihzce 0 0 -ig 
—2ih,s i@ Qce1 + hzco 0 0 d2 


(16.8.84) 


(16.8.85) 


(16.8.86) 
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其 中 
gzy = hz(c2 一 1) 十 ipyel (16.8.87a) 
gyz = hy(c2 — 1)— ihzcl (16.8.87b) 
qi = hz(c2 +1)+ Qe (16.8.88a) 
4 = hzc1 + Q(c2 — 1) (16.8.88b) 
(16.8.85) 式 右 边 是 


Br = ((hzc 证 ihy,c2)f,, (~Qe = hzc2)f,, (—Qe2 一 hzc2)f', 
qiSpf — Qf’, qaSpf + hzf',0,0)T (16.8.89) 


解 线 性 方程 组 (16.8.85), 得 到 

S(S+1)f(u)=0 
(16.8.90) 

R? =1+h2, +h2, (16.8.91) 


(16.8.90) 式 与 (16.8.54) 式 的 形式 完全 一 样 . 
从 (16.8.85) 式 还 解 出 另外 6 个 函数 及 (w) ~ felw) 的 表达 式 . 这 些 表达 式 实在 
见长. 我 们 这 儿 只 给 出 当 取 w=0 时 的 表达 式 . 


(Sz) = ne (87) (16.8.92a) 

h 
(SY) = p(y (16.8.92b) 
(S797) — [25(5 + 1)h2, + Qa(S)(R? — 3n2,)] (16.8.92c) 
(SSy) 一 sz3[2S(S + Dhoshys + (9)(iR? — 3Q2hashs)) (16.8.92d) 
(Sv.S7) 一 [25(S 二 Du 十 (Sz)(inssR2 -3Q.7 (16.8.92e) 
(8257) = sma[2s(S + hos + (S87)(ih,s R? — 3Q,hos) (16.8.92f) 


其 中 前 两 式 正 是 (16.8.73) 式 . 
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16.8.3 ”党 微分 方程 的 解 

虽然 我 们 前 面 根据 一 些 低 5 的 磁化 强度 的 表达 式 , 猜 出 了 对 于 任意 5 都 适用 
的 一 般 表达 式 , 但 是 这 毕 竞 不 是 一 般 的 证 明 . 真正 的 证 明 还 是 应 该 求 出 二 阶 常 微分 
方程 (16.8.54) 的 解析 解 刨 . 为 此 先 做 变量 代 换 , 令 


p= 7 QD (16.8.93) 
和 
n=25 (16.8.94) 
方程 (16.8.54) 变换 为 
PD (Pp) + 3pf (Pp) — [n+1) —1f(p)=0 (16.8.95) 


这 是 连带 切 比 雪夫 方程 所 .一般 地 , 切 比 雪夫 方程 的 形式 是 


(p? — fF"(p)+pf'(p) — vf(p)=0 (16.8.96) 
连带 切 比 雪夫 方程 的 形式 是 
(Pp — 1)f"(p)+ (2m+1)pf'(p) 一 (22 一 m2)7Fp)=0 (16.8.97) 


(16.8.95) 式 是 (16.8.97) 式 中 m=1 的 情形 . 但 是 我 们 的 情况 还 有 所 不 同 . 在 一 般 的 
连带 切 比 雪夫 方程 方程 中 , 宗 量 p < 1. 因此 解 为 第 一 类 和 第 二 类 切 比 雪夫 三 角 T(p) 
和 U(p), 它们 都 是 函数 , 我 们 称 之 为 正常 切 比 雪夫 函数 或 者 三 角 切 比 雪夫 函数 函 
数值 的 绝对 值 都 是 小 于 等 于 1 的 , |Tn(p)| < 1, |Un(p)| < 1. 在 定义 区 间 上 属于 不 同 
本 征 值 的 本 征 函 数 具 有 正 交 归 一 性 . 但 是 在 我 们 的 方程 (16.8.95) 中 , 宗 量 p 是 大 于 
1 的 . 这 只 要 取 一 个 特殊 值 v=0 就 可 看 出 来 . 


A (16.8.98) 


v 酌 -高 
当 p > 1 时 , 变量 代 换 p=cosh t, 则 将 方程 (16.8.95) 变 为 f(t) 一 f(t) = 0, 得 
到 方程 (16.8.95) 的 解 为 
Tx(p) = cosh(v cosh! p) (16.8.99a) 
UX (p) = sinh(y cosh™! p) (16.8.99b) 


这 两 个 函数 的 特点 是 , 宗 量 是 大 于 1 的 , 函数 值 大 于 零 
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TY(p) >0,U7(p)>0 (16.8.100) 


有 没有 上 限 ， 我 们 称 之 为 第 一 类 和 第 二 类 双 曲 切 比 雪夫 函数 或 者 反常 切 比 雪夫 函 
数 . 实际 上 , 只 要 记 住 公式 cosip = coshp 和 sinip = isinhp, 有 一 部 分 三 角 切 比 雪 
夫 函 数 适 用 的 公式 对 于 双 曲 三 角 切 比 雪夫 函数 也 适用 . 在 附录 D 中 , 我 们 列 出 了 这 
些 公式 . 

和 三 角 切 比 雪夫 函数 一 样 , 连带 切 比 雪夫 方程 (16.8.95) 的 解 是 双 曲 切 比 雪夫 
画 数 的 导数 ,地 TX(p) 和 二 UZ(p)， 由 于 双 曲 切 比 雪夫 西数 的 定义 区 间 没 有 上 限 


而 且 函 数值 随 宗 量 无 限 增 长 的 , 我 们 无 法 讨论 它们 的 正 交 归 一 性 的 问题 . 我 们 假定 ， 
特 解 TX (p) 和 UX (p) 是 相互 线性 无 关 的 . 由 此 , 我 们 写 出 方程 (16.8.95) 的 通 解 为 
1 人 = An TSD) + Bn US) (16.8.101) 
在 (16.8.101) 式 中 求 导 之 后 , 按 (16.8.93) 式 代 回 宗 量 久 . 下 面 要 确定 其 中 的 系 
数 , 为 此 要 讨论 解 的 初始 条 件 . 它们 是 (16.8.55) 和 (16.8.56) 式 . 后 者 显然 太 复 杂 . 
其 实 , 我 们 已 经 知道 了 其 他 两 个 初始 条 件 . 它们 就 是 (16.8.38) 和 (16.8.39) 式 , 即 
解 的 一 阶 导数 和 二 阶 导数 的 初 值 . 这 样 我 们 实际 上 有 四 个 初始 条 件 . 由 于 只 要 两 个 
初始 条 件 就 能 把 (16.8.101) 式 中 的 两 个 系数 确定 下 来 , 我 们 选择 其 中 最 简单 的 两 个 ， 
(16.8.55) 和 (16.8.38) 式 . 前 面 曾经 提 到 , 由 于 方程 是 对 任意 9 都 适用 的 , 因此 必须 
至 少 有 一 个 初始 条 件 是 适用 于 任何 8 的 . (16.8.38) 式 正 是 可 以 适用 于 任何 8 的 . 所 
以 我 们 可 以 完全 放心 地 用 (16.8.38) 式 来 代替 (16.8.56) 式 , 因为 这 二 者 是 等 价 的 . 对 
于 任何 一 个 $, 可 以 证 明 , 从 (16.8.38) 式 得 到 的 表达 式 , 也 可 以 从 方程 (16.8.54) 和 
初始 条 件 (16.8.56) 式 得 到 89. 为 方便 起 见 , 我 们 把 (16.8.38) 式 改造 成 如 下 的 形式 . 
n+1)(d,+1/dn) 


(S$”)=f'(u=0)= te 一 (16.8.102) 


其 中 
OrRN 
我 们 求 得 系数 是 
i (16.8.104) 


(n+l)(ds—1/d)VO RI " 
最 后 得 到 方程 (16.8.54) 的 解析 解 
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+ VV 0] [V+ Vp] 


Ju) = 2n[((Q+R)"+1—(Q—R)"+1] VV 4 — R2) 
(16.8.105) 


当 R=1 时 , 我 们 有 
[VW —4(Q?—1)=[(Q+1)e?+(Q—1)e 2-42—1) = [W(u))? (16.8.106) 


解 (16.8.105) 式 自然 回 到 Callen 的 解 (16.3.25) 式 . 

最 后 , 我 们 要 提 一 下 , (16.8.94) 式 表 明 自 旋 量子 数 5 确实 只 能 取 正 整数 或 者 半 
正 整 数 . 否则 方程 (16.8.95) 是 无 解 的 . 本 节 的 内 容 还 表明 , 宗 量 大 于 1 的 切 比 雪夫 
方程 和 切 比 雪夫 函数 也 是 有 着 其 物理 应 用 的 . 


816.9 反 铁 磁体 与 磁性 薄膜 的 三 分 量 磁化 强度 计算 


16.9.1 反 铁 磁体 三 分 量 磁化 强度 计算 
我 们 仍然 只 考虑 反 铁 磁体 分 成 两 个 子 唱 格 . 反 铁 磁体 的 哈密 顿 量 为 


H=J]D Sia .Sib — 》 [Kzs(SE)? + Kay(SY)? 十 天 2s(S2)2] 


za7b ia 
— >IK2r (S$)? + Koy(S¥,)? + Kzs(S$0)] — B.Y Sia— B.S Sy 
Jb Za jb 
= 了 > (SESF + SY SY, + SE S$] — [Kzs(SE)? + Kay(SY)? + Kos(S$))] 
ia,jb La 
一 D_[K2s (S$%,)? 十 Ko2y(SY¥.) + K2z Cs 
jb 
~2_(BsS% + BySE, + BeSE) — > (BaS$ + BySY, + BsS$,) 
Za jb 
(16.9.1) 
我 们 选择 算 符 4 如 下 : 
A= (Sz, SY, S2, SP, SF, SF) (16.9.2) 
先 计算 对 易 关 系 
| HI] Sy > (Be Srmadsb) 
jb 
(16.9.3) 


—i[(K2y(S%,.5%,. 和 本 Saoma) FE K2zs(S%,a ds 十 9%aS25a)] 
-i( By,S%,s Ep B25%a) 
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格林 函数 的 运动 方程 
CCmTrmna (Ds Bn|n)-iJ (GimalSH) (Sa) Ch-GYma (SH) 2 (Orme) Grib) 


Jb 
[Kay2(S5%,) Os Gma) — K2s2(9%a) OF” GYimal—i( ByG%ma — BeGYms) 


(16.9.4) 
作 空 间 傅 里 叶 变换 


wG%,(k) = ([S2, By) iJoGsa (SE) HJ (S2) GY (k)_JoGY,(k)(SE) -Je(SY) Gz (k)] 
—iK2,2(S¥) Os G3, (k)HiK2s2(S2)O(” Gy, (k)-i[B,G?,(k)-BsGY, (k)] 


(16.9.5) 
整理 得 
wG%,(k) — {ilJo(SE) + K2s2(52) Ol + Bs]GY,(k) 
本 i|—Jo(SY) je K2y2(9Y) OY) By]G’s(k) 
— iJk(S2)Grp(k) + iJr(SY)GY(k)} = ([92 BJ») (16.9.6) 
今 
Haa = Jo(SP) + Kza2(S°) O°%) + Bo (16.9.7a) 
Hba = Jo(S$°) + K2a2(S8)O(®) + Ba, a = 1,Yy,z (16.9.7b) 
(16.9.6) 式 写 成 


wGnalk)— {iHasGY,(k)—iHayG%,(k)—iJk(SE)GYL (k)+iJk (SY)Gib (k)} = ([S2, Bl,) 

| (16.9.8) 
作 指 标 轮换 z 一 y 一 z 一 z, a 5, 可 得 另外 5 个 公式 . 这 6 个 公式 可 以 统一 写成 
矩阵 形式 


[wow 一 Plg;, =F_, (16.9.9) 
其 中 
0 Hs —Hay 0 一 .大 (92) Jr (SY) 
一 五 。 0 Hx Jk (S52) 0 一 .大 (92) 
万 一 万 。 —Haxr 0 —Jp(SY) J (ST) 0 
0 —Jp(SF) Jp (Se) 0 Hb —Hbpy 
(JSt) 0 hs) _H,, 0 Ho, 
—Jp(SY) 大 (SE) 0 Hpy —Hpz 0 


(16.9.10) 
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一 般 情 况 下 , 无 法 解析 求 得 这 一 矩阵 的 本 征 值 ,只 能 通过 数值 计算 . 不 过 我 们 
可 以 指出 , 其 中 有 两 个 零 本 征 值 . 下 面 来 找 出 其 对 应 的 行 本 征 向 量 . 为 此 , 我 们 把 矩 


阵 PP 写成 分 块 形式 ， 
有 (aa) “万 (ab) 
P= ( Tb) (16.9.11) 
其 中 
0 Hs 一 已 
Fw =i| -Hs 0 Hs | ,=ab (16.9.12a) 
Hy 一 ur 0 
1 
Teb) i | (S52) 0 (Se (16.9.12b) 
“(ba) “(2) 0 


0 —(S8) 《3b) 
TE)Y=ij| (SE) 0 一 (Se) (16.9.12c) 
-(Sb) (S$8) 0 


对 于 对 角 和 矩阵 9, 我 们 可 像 (16.8.66) 式 那 样 , 求 出 其 本 征 值 
Whp1,2 一 士 V H2, 十 Hi 十 5 = +Egk, wp3 二 0 (16.9.13) 


及 其 对 应 的 本 人 征 向 量 矩 阵 Du 及 其 逆 UY. 其 中 , 对 应 于 零 本 征 值 的 本 征 向 量 为 


也 (3 (hpz) hjy, hz) (16.9.14) 
hi = Qa,B= 7,Yy,zH=a,b (16.9.15) 
Lk 


其 形式 与 (16.8.68)~ (16.8.70) 式 是 完全 一 样 的 . 
我 们 认为 , (16.8.72) 式 的 约束 条 件 对 于 两 个 子 晶 格 都 分 别 成 立 , 即 有 


轧 吕 050) 二 hup (Sy), QB = 7,Yy,z;h = a,b (16.9.16a) 


此 式 也 可 写成 
Bas = Ho hb (16.9.16b) 
这 个 约束 条 件 是 物理 直觉 的 猜测 , 也 是 经 过 数值 计算 的 验证 的 . 
现在 我 们 构造 两 个 行 向 量 如 下 : 


Ls = (L(a)3,0) (16.9.17a) 
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Lb = (0, Lopya) (16.9.17b) 
其 中 
0 = (0, 0, 0) (16.9.18) 
那么 容易 验证 ， 
LsP=0,L,P=0 (16.9.19) 


这 说 明 , 矩阵 P 有 两 个 零 本 征 值 , 这 两 个 零 本 征 值 对 应 的 (未 归 一 化 的 ) 行 本 征 向 
量 分 别 是 Za 和 Lb. 此 处 Ls。 和 Lb 表明 , 我 们 已 经 把 这 两 个 零 本 征 值 列 为 矩阵 P 
的 第 一 和 第 二 个 本 征 值 . 

下 面 的 步 又 仍然 是 迭代 计算 . 通过 数值 计算 求 出 矩阵 PP 的 6 个 本 征 值 (其 中 
两 个 为 零 ) 和 对 应 的 矩阵 UV 及 其 逆 U1. 虽然 矩阵 PP 的 看 不 出 有 厄 米 性 , 但 是 计 
算 表 明 , 它 的 4 个 非 零 本 征 值 总 是 实数 , 而 且 是 成 对 的 . 成 对 的 意思 是 : 本 征 值 两 两 
互 为 相反 数 , 就 像 (16.9.13) 式 中 的 wi,z 一 样 . 一 旦 本 征 值 和 UU、U-! 都 算出 来 了 ， 
就 代入 (16.8.22)~(16.8.26) 式 . 由 于 无 法 通过 解析 的 方式 求 出 矩阵 P 的 所 有 本 征 
值 对 应 的 U 和 C 一 , 无 法 像 铁 磁 性 的 情况 那样 , 给 出 任意 自 旋 量 子 数 5S 都 适用 的 
普遍 公式 . 对 于 每 一 个 具体 的 5, 都 不 得 不 选择 合适 的 算 符 B, 列 出 相应 的 线性 方 
程 , 做 数值 类 代 计 算 . 

由 (16.9.7) 和 (16.9.15) 式 得 


(52) _ Ham _ Jo(SE) + Kza2(S2) 0") + Bo 
(Sa) Hap Jo(Sh) 十 K2g2(S8) GO + Bg 


(16.9.20) 


J((S8)(SE) — (Sb)(S2)) + 2(58)(58)(K2a O°) — Kop6(O)) + Ba(S8) = Be(Se) 
(16.9.21) 
将 下 标 a 和 b 交换 得 到 另 一 式 . 此 式 表明 , 如 果 Bs 了 0, 则 可 由 (S52) 和 (Se) 通过 
解 此 线性 方程 组 求 得 (98) 和 (S86), 如 此 反复 迭代 . 实际 还 需要 给 出 (S959), a=z， 
y, Zz; 4 二 a,b 的 表达 式 , 因为 计算 64% 需要 用 到 . 
16.9.2” 铁 磁 薄 膜 三 分 量 磁 化 强度 计算 


我 们 来 计算 铁 磁 薄 膜 的 三 分 量 磁化 强度 国 . 铁 磁 薄 膜 的 哈密 顿 量 为 
了 L 
HH=— ;> J YS Sj 一 人 died ， Si Sytrli 
v=1 1 了 a=1 全 


L L 
- 》 》 [Kao(585)2 + Ka (SY)? + Kzw(S%)"] — B.D 》 So 


v=1 i v=l1 了 


0 1 
+3 2 73- Spi Sv — Si Wpivi) (Sv Wniwi) 


Hiv ?27 
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] 工 
= > J 5 二 
v=1 了 
L 
一 人 Jed+1l >》 (S25S2114 二 35 二 92332413) 
也 三 上 2 
L 
一 >》 >》 [Kaov(S2i)2 + Kzys(SY,)? 十 Ka2zv(523)2] 


DZ 一 1 1% 


L 
-DD (BeSs + Busy + Bas) 


v=1 1 


9 1 
二 》) 3— {$855 ~ 3)’] + SYaSY,ll — ub)"] 
Li,vj HZ 


+ S252,[1 — 3(v%i 3) ]} (16.9.22) 


每 一 层 内 是 铁 磁 交 换 . 相 邻 层 之 间 既 可 以 是 铁 磁 交换 作用 , 也 可 以 是 反 铁 磁 交换 作 
用 . 现在 哈密 顿 量 中 加 上 了 偶 极 相互 作用 项 . 其 中 waxy 表示 两 个 自 旋 之 间 的 距离 ， 
Wpisvi 表示 这 两 个 自 旋 的 连 线 方向 上 的 单位 矢量 . 这 一 项 在 薄膜 情况 下 起 作用 . 它 
也 是 引起 各 向 蜡 性 的 项 . 使 得 自 旋 尽量 取 在 平行 于 薄膜 的 面 内 , 所 以 是 易 平 面 各 向 
异性 . 在 平面 内 , 则 是 各 向 同性 的 . 一 般 认为 偶 极 相互 作用 参量 9 比 Ks 又 小 两 个 数 
基 级 . 可 是 由 于 要 对 所 有 的 格 点 之 间 的 偶 极 相互 作用 求 和 , 当 膜 厚 趋 于 无 穷 大 , 即 
趋 于 体 材料 时 , 这 个 求 和 是 发 散 的 . 也 就 是 说 , 对 于 体 材料 , 如 果 所 有 自 旋 仍然 保持 
平行 取向 , 这 一 项 能 量 是 无 穷 大 . 实际 材料 中 , 为 了 降低 这 项 能 量 , 远 处 的 自 旋 会 改 
变 取向 . 平行 自 旋 取向 只 能 限于 一 个 有 限 的 体积 内 . 这 就 形成 了 磁 畴 . 所 以 磁 畴 的 
出 现 来 源 于 偶 极 相互 作用 . 
推导 步骤 与 上 一 小 节 基 本 相同 . 我 们 选择 算 符 4 如 下 : 


A= (57,5Y, .87,658,5%,58,..., S72, 0Y, 5%,... ,85,8Y, SF) (16.9.23) 
先 计算 对 易 关 系 . 


Si ls > (no Oe (i a) 
5 


二 ey 
eS pr 一 B20Y,) 
1 Zz Zz 之 
+9 >》 ， {[1 > By) OY Sr = [1 这 0 5 下 


3 
vj Tmvs 


(16.9.24) 
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格林 函数 的 运动 方程 
wy = (lSim, Bn]n) 一 这 2 ml Qh Om(O) = (at GUn(S,)) 


和 i pri(( Sa) Gu ma 十 CS kW 十 1， RN mi ( or 和 m 十 Gum(OFrim)) 
Es iJy_ lu((S%_ Lm)GYm 十 Gu_1m(oY km 而 太 二 (和 1， A 本 Cs 1 ey (pe 
— ilK2yn2 (Sn )OW GE, — Kz2zsp2(S2m) OW GY ] — i(ByGin, — BzGY,,) 


bg 六 {Bens) ]((Syj) Gm + GYy Spm)) 


作 空 间 健 里 叶 变 换 
gu = ([S% Sn; 0 2 ee 十 Juogu(92) = Sur(OY )gn pogy (Sh) 
3(uy .2 
二 Upm, 世上 RE A gy +ig》, ees) (gy)g) 
i vj vj HMM,LI 


Jn (82), 十 gL (SY 141) 一 (SY)gntr1 二 多 (95H1)) 
一 ip-ba(3o 19% + gs_1(9Y) 一 (3 1)9 — gy_1(92)) 
—ilK2yp2(SY) OW gz 一 K2zy2(S2)O gy] ~ i(Byg? — Bsgy) (16.9.26) 


其 中 ig 》, -3— [1—3(wpm,) Gy (Shm ) 和 ig》, 3— ll~3(um,) GZs (SYm) 


vj Tm, vj vj Tm, vj 
这 两 项 忽略 了 . 这 相当 于 对 于 偶 极 相互 作用 部 分 做 了 平均 场 近似 . 原则 上 , 这 两 项 不 
扔 掉 , 也 是 可 以 计算 的 . 令 


) 
,= mA , Q = ,YZ (16.9.27) 
rp0, vj 


其 中 下 标 0 表示 原点 (任何 一 点 都 可 以 作为 原点 ).T8, 表示 第 v 层 上 的 所 有 原子 
对 于 第 上 层 上 一 个 原子 的 偶 极 作用 的 分 量 . 显然 这 一 作用 是 与 两 层 之 间 的 距离 有 
关 的 . 距离 越 远 , 这 一 作用 越 弱 . 但 是 由 于 分 母 是 7 的 三 次 方 , 求 和 是 对 平面 进行 的 ， 
相当 于 积分 ” 的 平方 . 再 对 层 数 求 和 时 , 随 层 数 趋 于 无 穷 大 而 趋 于 发 散 . 这 正 是 前 
面 刚 提 到 过 的 发 散 . 当 / 和 vw 是 同一 层 , wyi,vy 只 有 在 平面 内 的 分 量 . 由 此 定义 容 
易 看 到 

1 


To (16.9.28) 
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(16.9.26) 式 整理 得 
w 久 一 filJuo(32) — Jp(S2) 十 天 2zp2(52) OW) + B, 
+t Tnti BL) 一 VS32 1) — TY ,9 、 
+ilJun (SH) 一 Jao(S2) — Kzyn2(SY) OL — B, 
= Jnti (Spr) + Ti (S%_1)TY ,gs 


一 i -1p9p_1(98) 十 iJp-1pgk 1(32)》 王 isp+1(S2)9gu+1 + iJj,ptl (SY)g9p+1} 


= ([S%, Bnln) (16.9.29) 
今 
Hja 时 (Jo = Jik) (Sn) 十 Kzan2(S%) OL™ 十 Ba 十 ptl (Sp+1) 和 -Duek3w 1) 
一 》 7T2&(S2)， a = ,YZ (16.9.30) 
(16.9.29) 式 写 成 


wgr — {iHizgy — iH,ygz 
iJ pg9p 1698) + i pg9p 1(9p) — iJppti(SE) gd 1 + iJnt1(SY)gs 1} 
= ([S2, Bn]，) (16.9.31) 


作 指 标 轮换 z 一 y 一 z 一 z, 得 到 其 他 公式 . 最 后 , 总 的 格林 函数 的 运动 方程 又 可 
以 写成 如 下 形式 : 


lwI-Plg,=F, (16.9.32) 
其 中 , 矩阵 PP 可 写成 如 下 的 形式 : 
roD Fa 0 ... 0 . 
TD) TQ22) p23) .., 0 0 0 
0 T3322) 了 33) ... 0 0 0 
P= : : 
0 0 0 T(E-2L-2) pL-2,L-1) 0 
0 0 0 2 TLL-2) pL-LL-1) PlL-1,L) 
0 0 0 0 T(EL-1) TED) 
(16.9.33) 


每 一 个 子 矩 阵 都 是 三 阶 的 


| (16.9.34a) 
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0 一 人 32) (SW 
en Ee 0 一 (92) (16.9.34b) 
一 2) (Sx) 0 
0 一 《3 
人 0 一 (9?) (16.9.34c) 
-Sp) (Sp) 0 


和 矩阵 PP 是 3L 阶 的 . 一 般 情 况 下 , 无 法 解析 求 得 这 一 矩阵 的 本 征 值 , 只 能 通过 数值 计 
算 求 得 每 一 个 波 和 撩 k 的 3L 个 本 征 值 . 仍然 如 上 一 小 节 那 样 , 对 于 对 角 和 矩阵 2， 
我 们 可 像 (16.8.66) 式 那样 , 求 出 其 本 征 值 


wp1,2 一 士 V 瑟 2 十 妃 2 + H?, = +Ejk, wn3=0 (16.9.35) 


和 对 应 的 本 征 向 量 矩阵 Du) 及 其 逆 [731. 其 中 , 对 应 于 零 本 征 值 的 本 征 向 量 为 


Lis = (hpz, hpy, hpz) (16.9.36) 
hia= Hze Q,B = x,Y,z (16.9.37) 
Ek 


其 形式 与 (16.9.13)~(16.9.15) 式 是 完全 一 样 的 . 
现在 , (16.9.15) 式 的 约束 条 件 对 于 每 一 层 都 分 别 成 立 , 即 有 


Ha (Sh) 二 HelSy),o,B 二 CT,Y,Z (16.9.38) 


由 于 这 一 约束 条 件 , 矩阵 了 有 工 个 零 本 征 值 , 假如 将 它们 排列 成 第 1 至 工 个 本 征 
值 , 它们 对 应 的 行 向 量 如 下 : 


L, = (0,...,0,L(,,a,0,...,0) (16.9.39) 


容易 容易 验证 ， 
L,P=0 (16.9.40) 


下 面 的 步 又 仍然 是 迭代 计算 . 通过 数值 计算 求 出 矩阵 PP 的 3L 个 本 征 值 (其 中 
也 个 为 零 ) 和 对 应 的 矩阵 U 及 其 道 U1. 一 般 情况 下 , 矩阵 PP 不 具有 厄 米 性 , 但 是 
计算 表明 , 它 的 27 个 非 零 本 征 值 总 是 实数 , 而 且 是 成 对 的 . 一 旦 本 征 值 和 UU、U7 
都 算出 来 了 , 就 用 (16.8.22)~(16.8.26) 式 . 无 法 像 铁 磁 性 的 情况 那样 , 给 出 任意 自 旋 
量子 数 5S 都 适用 的 普遍 公式 . 对 于 每 一 个 具体 的 5, 都 不 得 不 选择 合适 的 算 符 B， 
列 出 相应 的 线性 方程 , 做 数值 适 代 计算 . 
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由 (16.9.30) 和 (16.9.38) 式 得 


(90 Hge K2an2(90) OL +Bo + Jipt1 ORF1) 一 Ja y= 
(Sh) Hp K2pu2(SF) OK) + Bg 计 Tpt1(Sh41) 一 J LA 人 (9 各 可 
(16.9.41) 
整理 成 如 下 的 形式 : 
2(K2an 0) — Kagn O(6)) (Se) (Sb) + Jinri((Se1)(S8) — wn 
+ hin((Sh_1)(S0) (So 1)(S2))HBa(S6) 2 Te (SS) (Sh) 十 +2 Th 
= Bg(S°), J A (16.9.42) 


这 是 具有 工 个 方程 的 线性 方程 组 , 由 (5) 来 求 出 (88), 如 此 反复 迭代 . 实际 还 需要 
给 出 (S5959), a=z, y, z; 4 = 1,2,…, 上 的 表达 式 , 因为 在 64*) 需要 用 到 . 以 上 要 
注意 , J0,1 =0, JL,Lr1==0 

如 果 单 离子 各 向 异性 只 沿 z 方向 , 只 在 x 方向 加 外 场 , 那么 可 以 估计 垂直 磁化 
率 为 


(Sz) 1 
光宇 2 (16.9.43) 
下 面 我 们 来 讨论 计算 得 到 的 数值 结果 . 
我 们 考虑 5 种 单 离子 各 向 异性 与 恒定 弱 外 场 的 安排 . 如 表 16.1. 
表 16.1 五 种 单 离子 各 向 异性 与 恒定 弱 外 场 的 安排 
情况 (K2z/J, K2y/], K2z/) (Bz/J, By/J, Bz/J) 
A : (0.01, 0, 0) 0 
B (0, 0, 0.01) 0 
Al (0.01, 0, 0) (0, 0.002, 0) 
A2 (0.01, 0, 0) (0, 0, 0.002) 
B1 (0, 0, 0.01) (0.002, 0, 0) 


1. 居 里 温度 随 膜 厚 的 变化 

图 16.17 是 情况 B 的 居 里 稳定 随 铁 磁 薄 膜 厚度 的 变化 . 随 着 膜 厚 的 增加 , 居 里 
温度 的 增加 越 慢 . 最 后 是 趋 于 体 材 料 的 居 里 温度 . 内 插图 是 与 文献 [44] 的 结果 ( 虚 
线 ) 的 比较 . 在 曲线 左 端 ( 即 超 薄膜 ) 和 右 端 , 我 们 的 结果 比 文献 [44] 略 高 一 些 . 实验 
结果 显示 , 我 们 超 薄 膜 的 结果 比 文献 [44] 更 接近 实验 值 . 
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图 16.17 侦 极 相互 作用 为 零 时 情况 B 的 居 里 温度 随 铁 磁 薄 膜 厚度 的 变化 
内 插图 是 与 文献 [44] 的 结果 (虚线 ) 的 比较 . Tc,v 表示 体 材料 的 居 里 温度 


2. 转变 温度 

对 于 情况 A 和 情况 B, 温度 到 达 居 里 温度 Tc 时 , 磁化 强度 消失 . 对 于 另外 三 种 
情况 , 由 于 外 场 存 在 , 在 温度 达到 TR 时 , 易 轴 上 的 磁化 强度 分 量 消失 .Tc 和 TR 统 
称 转变 温度 . 物理 分 析 表 明 , 偶 极 相互 作用 为 零 9=0 时 , 应 该 有 Tc(A) =Tc(B) > 
TR(A1) 一 Tr(A2)=TR(B1). 偶 极 相互 作用 大 于 零 时 , 应 该 有 Tc(A) > Te(B)> TR(B1) 
和 Tc(A)> TR(A2)> TR(A1)， 计 算 结果 是 : 当 9=0, 与 物理 分 析 一 致 . 当 9 > 
0,To(A)> TR(A2)> Ta(A1)> Te(B)> TR(B1). 图 16.18 给 出 了 9 >0 与 g=0 的 
结果 的 差 值 . 由 于 偶 极 相互 作用 相当 于 加 一 个 易 平 面 的 各 向 异性 A,，Al 和 A2 


一 -一作 (A2,g8=0.018)-7T(A2,8=0) 
—o—7T(Al,g=0.018)-7T\(A1,e=0) 
—t—T (A,g=0.018)-T (A,g=0) 
—A—T(B,g=0.018)-7T.(B,g=0) 


—vy—T (Bl,g=0.018)-7.(B1,.g=0) 


图 16.18 ” 偶 极 相互 作用 不 为 零 时 导致 的 转变 温度 的 改变 
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三 种 情况 的 转变 随 着 膜 厚 的 增加 , 侦 极 作用 的 效果 越 来 越 弱 . 

3. 磁化 强度 的 重新 取向 

对 于 Al A2 和 B1 三 种 情况 由 于 存在 外 场 , 磁化 强度 会 随 稳定 升 高 而 转向 , 最 
终 转 到 外 场 的 方向 . 图 16.19 显示 了 情况 A2 的 转向 情况 . 在 TR 以 下 很 宽 的 温度 
范围 , 磁化 强度 的 角度 改变 很 小 , 当 非 常 接近 Ta 时 , 磁化 强度 迅速 的 转 到 外 场 方向 . 
同时 可 以 看 到 每 一 薄膜 内 个 原子 层 的 磁 矩 可 以 说 是 完全 平行 的 . 


K,(D /Kl0) 


K,(D) / K,(0) 


0 一 一 0 
0 20 40 60 80 100 120 140 
T 


图 16.19 磁化 强度 与 z 轴 的 夹 角 & 和 有 效 各 向 异性 系数 随 温度 的 变化 


4. 有 效 各 回 异 性 系数 随 温度 的 变化 

哈密 顿 量 中 的 Ks 是 零 温 时 的 各 向 异性 系数 , 我 们 可 以 由 自由 能 对 磁化 强度 的 
角度 求 导 得 到 有 效 各 向 异性 系数 作为 温度 的 函数 K2(T). 数值 结果 见 图 16.19. 随 
着 温度 上 升 , 有 效 各 向 异性 系数 下 降 . 在 居 里 温度 以 上 , K2(T) 为 零 , 因为 这 时 是 顺 
磁性 , 系统 中 不 再 显现 各 向 异性 . 在 零 温 与 转变 温度 之 间 , 不 同 原子 层 的 各 向 异性 是 
略 有 差别 的 , 其 中 最 表面 层 的 K2(T) 值 最 小 . 这 是 因为 粗略 地 说 , K2(T) 实际 上 和 
各 层 的 磁化 强度 成 正比 . 表面 层 的 磁化 强度 比 内 层 的 磁化 强度 要 略 小 一 些 . 

图 16.20 显示 各 种 膜 厚 的 磁化 强度 转向 角度 与 K2(T) 随 温度 的 变化 ， 其 中 
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Ka2(7) 取 膜 厚 的 平均 值 . 


S 
xd 党 
40 江 
i 

20 


a 
CH 
, NN 


0 20 a0 60 80 0 120 140 0 
7 
图 16.20 各 种 膜 厚 的 磁化 强度 转向 角度 £ 与 K2 (T) 随 温度 的 变化 


5. 磁 滞 回 线 

当 外 磁场 在 某 个 方向 上 从 正 到 负 再 到 正 变化 一 个 周期 , 我 们 可 以 得 到 磁 灌 回 线 . 

表 16.2 列 出 了 计算 磁 滞 回 线 的 六 种 情况 . 以 下 我 们 只 给 出 膜 厚 为 3ML 的 计算 
结果 . 其 他 膜 厚 的 结果 在 定性 上 完全 一 样 . 图 16.21 显示 了 C 和 D 两 种 情况 的 磁 滞 
回 线 . 这 两 种 情况 是 磁场 方向 就 是 易 轴 方 向 , 温度 越 低 , 磁 滞 回 线 的 面积 越 大 , 矫 顽 
力 (使 磁化 强度 翻转 的 磁场 ) 的 数值 也 越 大 , 磁 滞 回 线 更 接近 于 矩形 . 这 是 因为 温度 
越 低 , 铁 磁 体内 磁化 强度 的 数值 越 大 , 当 偶 极 作用 g=0 时 , 这 两 个 磁 滞 回 线 应 该 完 
全 相同 , 因为 它们 的 单 离 子 各 向 异性 的 强度 和 加 的 外 场 是 一 样 的 . 图 16.21 是 9 > 0 
的 情况 . 由 于 偶 极 作用 相当 于 加 了 一 个 易 平 面 各 向 异性 , 所 以 情况 C 的 磁 滞 回 线 的 
面积 和 矫 顽 力 都 比 情况 D 大 . 


表 16.2 ”计算 磁 灌 回 线 的 六 种 情况 


情况 (K2z/J, K2y/), K2z/)) (Bz/J, By/J, Bz/J) 
C (0.01, 0, 0) (—0.03, 0, 0)~ (0.03, 0, 0) 
D (0, 0, 0.01) (0, 0, —0.03)~ (0, 0, 0.03) 
C1 (0.01, 0, 0) (—0.006, —0.02, 0)~ (0.006, 0.02, 0) 
C2 (0.01, 0, 0) (一 0.006, 0, —0.02)~ (0.006, 0, 0.02) 
Cs (0.01, 0, 0) (—0.02, 0, —0.01)~ (0.02, 0, 0.01) 
D (0, 0, 0.01) (0, —0.02, —0.01)~ (0, 0.02, 0.01) 


我 们 再 来 看 外 场 方向 不 沿 易 轴 方 向 的 情况 . 图 16.22 是 C1, C 和 Cs 三 种 情况 
的 磁 滞 回 线 . 图 16.22(a) 是 计算 易 轴 方向 的 磁化 强度 的 分 量 随 磁 方 向 磁场 分 量 的 变 
化 . 因为 磁场 不 沿 易 轴 方向 , 当 磁 场 大 时 , 磁 矩 沿 磁 场 方向 ， 当 磁场 减弱 时 , 磁化 强 
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度 慢 慢 转 到 易 轴 方向 . 磁场 为 零 时 , 磁化 强度 完全 在 易 轴 方向 , 这 时 易 轴 方 向 的 磁 
化 强度 分 其 达到 最 大 值 . 因此 这 一 分 量 在 回 线 之 内 的 数值 比 在 回 线 之 外 的 数值 大 . 
这 与 实验 的 测量 结果 是 一 致 的 “5~44. C1 和 C2 两 者 相 比 , 前 者 的 磁场 在 zy 平面 
内 , 后 者 的 磁场 在 zz 平面 内 . 由 于 偶 极 作用 的 影响 , 前 者 的 矫 顽 力 更 小 一 些 . 当 磁 
场 更 靠近 吻 轴 的 方向 , 磁 滞 回 线 就 是 越 接近 和 矩形 , 矫 顽 力 越 大 , 磁化 强度 的 易 轴 分 量 
在 回 线 内 部 和 回 线 外 部 的 差别 就 越 小 . Cs 和 C2 两 种 情况 下 的 磁场 都 在 zz 平面 内 ， 
但 前 者 更 靠近 易 轴 方 向 , 因而 磁 滞 回 线 更 接近 C 的 情况 . 


1.0 


0.5 


0 
-0.016 -0.008 0.000 ”0.008 ”0.016 
B./J,B./J 


图 16.21 C( 实 线 ) 和 D( 虚 线 ) 两 种 情况 的 磁 沾 回 线 
前 者 的 模 坐标 是 Bs/J, 纵 坐标 是 Mo. 前 者 的 模 坐 标 是 Bs/J, 纵 坐 标 是 M2 


实验 上 , 也 经 常 沿 磁场 方向 测量 磁化 强度 . 我 们 在 图 16.22(b) 中 给 出 了 计算 结 
果 . 与 图 (a) 相 比 , 有 如 下 区 别 . 图 (b) 中 的 矫 顽 力 更 大 . 磁 兆 回 线 的 面积 比 (a) 中 
的 要 大 . 这 时 因为 磁 滞 回 线 的 面积 就 是 外 场 对 这 一 系统 做 的 功 . 图 (a) 磁 澡 回 线 的 
面积 是 外 场 的 易 轴 方 向 的 分 量 做 的 功 , 而 图 (b) 磁 滞 回 线 的 面积 是 总 的 外 场 做 的 功 ， 
当然 后 者 大 .图 (b) 中 , 磁化 强度 在 回 线 内 部 的 数值 总 是 低 于 在 回 线 外 部 的 数值 . 
这 与 图 (a) 是 不 同 的 . 对 于 这 些 现象 , 我 们 可 以 通过 计算 磁化 强度 的 轨迹 来 分 析 其 
原因 . 

6. 磁化 强度 的 轨迹 

图 16.23 画 出 了 磁化 强度 的 轨迹 . 图 (a) 是 Ci 的 情况 , 图 (b) 是 C。 和 Cs. 我 
们 此 处 只 分 析 图 (a). 磁化 强度 的 轨迹 用 实 线 表 示 . 当 磁 场 在 第 三 象限 , 数值 足够 大 
时 , 磁化 强度 也 在 这 一 象限 , 且 方 向 在 外 场 方 向 和 易 轴 (z 轴 ) 之 间 . 随 着 外 场 减 小 ， 
磁化 强度 逐渐 转向 易 轴 .M 在 不 断 增加 , M 在 不 断 减 小 . 当 磁 场 为 零 时 , 磁化 强度 
完全 在 易 轴 上 . 此 时 Ma 达到 最 大 , My=0. 当 磁 场 在 第 一 象限 开始 增加 , 出 现 正 的 
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-1.0 
-0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010 
B./J 
(a) 磁化 强度 易 轴 方向 分 量 的 磁 洁 回 线 


-0010 -0.005 0.000 0.005 0.010 
B/J 
(b) 沿 外 场 方向 总 磁化 强度 的 磁 滞 回 线 


图 16.22 ” 磁 滞 回 线 


My 分 量 ，Mz 不 断 减 小 . 磁化 强度 偏离 易 轴 , 进入 第 二 象限 .Ms 分 量 一 直 是 负 的 . 
当 磁 场 增加 到 足够 强 时 , Mz 被 迫 翻转 , 磁化 强度 跳跃 到 第 一 象限 . 此 时 磁化 强度 又 
处 于 外 场 方向 和 易 轴 (z 轴 ) 之 间 . 然后 , 随 着 磁场 的 继续 增加 , 磁化 强度 的 方向 不 断 
向 磁场 靠拢 . 总 之 , 磁化 强度 的 轨迹 是 , 从 Al 到 B1, 跳跃 到 C1, 再 移 到 D1. 跳跃 线 
与 磁场 线 的 交叉 点 El, 就 对 应 磁化 强度 翻转 时 的 磁场 的 数值 . 将 磁场 和 磁化 强度 都 
投影 到 易 轴 方向 , 我 们 就 画 出 了 Mj ~ Bz 的 磁 清 回 线 , 见 图 16.22(a). 如 果 将 磁化 
强度 都 投影 到 磁场 方向 , 我 们 就 画 出 了 MB ~ B 的 磁 清 回 线 , 见 图 16.22(b). 在 了 
点 相应 的 磁场 数值 大 于 其 在 zx 轴 上 的 投影 值 . 它们 分 别 是 图 16.22(b) 和 图 16.22(a) 
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中 的 矫 奖 力 的 数值 . 对 于 图 16.23(b) 的 讨论 是 类 似 的 , 不 再 重复 . 


1.0 


0.5 


0.5 


-1.0 
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 


图 16.23 (a)C1, (b)Cz 和 Cs 三 种 情况 下 磁化 强度 的 轨迹 
通过 磁场 原点 的 虚线 表示 磁场 的 变化 


对 于 情况 D1, 可 作 同 样 的 讨论 . 这 儿 不 再 列 出 计算 结果 . 

本 节 介 绍 的 是 用 S*, SY, 9* 这 一 组 自 旋 算 符 来 构造 格林 函数 文献 [17] 和 [37] 
用 S+, 9-, S* 这 一 组 算 符 来 构造 格林 函数 , 因为 铁 磁 薄膜 中 的 单 离子 各 向 异性 沿 
z 方向 . 在 近似 程度 上 , 这 两 种 方法 完全 一 样 . 
16.9.3 ” 反 铁 磁 注 膜 三 分 量 磁化 强度 计算 


L L 
H= > J > Suia: Svjb 十 2 Jabwz+i SD 人 via Sv+1,jb 
UU 二 La 


一 1 ia,jb 
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秆 3 Jbav,v+1 Sy- Syjb: Sv+1, ia 


Qa=1 jb 


三 3 >》 [Kaova(SZ5a)2 + Kzyva(SY,,) 十 天 2zva(S2ia)7] 


v=1 ?Za 


L 
— 2 > [Kaomb(S27b)2 + Kavwo(SYjb)? + Kz2wvb(S270)"] 


v=1 jb 
L 
-B.>》 他 Svia+ > sa (16.9.44) 
v=1 ia jb 


反 铁 磁性 薄膜, 不 需要 考虑 偶 极 相互 作用 . 这 一 哈密 顿 量 是 将 (16.6.21) 式 中 的 单 离 
子 各 向 异性 和 外 磁场 扩展 到 三 个 方向 .在 每 一 层 内 分 成 两 个 子 晶 格 , 分 别 用 下 标 a 
和 标记. 

推导 步骤 与 上 一 小 节 基 本 相同 . 我 们 选择 算 符 4 如 下 : 


A= (Sis, Bs 91a， lb， 9m， 9lb， ee :DL SY Dr SLp, SY SEb) (16.9.45) 
共有 27 个 算 符 . 先 计算 对 易 关 系 
[9。 ma’ HI] 二 —iJ, CA 0 —iJaby, HAI 人 a a Dm i 


iJbap—1 (SY 1 i 二 Dn 
一 iaypa(S2naS2 Wma 十 Snead a] = K2zna(SY mady Lma 下 Dumad ba) 


—i(By Sna — BeSYna) (16.9.46) 
格林 函数 的 运动 方程 
= (sz Lma’ Bnl]n) 
el i GYjptG%ma(SY;b)— (SYma) Gn jb—GUma(SLjb)) 
J 


—iJabpspt1 (SF ma)G ha SN OR Eh Rn Cm (951， 下 加) 
—iJbap—1 (3 1， BG mt. l,mb (Ohmial (0 Lo/ Gm Go mB i 
—i[K2yya?2 (Oma OW Gra K2zna2(S%ma) OL Gy 和 i(L ByvCwmna 一 也 2 
(16.9.47) 
做 空间 傅 里 叶 变换 


wgna 一 2 ([S2 La) Bn]n ) EY i(Jyn SF,) gph 于 Jp0g2a(Seb) Up (SY,) ga | pogya (SRL)) 
~—iJabyu+t1((S2a)gh 41b 十 Valo rb) (SY gs 4 1b Ou (OF by) 
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一 ioap -an 人 ((S8 1b)g2 十 多 1b(92) 一 (92 1b)98 — 92_15 (SY,)) 
—i[K2yua2(SY,) 6 多 gz 一 K2zpa2(S%,) OK gy,] 一 iDBygz。 — Bagy,) 
整理 得 


(16.9.48) 


wgpa i{ [po (So)t opt (SE 16) Joan 1n (S21,b)+K2zna2(97,) OF +B,lgy, 
一 [Jao(9u) + Japppt1(SY 1b) 十 oap—1n (Sp_1b) + K2yna2(SY,) Om Bylgt 
一 pp (SF)9yb + Jpk 《98%a)92b abjynp+1(SF4)g9 1b + Jabpsnt1 (SYs)gs 141b 
一 Jbap-lpngk 1b(S2a) 本 dbap-tbngo lb(9Xa)} 
到 WD Bnl]n) 
(16.9.49) 
令 


Ha = n0(Spb) + Jabp,nt1 Cp 十 Joap—1n (Dp ab) + K2ana2(S%) OK) + Bo 


Q = 2,Y,% (16.9.50) 
(16.9.49) 式 写 成 


wgna i{ Hjazgys i Jaygha 2 Li (S%a)gub 十 JJ 《Suwa)gub 
一 Jabun+1(Sua)guHlb 十 JabwaHl(9Sya)9241b 


一 Joap—1n9p 1,b( pa) + Joan—119h -1b (Ya)} = ([S%s, Bn]n) (16.9.51) 


作 指 标 轮换 z 一 y 一 z 一 zx, 交换 a 和 b, 得 到 其 他 公式 . 最 后 , 总 的 格林 函数 的 运 
动 方 程 又 可 以 写成 如 下 形式 : 


lwI— Plg, = F., (16.9.52) 
其 中 , 矩阵 P 可 写成 (16.9.33) 式 的 形式 
TD Pb2) P03) .. 0 0 0 
TD T(2:2) T(2;3) ye 0 0 0 
0 T32) TT(3,3) ... 0 0 0 
: : | 
0 0 0 .PC-27-2) pL-2,L-1) 0 
0 0 0 .PC-LZ-2) 太一 1 一世 PlL-1,L) 
0 0 0 二 0 TEL-D) TLD) 


(16.9.53) 
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其 中 每 一 个 子 矩 阵 都 是 6 阶 的 . 


0 2 pe Hy 0 —Jk(Spa) Jp(SY,) 
—H,az 0 Hiaz Jr (SF,) 0 —Jk(SFa) 
Pan) i Hiay —Hjaz 0 一 .大 (98a) J (SF) 0 
0 —Jkp (SFb) Jk (Sp) 0 Hibz ?pby 
Jk (Sz) 0 一 JS2b) —H ,bz 0 Hipsx 
一 JSub)》 Sob) 0 Hby —Hbs 0 
(16.9.54) 


对 角 和 矩阵 的 形式 与 (16.9.10) 式 是 相同 , 因为 它 就 是 一 个 二 维 平 面 内 分 成 两 个 子 唱 
格 的 形式 . 非 对 角 和 矩阵 写成 如 下 形式 : 


po 0 AlsptD) 

es Anal (16.9.55a) 
OQ (5p (0% 

Nt a 0 (Se,) (16.9.55b) 
0 (32a/ 0 


及 名 
(16.9.55c) 


| 
-(S%) (S%) 0 


矩阵 P 是 67 阶 的 . 无 法 解析 求 得 这 一 矩阵 的 本 征 值 ， 只 能 通过 数值 计算 求 得 
每 一 个 波 拓 kk 的 67 个 本 征 值 . 仍然 如 上 一 小 节 那 样 ， 对 于 每 一 个 三 阶 的 对 角 甜 
阵 , 我 们 可 像 (16.8.66) 式 那样 , 求 出 其 本 征 值 wx, x=a, b, 及 其 对 应 的 本 征 向 量 
秆 阵 Ux) 及 其 逆 Ui. 得 到 对 应 于 零 本 征 值 的 本 征 向 量 . 其 形式 与 (16.9.12)~ 
(16.9.14) 式 是 完全 一 样 的 . 

现在 , (16.9.15) 式 的 约束 条 件 对 于 每 一 层 中 的 每 一 个 子 唱 格 都 分 别 成 立 , 由 于 
这 一 约束 条 件 ， 矩阵 P 有 2L 个 零 本 征 值 . 可 写 出 它们 对 应 的 行 向 量 . 

下 面 的 步骤 仍然 是 和 欠 代 计算 . 通过 数值 计算 求 出 矩阵 P 的 6L 个 本 征 值 (其 
中 27 个 为 零 ) 和 对 应 的 矩阵 U 及 其 道 U-!. 一 般 情况 下 , 矩阵 PP 不 具有 厄 米 
性 , 但 是 计算 表明 , 它 的 47 个 非 零 本 征 值 总 是 实数 , 而 且 是 成 对 的 . 一 旦 本 征 值 和 
U、U-! 都 算出 来 了 , 就 用 (16.8.22)~(16.8.26) 式 . 无 法 像 铁 磁 性 的 情况 那样 , 给 出 
任意 自 旋 量子 数 9 都 适用 的 普遍 公式 . 对 于 每 一 个 具体 的 5, 都 不 得 不 选择 合适 的 
算 符 B, 列 出 相应 的 线性 方程 , 做 数值 迭代 计算 . 以 上 要 注意 , .Jabo,1 = 0, Jba0,1 = 0， 


JabL,L+41 = 0, JbaL,L+1 = 0. 
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下 面 我 们 只 讨论 所 有 参量 J 的 数值 都 相同 , 且 单 离子 各 向 异性 只 沿 着 z 方向 
的 反 铁 磁 薄 膜 的 数值 结果 (31. 

1. 无 外 磁场 的 情况 

图 16.24 是 薄膜 厚度 为 1 到 6 层 的 结果 . 参量 为 : ]=100, K2=1. 图 中 只 显示 出 
一 个 子 品格 的 磁化 强度 ( 自 旋 平均 ). 另外 一 个 子 唱 格 的 磁化 强度 与 之 完全 反 平 行 . 
薄膜 关于 中 间 平 面 对 称 , 所 以 对 于 厚度 为 工 的 薄膜 只 需要 画 出 第 1 到 第 (L+1)/2 
层 的 曲线 . 图 中 的 内 插图 是 同样 参量 的 铁 磁 薄 膜 的 结果 . 在 相同 的 参量 下 , 同样 厚 
度 的 反 铁 磁 薄 膜 和 铁 磁 薄 膜 的 有 序 无 序 转变 温度 是 相同 的 . 所 有 ML 的 转变 温度 都 
相同 . 但 是 在 转变 温度 以 下 , 表面 层 的 磁化 强度 最 低 , 越 往 薄膜 深 处 磁化 强度 越 高 . 
不 过 在 第 3 层 以 内 差别 已 经 很 小 了 .- 膜 越 厚 , 转变 温度 越 高 . 


1.0 1.0res 


0.0 
~“«0 50 100 130200 250 
\, T 


图 16.24 反 铁 磁 薄 膜 子 唱 格 磁化 强度 随 温度 的 变化 
内 插图 是 同样 参量 的 铁 磁 薄膜 的 结果 


在 零 温 时 , 反 铁 磁 的 磁化 强度 与 铁 磁 薄 膜 不 同 . 对 于 铁 磁 薄膜 来 说 . 零 温 时 , 自 
旋 没 有 热 运 动 , 磁 矩 完全 相互 平行 . 因而 磁化 强度 是 1. 这 是 因为 自 旋 平 行 是 海 森 伯 
哈密 顿 量 的 本 征 态 . 但 是 自 旋 完 全 反 平 行 并 不 是 哈密 顿 量 的 本 征 态 . 所 以 在 零 温 时 ， 
反 铁 磁 薄 膜 中 两 个 子 唱 格 的 磁 矩 不 是 完全 地 相互 反 平 行 , 而 是 有 一 夹 角 , 这 使 得 > 
方向 的 分 量 不 为 1. 这 种 现象 是 量子 效应 , 不 是 用 外 场 或 者 其 他 手段 可 以 克服 的 . 见 
16.25 和 图 16.26, 即使 加 了 外 场 , 磁化 强度 的 数值 还 是 小 于 1 的 . 

2. 在 横向 和 纵向 加 外 磁场 的 情况 


图 16.25 是 厚度 为 1 ML 的 结果 . 先 看 在 z 方向 加 外 场 , 结果 示 于 图 中 的 内 插 
图 . 注意 , 内 插图 的 纵 坐 标 是 两 个 子 唱 格 的 磁化 强度 之 和 . 由 于 它们 是 方向 相反 的 ， 
在 零 场 下 , 总 磁化 强度 为 零 . 随 着 外 场 增加 , 总 磁化 强度 基本 上 是 线性 增长 . 在 固定 
外 场 下 , 磁化 强度 随 温度 基本 上 是 线性 增长 . 这 是 因为 热 运 动 抵消 了 交换 作用 , 使 
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得 磁 类 更 容易 沿 着 外 磁场 的 方向 排列 . 到 达 转 变温 度 以 上 之 后 , 磁化 强度 就 不 再 随 
温度 变化 了 . 这 是 因为 交换 作用 再 也 没有 任何 影响 了 
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图 16.25 1ML 的 反 铁 磁 薄 膜 在 磁场 加 在 z 方向 时 的 子 品格 磁化 强度 的 分 量 
内 插图 为 磁场 加 在 z 方向 时 的 总 磁化 强度 随 温度 的 变化 


图 16.26 6ML 的 反 铁 磁 薄 膜 在 (a) 磁场 加 在 z 方向 时 的 总 磁化 强度 ; 
(b) 磁场 加 在 z 方向 时 的 子 品格 磁化 强度 的 分 量 


大 图 是 在 z 方向 加 外 场 时 的 . 这 时 两 个 子 晶 格 的 z 分 量 磁 化 强度 的 方向 相反 ， 
大 小 相等 . > 分 量 磁化 强度 则 完全 相等 . 有 两 个 显著 的 特点 . 一 个 特点 是 : 即使 外 场 
的 数值 很 高 , 子 唱 格 的 易 轴 方向 的 磁化 强度 分 量 改变 量 也 很 小 , 几乎 可 以 忽略 不 计 . 
z 分 量 磁化 强度 的 数值 则 比较 小 . 我 们 可 以 估计 垂直 磁化 率 x = (3x)/ Bo 的 数值 . 
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忽略 各 层 磁化 强度 的 差别 , 对 于 单 原子 层 反 铁 磁 体 是 xi = 1/2z|J|, 其 中 > 是 层 内 
最 近邻 格 点 数目 . 如 果 厚 度 为 两 层 , 那么 x， = 1/(2 十 2z)|J|. 如 果 厚 度 为 两 层 以 上 ， 
那么 xx = 1/(4 十 2z)|J|. 比 铁 磁 薄膜 的 垂直 磁化 率 要 小 两 个 量 级 , 因为 各 向 异性 参 
其 Ks 要 比 交 换 作用 J 小 两 个 量 级 . 

另 一 个 特点 是 : 在 横向 加 磁场 时 , 即使 在 Néel 点 以 上 , 子 唱 格 的 z 分 量 磁化 强 
度 也 不 为 零 . 原因 是 反 铁 磁 交换 在 起 作用 . 在 奈 尔 温度 以 上 , 两 个 子 唱 格 的 磁 矩 受 
外 场 作用 , 都 沿 z 方向 . 由 于 此 时 两 个 磁 矩 平行 排列 , 交换 作用 就 有 了 一 定 的 效果 . 
但 是 这 一 作用 是 要 是 相 邻 磁 抢 反 平 行 排列 的 . 由 于 在 > 方向 受 外 场 作用 只 能 平行 排 
列 , 因此 , 它们 只 能 在 z 方向 , 也 就 是 易 轴 方向 , 显现 反 平 行 的 排列 . 在 奈 尔 温度 以 
上 , 子 晶 格 的 z 分 量 磁 化 强度 基本 不 随 温 度 变化 . 对 于 铁 磁性 薄膜 来 说 , 居 里 温度 
以 上 , 磁 矩 必然 完全 取 在 外 场 方 向 上 . 在 除 此 以 外 的 方向 上 不 会 再 有 分 量 . 

图 16.26 是 厚度 为 6 ML 的 反 铁 磁 薄 膜 的 计算 结果 . 上 图 是 z 方向 加 外 场 得 到 
的 总 磁化 强度 . 下 图 是 z 方向 加 外 场 , 得 到 的 zx 和 z 分 量 的 磁化 强度 . 


习 是 


1. (16.2.22) 式 给 出 了 三 种 晶体 的 J(k) 的 表达 式 . 请 给 出 金刚 石 结构 的 晶体 中 
J(k) 的 表达 式 . 
2. 分 别 用 万 ,， 帮 和 .Js 表示 最 近邻 , 次 近邻 和 第 三 近邻 交换 的 强度 . 给 出 三 种 
立方 电 体 和 刚 石 结构 的 晶体 中 直到 第 三 近邻 的 J(k) 的 表达 式 . 
3. 证 明 (16.3.6) 式 . 
4. 证 明 : (16.3.19) 式 可 以 写成 布 里 渊 函数 的 形式 : 
(9 ) = $B,(7) 


其 中 
2 一 9in(1 二 1/9) 
布 里 澜 函数 的 定义 是 : 
Bes(z) = 2 . coth (+) 一 去 coth ( 襄 *) 


5. 如 果 把 (16.3.12) 式 两 边 对 及 的 求生 一 记 》 去 述 , 可 以 写成 
k 


S(S+ DV) -YW) —y(w) 
= {(e* — DIS(S + DY(w) + Vu) — WW)] + 2 (u)}O(k) 上 
其 中 


1 
O(k) = FER —1 
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这 时 (1) 式 中 的 (wu) 和 (3?) 等 量 都 是 波 和 拓 大 的 画 数 , 应 该 写成 (wu, k) 和 (Sz(k)) 
等 . (3*) 应 由 如 下 公式 算得 : 


(5") = 襄 D(S*(k)) 
k 


按照 (16.3.13), (16.3.18), (16.3.19) 的 步骤 , 并 利用 上 一 题 的 方法 , 证 明 (9z) 最 后 可 
写成 [49,50] 


A 


6. 证 明 (16.3.21), (16.3.22) 和 (16.3.28) 式 . 

7. 在 (16.3.19) 和 (16.3.26) 两 式 中 , 各 分 别 取 S=1/2, 1, 3/2, 2, 得 到 (S*) 的 具 

8. 取 9=1/2, 1, 3/2, 计算 简 立 方 晶体 的 (3Sz) 随 温度 的 变化 曲线 . 

9. 对 于 铁 磁体 , 考虑 简 立 方 , 体 心 立方 和 面 心 立方 , 考虑 到 第 三 近邻 的 交换 作 
用 , 分 别 用 万 , 几 和 Js 表示 最 近邻 , 次 近邻 和 第 三 近邻 交换 的 强度 . 计算 z 分 量 磁 
化 强度 . 给 出 此 时 居 里 温度 的 表达 式 . 

10. 对 于 六 角 晶 体 , 计算 z 分 量 磁化 强度 . 给 出 此 时 居 里 温度 的 表达 式 . 

11. 从 (16.3.19) 式 出 发 , 给 出 温度 趋 于 替 了 一 0 时 磁化 强度 的 近似 表达 式 . 求 
出 居 里 温度 的 表达 式 . 

12. (16.4.2) 式 只 计算 了 三 维 的 情况 , 得 到 了 在 接近 零 温 时 的 自发 磁化 强度 的 
表达 式 . 对 于 二 维和 一 维 的 情况 , 作 同 样 的 计算 . 分 析 无 磁场 时 的 结果 . 现在 的 哈密 
顿 量 是 (16.1.5) 式 , 无 磁场 时 是 一 个 各 向 同性 的 哈密 顿 量 . 结论 是 : 各 向 同性 的 海 
森 伯 哈密 顿 量 在 二 维和 一 维系 统 中 没有 自发 磁化 强度 加. 

13. 利用 (16.5.20) 式 的 条 件 , 验证 (16.5.21) 式 是 (16.5.19) 式 的 解 . 

14. 由 (16.5.44) 式 证 明 , 对 于 任意 9, 无 外 场 时 两 个 子 晶 格 的 自发 磁化 强度 是 
大 小 相等 , 方向 相反 的 . 

15. 对 于 面 心 立方 晶体 , 设想 反 铁 磁 的 可 能 的 构 型 站 ,合适 地 划分 子 晶 格 , 计算 
每 个 子 晶 和 格 的 z 分 量 磁化 强度 的 表达 式 . 

16. 对 于 只 有 两 个 单 原 子 层 的 铁 磁 薄膜 , 两 层 的 磁化 强度 是 完全 一 样 的 . 请 给 
出 任意 自 旋 9 时 z 分 量 磁化 强度 (9z) 的 表达 式 . 

17. 从 第 12 题 我 们 知道 , 二 维 平面 , 即 一 个 单 原 子 层 的 各 向 同性 的 海 森 伯 哈 密 
顿 量 系统 是 没有 自发 磁化 强度 的 . 分 别 对 于 二 单 原 子 层 和 三 单 原子 层 的 铁 磁 薄膜 分 
析 , 这 样 的 系统 中 是 否 可 以 有 自发 磁化 强度 4 

18. 编程 计算 5ML 的 铁 磁 薄膜 的 各 层 磁化 强度 随 温度 变化 的 曲线 . 对 于 有 外 
场 和 无 外 场 的 情况 都 作 计算 . 
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19. 对 于 几 种 反 铁 磁 薄膜 的 构 型 推导 公式 ， 编程 计算 5ML 的 反 铁 磁 薄膜 的 各 
层 每 个 子 晶 格 磁 化 强度 随 温度 变化 的 曲线 . 

20. 对 于 (16.7.1) 式 的 哈密 顿 量 , 选择 (16.7.2) 式 的 算 符 构 造 推 迟 格林 函数 , 仿 
照 (16.6.24)~ (16.6.31) 式 的 步骤 进行 推导 , 得 到 PP 的 矩阵 元 (16.7.4) 式 . 

21. 外 加 磁场 , 推导 得 到 PP 的 和 矩阵 元 (16.7.4) 式 . 计算 各 种 参量 下 磁化 强度 随 
温度 的 变化 . 

22. 求 出 矩阵 P(16.8.18) 式 的 本 征 值 是 (16.8.19) 式 , 相应 的 本 征 向 量 矩 阵 及 其 
北 矩 阵 是 (16.8.20) 式 . 

23. 由 (16.8.27) 式 证 明 (16.8.29) 和 (16.8.30) 式 . 

24. 从 (16.8.30) 式 证 明 (16.8.32) 和 (16.8.33) 式 . 

25. 对 于 S=1 的 情况 ,从 (16.8.34) 求 出 (9S”) 和 ((5”)?) 的 表达 式 . 验证 它们 就 
是 (16.8.38) 和 (16.8.39) 式 中 取 5=1 的 结果 . 

26. 由 (16.8.52) 和 (16.8.53) 式 给 出 万 (四 及)， 有 (W), 有 (4) 四 个 函数 的 表达 
式 . 证 明 其 中 含有 (16.8.32) 式 . 

27. 求 出 和 矩阵 P(16.8.66) 式 的 本 征 值 是 (16.8.68) 式 , 相应 的 本 征 向 量 和 矩阵 及 其 
运算 阵 是 (16.8.69) 式 . 

28. 利用 (16.8.68) 和 (16.8.69) 式 代入 求 出 (16.8.22) 式 和 矩阵 及 . 并 证 明 (16.8.71) 
式 . 

29. 对 于 铁 磁体 , 考虑 简 立 方 , 体 ' 心 立方 和 面 心 立方 , 考虑 到 第 人 
用 . 分别 用 帮 , J。 和 .ja 表示 最 近邻 , 次 近邻 和 第 三 近邻 交换 的 强度 计算 三 分 量 磁 
化 强度 . 

30. OE et me dh a 
可 以 推导 出 对 于 任意 自 旋 S 都 适用 的 三 分 量 磁化 强度 的 解析 表达 式 . 试 给 出 推导 
过 程 与 结果 . 

ee lm RSet oR hide 
式 中 不 扔 述 记 》 - [1302 3GY 人 mn) 和 ig Do— [1 3m) 0 


vj wm， vj vj Tm, vj 


-(Syi) 这 两 项 , 推导 (16.9.32) 式 中 书 矩阵 的 矩阵 元 的 表达 式 . 
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第 十 七 章 ”有 凝聚 的 玻 色 流体 的 格林 泡 数 


在 第 十 章 中 , 使 用 零 温 格林 函数 的 方法 处 理 了 费 米 子 或 电 声 作用 系统 的 基态 . 
在 第 十 二 章 中 , 则 采用 松原 函数 可 以 处 理 非 零 温 非 凝聚 的 任何 平衡 系统 . 后 者 所 采 
用 的 图 形 技术 的 形式 与 零 温 格林 函数 的 基本 上 完全 一 样 . 现在 对 于 平衡 系统 来 说 ， 
只 剩 下 有 凝聚 的 玻 色 流体 系统 还 未 处 理由 于 残 色 凝聚 是 在 非常 接近 绝对 零度 的 
低温 下 出 现 的 现象 , 所 以 一 般 用 零 温 时 的 格林 函数 . 但 第 十 章 的 技术 不 能 直接 运用 ， 
原因 是 那儿 作 了 一 个 最 基本 的 假设 , 即 绝热 近似 假设 . 而 这 一 假设 在 目前 情况 下 不 
适用 , 因为 在 缓慢 加 上 相互 作用 时 , 玻 色 流体 会 发 生 凝 聚 与 非 凝 聚 之 间 的 相 变 , 基态 
的 性 质 有 了 改变 . 本 章 专门 讨论 如 何 处 理发 生 凝 聚 时 的 系统 . 


817.1 凝聚 玻 色 流体 的 性 质 


17.1.1 无 相互 作用 基态 
由 于 玻 色 子 系 不 受 泡 利 原 理 的 限制 , 无 相互 作用 基态 中 所 有 粒子 都 处 于 动 其 与 
能 莉 为 零 的 状态 . 整个 流体 处 于 静止 (我 们 不 考虑 系统 的 整体 运动 ). 系统 的 化 学 势 
为 零 . 假如 系统 有 NN 个 粒子 , 将 N 粒子 的 无 相互 作用 基态 记 为 180(N)). 记 动 莉 为 
k 的 产生 、 泽 没 算 符 为 of 、ak, 则 非 零 动量 的 淹没 算 符 的 作用 效果 为 : 
ag|Bo(N)) = 0,k#0 (Ly 
ak 的 作用 效果 是 一 动量 为 上 的 激发 态 . 动量 为 零 的 ao, al 的 作用 效果 为 
ao| Bo(N)) = VN|GBo(N — 1)), at|Bo(N)) = VN+1GBo(N + 1)) (17.1.2) 
17.1.2 有 相互 作用 基态 
在 有 相互 作用 的 情况 , 绝对 零度 时 的 基态 | 如 》 中 , 粒子 不 一 定 全 部 处 于 kk =0 
的 状态 . 但 是 如 果 流 体 是 静止 的 , 则 系统 的 总 动量 为 零 . 设 系统 总 动量 的 算 符 为 PP， 
则 应 有 
PI)=0 (17.1.3) 
本 章 我 们 只 考虑 静止 的 流体 . 
这 时 , 由 于 玻 色 凝聚 , 仍然 有 宏观 数量 的 粒子 处 于 =0 的 态 . 假如 这 样 的 粒子 
有 No 个, 而 非 零 动量 的 粒子 有 NN' 个 , 那么 总 粒子 数 为 
N=No+t+N’ (17.1.4) 


§17.1 效 聚 玻 色 流体 的 性 质 . 387 . 
或 者 两 边 除 以 体积 写成 粒子 数 密 度 的 形式 
n=no+n (17.1.5) 
现在 考虑 场 算 符 的 傅 里 叶 展 开 式 
p(T) = n> >》 akeie -+ i > akei (17.1.6) 


我 们 把 零 动 其 项 单独 写 开 来 . 后 项 的 求 和 中 带 一 拓 表 示 不 包括 零 动量 . 现在 将 上 式 
的 第 一 项 作用 于 相互 作用 基态 


-元 ol 吸 Cwm 1 ) = Vi No 1) (17.1.7) 
这 一 结果 在 体积 了 一 oo 时 不 为 零 , 因为 mo 是 个 有 限量 . 再 来 看 下 列 平均 值 
到 (loo oo) ~ 地 [(No + 一 和 N= 地 一 0 (17.1.8) 


虽然 aoad 和 ulao 都 是 宏观 的 数量 , 但 它们 的 对 易 式 [of, ak] 在 基态 中 的 平均 值 是 
个 微观 小 量 , 可 以 忽略 . 既然 a0ah/V 和 abao/V 之 差 总 是 可 忽略 , 它们 就 可 以 当 作 普 
通 的 数 来 对 待 , 进而 ao/VVY 和 由 /V7 都 可 以 看 作 是 普通 的 数 , 而 不 用 看 作 是 算 符 . 
由 此 导致 I/Y 的 误差 是 允许 的 . 这 样 由 (17.1.7) 式 , 我 们 可 以 把 ao/YV 和 ab/vVV 
直截了当 地 写 为 Vi0. (17.1.6) 式 的 场 算 符 就 写成 : 


ye) = Vno ty (rz), We) = Viot+y (z) 
= 廊 > 2 hls (17.1.9) 
由 于 w(x) 不 包含 k=0 的 项 , 所 以 当 它 作用 于 无 相互 作用 基态 时 , 见 (17.1.1) 式 ， 
V(r)|Go)=0 (17.1.10) 


在 相互 作用 基态 中 , 凝聚 部 分 的 粒子 k = 0, 非 凝 率 部 分 的 粒子 k 天 0. 它们 之 
间 可 以 交换 粒子 而 不 导致 总 的 动 基 和 能 量 的 变化 .在 非 凝 聚 部 分 取 一 对 动量 相反 
的 粒子 , 放 入 凝聚 部 分 , 得 到 的 仍然 是 总 动量 为 零 的 基态 . 反 过 来 , 从 凝聚 部 分 取出 
一 对 粒子 , 使 它们 带 有 相反 动量 而 进入 非 凝 聚 部 分 , 也 还 是 基态 .因此 连续 两 个 漂 
没 算 符 或 产生 算 符 作用 在 基态 上 . 


yz (rN), wi(w)w tz) op (17.1.11) 
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其 结果 仍然 是 基态 . 再 写 得 明显 一 些 
VT PN No, N')) x Ive (No + 2, N’ — 2)) (17.1.12a) 
pia rE No, N')) x WE (No — 2, N’ + 2)) (17.1.12b) 
由 于 现在 的 场 算 符 只 作用 于 非 凝 聚 部 分 ， ee 
连续 潭 没 的 两 个 粒子 进入 了 凝聚 部 分 . 这 样 始终 保持 总 粒子 数 是 守恒 的 . 凝聚 部 分 
起 到 了 一 个 粒子 源 的 作用 . 这 一 点 与 以 前 讨论 的 情况 不 同 . 前 面 我 们 都 是 暗合 地 仿 
定 了 粒子 源 在 无 限 远 处 , 我 们 可 以 只 讨论 与 源 完全 无 关 的 系统 , 又 可 以 随意 从 粒子 
源 拿 来 粒子 放 入 系统 (产生 粒子 ) 或 从 系统 中 取出 粒子 放 进 粒子 源 (淹没 粒子 ). 本 
章 的 情况 是 粒子 源 与 非 凝 聚 部 分 共同 构 一 个 系统 , 成 为 我 们 研究 的 对 象 . 
由 于 如 (No, N')) 与 | 赂 Co+ 2 N' -2)) 都 是 基态 , 动量 和 能 量 相同 , 只 是 粒 
子 数 分 布 不 同 , 它们 的 交友 不 为 零 , 即 矩 阵 元 
(WH(No, N')IWE (No + 2, N’ — 2)) (17.1.13) 


是 不 为 零 的 ， 
男 一 方面 , 如 果 只 有 一 个 产生 或 漆 没 算 符 作用 , 这 样 的 矩阵 元 为 零 . 因为 产生 
或 适 没 一 个 非 零 动量 的 粒子 , 得 到 系统 的 总 动量 不 为 零 
(val (WB) = 0 (aly (2)I) =0 (17.1.14) 
可 以 再 稍 详细 些 证 明 这 一 点 . 总 动量 算 符 P = 2 jioktak. 易 算 得 [P,al] = fiai, 
k 关 0. 将 此 式 作 用 于 基态 |%8), 利用 (17.1.3) 式 ， 有 Pa ly8) = ikak lw8), k #0. 可 


见 a 内 ) 是 忆 的 k#0 的 本 征 态 , 故 有 ( 旭 |ahlw8) = 0, 再 取 其 共 罗 f, 这 就 证 明了 
(17.1.14) 式 . 


17.1.3 ” 弱 激 发 谱 
有 两 体 相互 作用 时 哈密 顿 量 可 写成 


2 
也 
H= >， 2 bop 下 3 al 10q2 Qp2 (17.1.15) 


其 中 考虑 到 基态 时 小 动量 的 粒子 的 数目 应 所 以 两 体 相互 作用 势 的 储 里 叶 变 
换 值 V(p) 都 用 零 动 量 时 的 值 V(0) 来 代替 注意 , V(p) 是 和 动量 有 关 的 . 在 产生 
和 泽 没 一 对 粒子 时 , 会 产生 一 对 粒子 的 动能 , 但 是 基态 的 总 能 量 仍然 是 不 变 的 , 原因 
是 , 这 时 粒子 之 闻 的 相互 作用 能 也 有 了 变化 . 式 (17.1.15) 是 在 做 数值 计算 时 所 做 的 
近似 . 通过 量子 力学 方法 可 计算 出 了 =0 时 内 能 和 化 学 势 的 一 级 近似 . 


Eo = N2V(0)/2V, p= NV(O)/V =nV(0) (17.1.16) 
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弱 激发 时 , 哈密 顿 量 可 写 为 


H= E+ > 'e(p)btbp (17.1.17) 

其 中 
Ee(p) = VU2p2 十 (p22/2m)? (17.1.18) 
= VnV(0)/m (17.1.19) 


s (p) 是 元 激发 能 量 , v 是 弱 激发 为 声 子 时 声 子 的 速度 . 


817.2 ”格林 函数 和 反常 格林 函数 
17.2.1 格林 函数 


基态 格林 函数 的 定义 仍 如 第 九 章 . 由 于 把 场 算 符 按 (17.1.9) 写成 了 两 部 分 , 所 
以 格林 函数 成 为 


iG(z1, 2) = (WEIT Wa (z1) Wh (22)) YR) = no +iG'(zi za) (17.2.1) 


其 中 
iG'(z1, za) = (RT IW (zi) WE (22)] SS) (17.2.2) 
在 得 到 (17.2.1) 的 第 二 个 等 式 时 利用 了 (17.1.14) 式 . (这 儿 把 坐标 空间 的 格林 函数 
也 写成 大 写字 母 G, 以 便 与 下 面 反常 格林 函数 FF 的 大 写 一 致 ). 由 于 第 一 项 no 是 个 
数 . 所 以 只 要 计算 出 G' ， ee 我 们 把 G' 亦 称 为 格林 函数 . 
由 于 排除 了 有 零 动量 项 之 后 , (zx = 者 》 %e*“al 中 已 没有 哪个 动量 值 拥有 
宏观 数量 的 粒子 , 所 以 这 时 场 算 符 w 的 性 质 与 第 八 ~ 十 章 所 使 用 的 场 算 符 一样. 


因此 9.2.1 节 中 零 温 格林 函数 的 所 有 公式 (9.2.1)~(9.2.32) 对 G' 也 都 适用 , 只 要 取 
其 中 玻 色 子 的 符号 即 可 . 例如 格林 函数 对 时 间作 傅 里 叶 变换 后 的 表达 式 为 (9.2.16). 


AeiPm(N+1)-m/h Be-iPm(N-1)-m/h 
sh i i 
(17.2.3) 
其 中 
= | OM, Bn = | Om)p (17.2.4) 


其 他 各 量 见 (9.2.12), (9.2.13) 式 . 用 与 (9.2.17), (9.2.18) 式 相同 的 办 法 可 证 ， 


区 = (17.2.5) 
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将 (17.2.3) 式 再 对 空间 坐标 作 传 里 叶 变换 得 到 莱 曼 表示 


， Amd[k— Pn(N+1)/N Bnd[k+ Pn(N—1)/ 
SE CD [Re homn(N+1)+iOF ft hwon(N—1)—n—i0r 
(17.2.6) 


特别 是 格林 函数 的 虚 部 由 (9.2.27) 可 知 , 总 是 负 的 . 
ImG’(k,w) <0 (17.2.7) 


计算 物理 量 的 公式 , 也 可 仿照 9.2.2 节 的 方法 来 推导 . 实际 上 可 仿照 相应 的 公式 
直接 写 出 来 . 这 儿 要 注意 , 由 于 是 计算 整个 系统 的 量 , 应 该 把 (17.2.1) 式 的 总 的 格林 
函数 代入 , 其 中 no 是 均匀 的 , 不 随时 间 变 化 的 . 只 考虑 自 旋 为 零 的 粒子 . 由 (9.2.72)， 
(9.2.78) 得 到 粒子 数 密度 . 


(n(z2)) = iG(zt, | = no +iG (zt, wtt) 
dw 0+ 
sb ey 17.2. 
+ pa s/w/ 守 G’ (ks ww) (17.2.8) 
由 (9.2.71), (9.2.77) 得 总 动能 
(T)=i/dzli 入 vaG t, ztt 
= Z lm |-3 Ve (zt, wt ) 
2 
-il aa lim (eb) 
TL 2m, 


dk dw 天 k2 eiw0t 
(2r)3 2r 2m 


由 (9.2.74), (9.2.79) 得 二 体 相 互 作用 势能 


G’(k,w) (17.2.9) 


1 i o 0 让 2 /7 十 
(H') = ; | 和 lim + 吕 + G(zt, zt" ) 
We i 0 局 2 / /7 十 
一 as lim (w+ py +t) Cet zt ) 


dk dw 2 0+ Ay 
这 17.2.1 
Fnop+ 27 / (各 ji th)e GG (k,w) (17.2.10) 


基态 能 量 为 


dk dw 
(27)3 2 


Es = (T+H') = goutav / (w 十 2 十 虽 eiw0 G'(k,w) (17.2.11) 
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其 中 第 一 项 与 (17.1.16) 式 一 致 . 其 余部 分 为 非 凝聚 部 分 的 贡献 . 最 后 , 如 89.3 所 讨 
论 的 , 格林 函数 的 极点 给 出 元 激发 谱 .no 无 极点 . 所 以 元 激发 谱 由 下 式 决 定 

-一 -~ =0 (17.2.12) 
并 且 只 取 这 一 方程 的 正 根 . 
17.2.2 ”反常 格林 函数 


格林 函数 描述 了 一 个 粒子 产生 后 经 过 传播 又 泽 没 的 过 程 . 在 17.1.2 节 中 我 们 看 
到 , 在 目前 的 系统 中 还 可 以 存在 连续 产生 两 个 或 连续 淹没 两 个 ( 非 零 动量 ) 粒子 的 
过 程 . 反常 格林 函数 就 是 专用 于 描述 这 样 的 过 程 的 . 定义 反常 格林 函数 如 下 : 


F(z1,72) = 一 io 全 [azi)w (72)] IW) 


Pt(z1,72) = 一 if 看 | 全 [wa(ca)Wa(za)] I) (17.2.13) 


肥 常 格林 函数 的 一 些 性 质 如 下 . 首先 , 在 均匀 空间 中 , 它们 是 坐标 差 zx = z1 一 zx2 
的 函数 ， 


F(x1,72) = FF(zl ~ 22) = F(z)，F+(ziza) = F+(z) (17.2.14) 

其 次 , 由 下 函数 的 定义 , (7z1, zz) = 下 (Zz2, z1)(%H' 是 玻 色 算 符 ), 所 以 
F(z) = F(—z) (17.2.15) 
Sib 经 过 傅 里 叶 变换 自然 得 到 , 在 动量 表象 中 , F 也 是 动量 的 偶 函 


FR(p)= PF(=p) (17.2.16) 


在 静止 流体 中 , ak 和 al 的 非 零 秆 阵 元 都 是 实数 . 在 这 一 意义 上 , ax 与 oi 都 可 以 看 
成 是 实 的 , 即 op = 忆 . 这 时 将 (17.1.9) 式 定义 的 场 算 符 变 成 海 森 伯 算 符 , 就 有 


pH(z,t) = WE(—z, ~ (17.2.17) 
这 时 容易 验证 : 
Ft+(x1, 22) 3 F(—Z1, 一 22) (17.2.18) 
或 者 
F+(z) = F(—z) (17.2.19) 
得 到 


F+(z) = F(z) (17.2.20) 
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即 在 静止 流体 中 两 个 反常 格林 函数 与 Ft+ 相等 . 对 于 下 函数, 可 如 G' 函数 一 样 
推导 它 的 表示 , F 函数 与 G'(p) 函数 具有 相同 的 极点 . 

有 限 温度 时 , 可 定义 反常 松原 函数 . 反常 格林 函数 也 可 定义 相应 的 推迟 、 超 前 、 
小 于 和 大 于 函数 . 


17.2.3 ”无 相互 作用 系统 的 格林 溪 数 
下 面 一 节 我 们 仍然 要 运用 威 克 定理 来 发 展 图 形 技术 , 因此 有 必要 先 计算 出 无 相 


互 作用 基态 的 格林 函数 和 反常 格林 函数 . 
先 看 格林 函数 


iG'O (za za) = (BolTi lw (x1)W (22)] | Fo) 
= 0(t1 — to)(Bol[W (rit) I (22t2)| go) 
十 (ta —t1)(Bolly i (woto) i (z1t1))| G0) (17.2.21) 


由 (17.1.10) 式 立刻 可 知 上 式 的 第 二 项 为 零 . 因此 只 有 产生 算 符 在 右边 先 作用 , 上 式 
才 不 为 零 . 也 可 以 换 一 个 说 法 , 即 只 有 五 一刀 > 0, 或 妇 > to 时 ,无 相互 作用 基态 的 
格林 函数 才 不 为 零 . 

虽然 一 个 无 相互 作用 玻 色 系统 基态 的 化 学 势 为 零 上 = 0. 但 一 般 说 来 , 无 相互 
作用 的 激发 态 和 相互 作用 系统 的 化 学 势 不 为 零 . 所 以 我 们 宁愿 先 把 jy 写 出 来 , 认为 
它 是 个 参量 . 因此 有 效 哈密 顿 量 为 


We (17.2.22) 
相互 作用 绘 景 中 的 场 算 符 为 
1 0 
wie0= 起 3 (17.2.23) 
en = 让 12/(2m) (17.2.24) 


现在 将 (17.2.23) 式 代 入 (17.2.21) 式 并 利用 (golakap| 60) =0, (Golapak| Bo) =1, 并 
将 对 上 的 求 和 写成 积分 . 


Cond) = -i Chg) (17.2.25) 
利用 (9.1.22) 式 , 可 得 到 四 维 动量 表象 中 的 格林 函数 ， 
G0 (k,w) = a (17.2.26) 


hw — ert+h+iot 


代入 (17.2.8) 式 可 知 , 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 , 对 粒子 数 无 贡献 , 因为 此 时 没有 
非 零 动量 的 粒子 , n = no. 
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(17.2.26) 式 只 在 下 半 平 面 有 极点 . 它 与 费 米 系 的 情况 (9.4.19) 不 同 的 是 , 只 有 
粒子 部 分 , 而 无 空 穴 部 分 . 这 是 玻 色 系统 的 特点 . 
对 于 反常 格林 函数 , 则 有 


FO (x1, 722) =0, F(t(p1, x2)=0 (17.2.27) 


前 面 一 个 式 子 是 因为 (17.1.10) 式 , 后 一 个 式 子 是 前 一 式 的 厄 米 共 印 ， 或 者 ,因为 
Wi(z1)w'i(z2)|8o) 是 无 相互 作用 系统 中 具有 非 零 动量 粒 子 的 激发 态 ， 它 必然 与 基 
态 正 交 . 

最 后 再 强调 一 下 无 相互 作用 基态 |80) 与 相互 作用 基态 | 如 ) 的 差别 . |80) 只 有 
一 种 可 能 : 所 有 粒子 都 处 于 零 动 量 态 . 只 要 有 一 个 粒子 具有 非 零 动 量 , 系统 的 能 基 
就 与 |50) 不 同 而 成 为 激发 态 . 而 上 所 ) 中 有 部 分 粒子 处 于 凝聚 状态 , 其 余部 分 为 非 
专 动量 粒子 (这 是 由 于 相互 作用 而 导致 的 ). 系统 总 动量 仍 为 零 . 凝聚 部 分 与 非 凝 聚 
部 分 之 间 可 以 有 粒子 交换 , 结果 同样 是 基态 . 能 量 、 动量 都 无 变化 . 并 由 动量 守恒 可 
以 知道 , 交换 的 必然 是 动量 相反 的 成 对 粒子 . 


817.3 图 形 技术 


现在 的 格林 函数 G' 与 反常 格林 函数 是 针对 非 凝聚 部 分 的 场 算 符 w' 来 定义 的 . 
它们 都 可 以 写成 相互 作用 绘 景 中 的 场 算 符 的 编 时 乘积 在 无 相互 作用 基态 中 的 平均 
值 . 然后 可 按 (10.1.7) 一 样 写 出 微 扰 论 的 展开 式 . 例如 格林 函数 G' 为 


a | 
iG (x,7 /) = tI 2 en 了 (下 dt1 dt2.: we dtn 


‘(golTile WIw HE H(t): Hiltn)]| Go) (17.3.1) 


由 于 (17.1.10) 式 , 微 扰 展开 的 每 一 阶 中 的 编 时 乘积 的 平均 值 可 应 用 威 克 定理 简化 为 
各 种 可 能 的 成 对 收缩 之 积 的 和 , 其 中 每 一 对 收缩 都 是 无 相互 作用 的 格林 函数 . 如 果 
仍 用 有 方向 的 单 粒子 线 代 表 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 , 用 虚线 代表 相互 作用 势 ， 
用 图 形 表示 每 个 微 扰 项 的 贡献 , 那么 如 810.2 中 的 情况 一 样 , 不 相连 图 形 不 用 考虑 ， 
它们 和 分 母 因 子 (go|S|@o) 准确 地 抵消 . 我 们 不 加 证 明 地 叙述 了 上 面 这 些 结论 , 因 
为 证 明 过 程 不 重要 , 读者 只 要 记 住 这 些 结论 就 行 了 . 下 面 要 制定 图 形 规则 . 

在 应 用 威 克 定理 的 时 候 , 成 对 算 符 的 收缩 是 无 相互 作用 基态 的 格林 函数 或 反常 
格林 函数 . 但 后 者 因为 (17.2.27) 式 而 为 零 , 因此 只 剩 下 格林 函数 . 也 就 是 说 图 形 中 
只 有 表示 因 iG") 的 单 粒子 线 , 而 没有 iF(0) 这 样 的 线 . 

我 们 只 考虑 两 体 相互 作用 , 这 时 微 扰 哈密 顿 量 为 


万 i 一 5 ) dzidzoy i (x1) wi (zo)V (21 — zw2) (22) (71) (17.3.2) 
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注意 (17.3.2) 中 的 少 是 完全 的 场 算 符 , 所 以 要 用 (17.1.9) 式 代 入 . 代入 的 结果 (17.3.2) 
式 展开 成 2=16 项 , 其 中 有 四 项 为 零 , 因为 有 


/ dzW'(z) = 元 》 apt / dzeik'® 一 》 ‘ak6(k)=0 (17.3.3) 
k 


k 


不 为 零 的 12 项 合并 为 八 项 , 它们 是 


bo = 3/ dzldz2V(zZ1 一 22) = 到 mV(O) (17.3.4) 
5 机 一 jn // dzldzaVY (zl — zo) (T1)Y (22) (17.3.5a) 
2 一 ino / dzxidzw2V (21 = To) (zt (1x2) (17.3.5b) 
Vs=no // dz1dz2V (21 一 ro) (zi) (22) (17.3.5c) 
Va 一 No ol dzlidzo2Y (zi = To) (zw1) (21) (17.3.5d) 
Vs 一 vm// dzxidz2V (21 = xo) (wi) pt (x2) (21) (17.3.5e) 
= / / a PR (17.3.5f) 


3 三 i// dzwidz2V (21 一 za)’ (wi (wo) (x22) (21) (17.3.5g) 


以 上 各 式 中 我 们 利用 了 (zi 一 zz) = V(x2 一 21)，Eo 是 个 常数 , 至 多 只 引起 一 个 
能 其 零点 的 移动 , 故 没有 贡献 . 式 中 的 因子 Vo 应 在 图 形 中 反映 出 来 . 我 们 用 一 端 
带 小 圈 的 直线 来 代表 因子 vi, 它 的 另 一 端 接 在 代表 相互 作用 的 虚线 的 一 端 , 表示 
疼 罕 部 分 的 粒子 与 其 他 粒子 有 相互 作用 . 

格林 函数 与 反常 格林 函数 的 零 阶 微 扰 项 是 显然 的 , 前 者 为 G'(0) 就 是 (17.2.25)， 
后 者 FO) = F100)=0, 见 (17.2.27). 下 面 来 计算 一 阶 微 扰 项 . 


iG@)(lco) = 证 人 oati(golTelW i (2) (oH) go)o (17.3.6) 


现在 把 (17.3.5) 式 的 七 项 代入 . 可 以 发 现 , 由 于 威 克 定理 , 收缩 的 结果 是 只 有 Vs 和 
三 两 项 是 不 为 零 的 . 


i 二 人 di (BolTel[(Var + Vi) i (2) (2 ))| Bo)o 


1 CO Oo 
一 Fi" / an | dz1dz2liG" (zx 一 Za2)jiG' (zl 一 2Z/) 
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FG Z1)iG" (zi 一 zx) V(x1 — 22) 
= no nana Gote — Zz2)iG® (x1 — 7) 
+iG® (zx — zi)iG"® (zi1 — 2)] (17.3.7) 


注意 , 由 于 (17.3.2) 式 中 算 符 的 顺序 , 其 中 产生 算 符 在 时 间 上 要 比 漂 没 算 符 晚 . 因此 
有 些 收缩 为 零 . 其 中 仍 如 以 前 一 样 , 定义 了 


V(z1 = Z2) 一 V(z1 二 XT2)0(t1 a t2) (17.3.8) 


同 理 , 计算 反常 格林 函数 , 只 有 2/2 的 项 对 F 的 贡献 不 为 零 ,Vi/2 的 项 对 F102 
的 贡献 不 为 零 . 


Re 让 人 dti(BolTelw’ i (7) "iz ) Hr(t1))| Go)e 
= i dti( golT BA |@o)c 
一 no | swansiG® (x — x1)iG") (2’ 一 zo) Ve —722) (17.3.9) 
BIO (we 于 dti(golTi ly a) i(z) Hi(ti))| go)e 
= mn vile | mc 
i mo | dni dirsiG"® (zi 一 Z)iG'o (x’ 一 za) 二 Ya 一 Z2) (17.3.10) 
其 中 每 一 式 都 有 两 种 收缩 , 不 过 在 后 项 中 交换 指标 1 和 2, 可 知 , 两 项 实际 上 是 一 
样 的 . 上 面 各 式 中 对 | 无 ) 求 平均 的 下 标 c 表示 只 考虑 相连 图 形 , Vit、Vor 等 下 标 
为 I 表示 这 些 项 转变 为 相互 作用 绘 景 中 的 量 . 在 一 阶 微 扰 项 中 都 不 出 现 (17.3.5) 式 
Vs、Ve、W7 三 项 , 仔细 的 考察 可 以 发 现 (参看 下 面 讲 的 图 形 规则 ), V6、Ve 两 项 只 在 
二 阶 及 以 上 的 微 扰 项 中 才 出 现 , V7 则 只 在 三 阶 及 以 上 微 扰 项 中 才 出 现 . 
现在 我 们 如 果 用 有 方向 的 直线 代表 因子 iG'o) (zi1, za), 方向 从 za 指向 zi, 用 
虚线 代表 因子 V(xz1 一 zz)/( 访 )( 注 意 同 一 根 虚 线 两 端 时 间 相 等 ), 用 一 端 带 小 图 的 直 
线 ( 称 为 凝聚 粒子 线 ) 代表 因子 no, 它 的 另 一 端 接 于 虚线 的 一 端 , 并 对 所 有 顶点 的 
四 维 坐 标 积分 , 那么 我 们 就 得 到 一 阶 微 扰 项 的 图 形 表 示 , 见 图 17.1. (17.3.7) 式 的 两 
项 对 应 于 (a) 和 (b), (17.3.9), (17.3.10) 分 别 对 应 于 图 (c) 与 (d). 此 处 要 强调 的 是 ， 
图 17.1 是 对 应 的 一 阶 微 扰 项 (17.3.7), (17.3.9), (117.3.10) 而 非 对 应 于 (17.3.5) 式 中 
的 下 . 
如 果 作 傅 里 叶 变换 到 四 维 动量 空间 中 , 则 每 条 粒子 线 代表 因子 iG "0 (k,w); 每 
条 虚线 代表 因子 V(q,w)/( 志 ) = 了 (9)/( 边 ); 每 条 凝聚 粒子 线 代 表 因 子 Vn, 它 的 四 
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维 动 基 为 零 ; 每 个 顶点 上 应 有 四 维 动量 守恒 ; 对 所 有 内 线 的 独立 动量 作 四 维 积分 . 这 
样 得 到 的 图 形 与 坐标 空间 中 的 一 样 , 只 是 标 名 不 同 . 由 于 用 动 基 、 能量 标记 , 物理 意 
义 更 为 明确 . 再 就 是 相应 的 表达 式 较为 简洁 . 


x x 


2 
0 "0 二 
1 1 
1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
一 一 > 一 -一 一 一 一 -一 二 < 一 一 < 一 一 o 一 一 > 一 -一 一 一 0 
和 x x x xX! x x Xx x 


(a) (b) (0) (d) 
图 17.1 一 阶 微 扰 的 图 形 


顶点 共有 四 种 , 见 图 17.2. 每 个 顶点 上 四 维 动量 守恒 . 至 少 有 一 条 零 线 (凝聚 粒 
子 线 的 简称 ) 的 顶点 被 称 为 是 不 完善 的 . 图 17.2(d) 则 称 为 零 顶点 . 


PITP， 


| 
1 

1 1 也 

I 1 

1 1 

I 1 


p Pp, 0 p p 0 0 0 
二 
(a) (b) (9) (d) 


图 17.2 顶点 的 四 种 基本 形状 


在 写 出 各 阶 微 扰 的 图 形 规则 之 前 , 我 们 先 尽量 考察 哪些 图 形 为 零 , 可 以 不 子 考 

虑 . 

首先 , 图 17.3(a), (b) 部 分 的 贡献 为 零 , 因为 由 下 部 零 顶 点 推出 上 部 的 不 完善 顶 

点 动量 不 守恒 , 这 正 是 (17.3.3) 式 表达 的 内 容 . 其 次 图 17.3(c) 无 贡献 , 它 是 由 (17.3.4) 

式 所 表现 的 内 容 , 对 粒子 的 传播 激发 没有 任何 贡献 , 最 多 只 引起 能 量 零 点 的 移动 . 结 
论 是: 凡是 有 一 根 虚 线 将 零 顶点 与 不 完善 顶点 直接 结合 的 图 形 都 可 以 不 了 予 考虑 . 


co 一 一 一 一 0 一 一 0- 
(a) (b) (9 
”图 17.3 贡献 为 零 的 三 种 顶点 
如 果 有 一 条 粒子 线 的 两 端 接 在 同一 根 相 互 作用 虚线 上 , 这 两 端 时 间 应 该 相等 . 


按 以 前 的 规定 , 如 果 格 林 函 数 的 两 个 时 间 t 与 # 相等 的 话 , 总 是 认定 鞋 比 妇 小 一 
无 限 小 量 , 即 产 生 算 符 的 实际 比 潭 没 算 符 的 时 间 晚 ,由 对 (17.2.21) 式 的 讨论 可 知 ， 


817.3 图 形 技 术 Sy 


G0)(t, 妇 ) = G0) (t,tt), 这 时 图 17.4(a), (b) 无 贡献 . 再 有 , 如 果 图 形 中 有 一 个 闭合 
回路 , 它 由 若干 粒子 线 与 虚线 组 成 , 上 且 其 中 所 有 粒子 线 的 方向 相同 , 例如 图 17.4(c)， 
我 们 把 两 两 端点 的 时 间 差 求 和 : (ta 一 三) 上 +( 妇 一 2) 十 (tz 一 t3) 十 (ti 一 t4)=0, 可 见 其 中 
至 少 有 一 个 时 间 差 (例如 去 - 女 ) 为 负 , 相应 的 格林 函数 的 因子 为 零 , 见 (17.2.21) 以 
下 的 讨论 . 因此 , 凡是 有 这 种 回路 的 图 形 无 贡献 . 图 17.4(a), (b) 只 是 这 种 情况 的 两 
个 特例 . 


图 17.4 贡献 为 零 的 闭合 图 形 


在 (17.3.1) 的 展开 式 中 , 由 于 每 个 五 中 含有 (17.3.5) 的 七 项 , 其 中 有 些 项 的 计 
算 为 零 , 所 以 每 一 阶 微 扰 项 中 有 多 少 图 形 很 难 计算 清楚 . 但 有 一 点 是 肯定 的 , n 阶 微 
扰 项 中 有 nn 个 V(z1, x2) 的 因子 , 所 以 n 阶 图 形 中 肯定 有 ”条 虚线 .mn 条 虚线 相互 
交换 可 产生 出 n! 个 拓扑 等 价 图 形 . 只 要 考虑 其 中 一 个 而 将 n 阶 微 扰 项 中 前 面 的 因 
子 1/n! 消去 . 

在 (17.3.5) 式 中 Wi, &, V7 前 面 都 有 个 1/2 的 因子 . 几 是 带 有 这 样 因 子 的 项 ， 
收缩 结果 必然 有 两 项 ， 它 们 的 差别 只 不 过 是 z1 和 x2 交换 而 已 , 但 对 z1 和 za 都 
要 作 积 分 的 , 所 以 结果 相同 , 只 要 考虑 其 中 一 项 而 把 1/2 的 因子 去 掉 即 可 . (17.3.9)， 
(17.3.10) 式 的 计算 就 是 这 方面 的 例子 . 

最 后 观察 图 17.1 可 知 , G' 的 微 扰 图 形 的 两 条 外 线 都 是 一 进 一 出 ;F 的 两 条 外 线 
的 方向 都 是 出 来 ; f+ 的 两 条 外 线 的 方向 都 是 进入 . 

现在 写 出 坐标 空间 中 ” 阶 微 扰 的 图 形 规则 如 下 : 

(1) 画 出 一 切 包 含 ”条 虚线 的 具有 两 条 外 线 的 相连 拓扑 不 等 价 图 形 . G'") 的 两 
条 外 线 方向 是 一 进 一 出 ; Fo) 的 两 条 外 线 的 方向 出 来 , F+(") 的 两 条 外 线 的 方向 是 
进入 . 每 一 个 这 种 图 有 2n 个 顶点 (每 一 条 虚线 连结 两 个 顶点 ). | 

(2) 包含 有 下 述 部 分 的 图 形 可 不 予 考虑 : 一 根 虚线 将 零 顶 点 与 不 完善 顶点 直接 
相连 ; 一 条 粒子 线 的 两 端 接 在 同一 根 相 互 作用 虚线 上 ; 由 若干 粒子 线 和 虚线 构成 的 
闭合 回路 , 其 中 所 有 粒子 线 都 在 同一 方向 . 

(3) 在 每 个 顶点 与 两 个 外 点 处 标 上 四 维 坐标 xz;=(ziti)， 每 一 根 虚 线 代表 因子 
V(xzi 一 27)/( 议 ) =V(2i 一 2;)6(ti 一 石 )/(i); 每 一 条 有 方向 的 粒子 线 代表 因子 1G'(0) (zi， 
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zh 让 方向 从 zj 指向 zi; 每 一 条 零 线 代表 因子 Vi6. 对 每 个 顶点 上 的 四 维 时空 坐 标 
积分 . 

在 动量 空间 中 的 图 形 规则 , (1) 和 (2) 条 如 上 相同 . 第 3 条 改 为 : 

(3) 在 每 条 线 上 标记 四 维 动量 . 每 根 虚 线 代 表 因子 V(q)/(i); 每 根 粒 子 线 代表 
因子 i G0)(k); 每 根 零 线 代表 因子 v 而 , 它 的 四 维 动量 为 零 . 在 每 个 顶点 处 动量 守 
恒 . 对 所 有 独立 的 动量 变量 作 积分 /d4k = Jdkdw, 每 个 四 维 积分 乘 以 因子 1/(2n)4. 
图 17.5~ 图 17.7 分 别 画 出 了 G', F 和 Ft+ 的 所 有 二 阶 微 扰 图 形 . 容易 看 出 将 的 
图 形 中 所 有 箭头 的 方向 相反 , 就 得 到 f+ 的 图 形 , 反之 亦 然 . 


1 

1 

1 

1 8 1 

一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 -一 一- 一 
(a) (b) (c) 


0 一 0 一 一 一 ”一 一 一 一 一 0 0 一， 一 co- 一 一 一 一 


(g) 
图 17.5 G’' 的 所 有 二 阶 微 扰 图 形 


CT 0 00 C0 
(a) (b) (0) 
图 17.6 FF 的 所 有 二 阶 微 扰 图 形 


(a) (b) (9) 
图 17.7 Ft 的 所 有 二 阶 微 扰 图 形 
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现在 我 们 写 出 图 17.1(a), (b) 在 动量 空间 中 的 表达 式 : 


:GD (kw) = iG (kw)V(R) + V (OG (kw) 0 


此 式 因 无 独立 的 内 动量 而 无 须 积分 . 此 式 也 可 由 (17.3.6) 式 作 傅 里 叶 变换 得 到 , 说 
明 动 量 空间 中 的 表达 式 确实 比 坐标 空间 中 的 表达 式 简单 . 


817.4 正规 自 能 与 戴 森 方程 


在 各 阶 微 扰 图 形 中 , 两 条 外 线 的 动量 不 属于 积分 变量 , 它们 与 其 他 部 分 是 相 乘 
的 关系 . 我 们 把 去 掉 两 条 外 线 后 的 部 分 称 为 自 能 部 分 . 如 果 用 双 线 代表 总 的 格林 函 
数 , 那么 总 的 格林 函数 与 自 能 部 分 的 关系 见 图 17.8. 
G%(-p) 


0 p Gp) 


G"(p) -Pp G %( —p) 


Gp) GO) 谍 0 
四 ) 


(a) (b) (c) 
图 17.8 三 种 格林 函数 在 只 用 自 能 时 的 戴 森 方程 的 图 形 表 示 


进一步 , 凡是 切断 一 根 粒 子 线 而 将 图 形 分 成 不 相连 的 两 部 分 的 , 称 为 非 正规 自 
能 , 否则 称 为 正规 自 能 . 我 们 将 各 阶 正规 自 能 之 总 和 就 称 为 正规 自 能 . 图 17.9 表示 
了 三 种 正规 自 能 . 这 儿 要 注意 的 是 , 自 能 或 正规 自 能 都 应 该 是 不 带 外 线 的 . 但 是 在 下 
面 画 出 具体 的 各 阶 图 形 时 , 如 果 不 带 外 线 , 有 些 顶 点 显得 残缺 , 所 以 我 们 在 作用 图 表 
示 时 总 是 给 它们 带 上 外 线 以 示 区 别 . 正规 自 能 2*/( 议 ) 的 下 标 有 两 个 数字 , 第 一 个 
表示 两 根 外 线 中 “ 彰 外 ”的 数目 , 第 二 个 表示 两 根 外 线 中 “ 朝 内 ”的 数目 . 图 17.10， 
图 17.11 分 别 表示 了 到 /GA 用 和 2 /( 访 ) 的 一 阶 和 二 阶 贡 献 . 


互 /六 2",/(ih) 三 /向 


20 


oe 


图 17.9 三 种 正规 自 能 
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(a) (b) (9) (d) 


图 17.10 325 /( 坊 ) 的 一 阶 和 二 阶 贡 献 
注意 : 两 条 外 线 是 应 该 去 掉 的 


一 OO 0 


(a) (b) 


图 17.11 如 0/( 壕 ) 的 一 阶 和 二 阶 贡 献 
注意 : 两 条 外 线 是 应 该 去 掉 的 


(b) 
图 17.12 格林 函数 去 掉 端 部 的 一 根 单 粒子 线 和 一 个 正规 自 能 之 后 , 剩 下 的 可 以 是 格林 函 
数 , 也 可 以 是 反常 格林 函数 


现在 G', FF 和 Ft+ 的 各 自 的 微 扰 展开 中 , 都 含有 这 三 种 正规 自 能 , 因此 必须 建立 一 


组 自治 方程 . 按照 前 面 自 能 与 正规 自 能 的 定义 , 自 能 是 由 一 系列 正规 自 能 用 单 粒子 线 串 
联 起 来 的 结果 . 对 于 G' 来 说 , 包括 图 17.12(a), (b) 两 个 图 的 贡献 . 虽然 两 条 外 线 都 是 
同方 向 的 , 但 是 如 果 把 第 一 级 正规 自 能 割 下 , 则 剩 下 的 部 分 分 别 为 G' 与 F+. 这 样 就 得 
到 图 17.13(a) 的 图 形 表示 . 同 理 , 对 已 和 Ft 的 分 析 得 到 图 形 17.13(b), (c). 


OQ - + 0 
Oe— - 一 一 :一 人 一 一 0 
一 一 一 一 - 一 (人 一， 一 (一 一 一 


图 17.13 三 种 格林 函数 在 使 用 正规 自 能 时 的 戴 森 方 程 的 图 形 表示 
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写 出 图 17.13 的 三 个 图 所 对 应 的 解析 表达 式 如 下 ， 

iG'(p) = iG'0(p) 二 iG'(0) (二 区 (piG’(p) + iG’) (E23 (D)iF+(p) (17.4.1a) 
iF(p) = iGO (p)= 2 (PiF(p) +iG'O (p) 5 Lio(P)iG’(-p) (17.4.1b) 

BI Fo (PF+(p) +iG'O(-p) = Dea(p)iO"O) (p) (17.4.1oc) 


现在 的 戴 森 方程 就 是 这 样 一 组 联 立 方程 . 下 面 要 解 出 G'、 玉 和 F+ 的 显 式 ， 联 立 
(17.4.1a), (17.4.1c) 两 式 : 


-OOF Op) = OO pF Ep) Fp) = Wp) (17.428) 
-GODET CP) + OPED (DFP) =0 (17.4.2b) 
系数 行列 式 


4= |-oomi| -opi 
-OV (pO (-p) Bp) Dp) 
= -GO)(p)G) (—p)D(p)/e (17.4.3) 
其 中 定义 了 D(p); 
Dp) = Blp) Dalp) - [Tip) - GO pS (~p) ~ GO 1p)] (17.4.4) 


立即 可 得 到 


G 四 = -DOD) 一 丽 (- (17.4.5) 
P+(p) = -De DD) 17.4.6) 


把 (17.4.5) 式 代 入 (17.4.1b), 可 解 得 
FO) = -D0 D0) (17.4.7) 


将 G'0)(p) 的 表达 式 (17.2.26) 代入 (17.4.3), 并 注意 GO(-p) = G0)(--p, 一 w), 又 
ed, = 60 = Mp/(2m), 


D(p) =502(p) 220(p) 
— [Zp) -hwtep — piot[Sh(-p) +hw +e, —p—iot] (17.4.8) 
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考察 230/( 访 ) 与 兄 /( 访 ) 的 各 阶 图 形 可 得 到 
22o(D) = 202(D) (17.4.9) 


这 就 是 上 一 节 提 到 的 , 将 下 的 图 形 中 所 有 箭头 反 向 就 得 到 F+. 考察 各 阶 正规 自 能 ， 
将 两 条 动量 为 p 的 外 线 去 掉 之 后 , 动量 为 p 的 内 线 改变 为 pf 的 方向 , 图 形 的 贡献 相 
同 . 因此 有 
202(p) = 530(p) = 262(—p) = Ho(—p) (17.4.10) 
再 由 (17.4.8) 得 到 
D(—p) = D(p) (17.4.11) 


再 由 (17.4.6), (17.4.7) 得 
F(p)= Ft(p) = F(-p) = Ft(-p) (17.4.12) 


(17.4.12) 式 已 在 前 面 得 到 , 见 (17.2.16) 式 . 这 是 因为 本 章 只 讨论 静止 流体 ， 就 是 
G'0)(p) 的 表达 式 也 是 静止 流体 的 . 

这 里 应 说 明 的 是 , 虽然 上 一 节 说 的 是 两 体 相互 作用 势 . 但 本 节 的 图 17.8, 9, 12， 
13 都 是 用 最 一 般 的 符号 来 讨论 问题 . 由 此 得 到 的 上 述 关系 实际 上 不 依赖 于 自 能 函 
数 的 内 部 结构 , 从 而 与 粒子 间 两 体 相 互 作 用 的 假设 也 没有 关系 . 上 述 关系 适用 于 任 
何 静 止 的 玻 色 流体 . 

流体 中 的 元 激发 能 基 是 动量 p 的 函数 . 它 由 G' 和 三 的 极点 所 决定 , G'-1(p,w) 
= 0. 也 即 D(p)=0. 下 与 G' 的 极点 是 相同 的 . 对 于 小 动量 , 这 些 激发 应 是 声 子 : 当 
动量 趋 于 零 时 , 激发 的 能 量 也 应 趋 于 零 , p 一 0 时 w 一 0. 因此 激发 的 能 基 应 与 动量 
成 正比 的 . 在 p 一 0 极限 时 的 极点 应 由 D(0)=0 决定 . 由 (15.4.8) 式 得 


532(0) — [5%(0) -NJ? =0 (17.4.13) 
化 学 势 的 解 取 为 (严格 的 证 明 较 长 ) 
4 = 271(0) — 220(0) (17.4.14) 


这 就 是 有 相互 作用 时 化 学 势 的 表达 式 , 它 是 利用 正规 自 能 作 计 算 的 . 这 是 准确 的 表 
达 式 .当然 在 具体 计算 中 , 可 能 对 于 正规 自 能 只 取 到 某 级 近似 . 对 于 无 相互 作用 的 
系统 , 自 能 为 零 , 自然 得 到 化 学 势 为 零 . 

(17.4.14) 式 与 (17.2.8) 式 联 立 , 使 我 们 能 量 够 用 流体 的 密度 n 来 表达 参量 / 和 
no. 


现在 初步 探讨 一 下 弱 激 发 的 情况 . 一 般 把 D(p) 写成 如 下 形式 : 


DP)= [iw— AAP] - [ep — p+ S(p)—i0t]? + B32(p) (17.4.15) 
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其 中 ， 
SP) = 5TH(p) + Ti(-p)] (17.4.16) 
A(p) =3[ 吕 (p) 一 融 (-p) (17.4.17) 


5(p) 是 个 对 称 函 数 , 4(p) 是 反对 称 函 数 . 
现在 我 们 应 用 于 两 体 相互 作用 势 的 情况 . 并 且 只 取 一 级 近似 , 即 在 图 17.10, 11 
中 只 取 一 阶 正规 自 能 图 形 的 贡献 . 有 


二 区 (D) = no V(0) 十 no V(p) (17.4.18) 
填 珊 四 = mo 天 YO (174.19) 

算出 化 学 势 为 
5 开国- 或 (0) = noV(0) (17.4.20) 


这 与 (17.1.16) 式 一 致 . 这 里 V(0) 是 两 体 相互 作用 势 V(x -zx') 的 p=0 的 傅 里 叶 
系数 . 由 于 有 V(-p) = V(p), 由 (17.4.8), (17.4.10) 得 到 


A(p) = 0,5(p) = noV(0) + noV(p) = + noV(p) (17.4.21) 


D(p) = Rw? - [ed +noV(p) 一 i0+]2 + ngV2(p) = rw? — e2(p) +i0+ (17.4.22) 


其 中 定义 了 
ep) = Ve +2noV(p)ed (17.4.23) 


这 是 玻 色 流体 中 存在 两 体 相 互 作用 时 的 元 激发 能 谱 . 它 与 (17.1.18) 式 是 一 致 的 . 算 
出 的 格林 函数 为 
hliiw 十 2p2/2m + noV (p)] 


G'(p,w) = Re eatp) TiO (17.4.24) 
—noV 
F(p,w) = ha rir (17.4.25) 
现在 w 有 两 个 极点 , 将 这 两 个 极点 分 开 . 如 果 令 
iA hiB 
“WT ep) ior Ro retp) ~i0r J 
可 以 算出 
4 1 2 + noV (p) _ 1 E0 二 noV(p) 
A=up=3 | EE i -1 (17.4.27) 
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讨论 色散 关系 es(p) 的 两 个 极端 情况 . 当 |p| »0 时 , 前 一 项 为 小 量 
e(p) = VnoV(p) /mlp| = ulp| (17.4.28) 


此 式 只 有 V(0) > 0 时 也 即 排斥 势 才 有 意义 . 这 是 声 子 的 色散 关系 . 粒子 间 排 斥 势 
使 得 在 长 波 极 限 下 的 色散 关系 是 线性 的 . v 是 元 激发 即 准 粒 子 的 运动 速度 . 它 与 液 
体 中 声速 的 物理 意义 是 不 一 样 的 . 声速 是 液体 波 的 传播 速度 . 但 对 基态 能 其 的 详细 
(而 且 元 长 ) 的 计算 表明 , v 正好 也 是 声速 的 值 . 另 一 个 极端 情况 为 =0 = 让 p2/2m 六 


2noV (p). 这 时 
E(D) = EDA /1+2noV(p)/s2 = ey 二 noV(p) (17.4.29) 


能 量 正比 于 动量 的 平方 , 称 为 旋 子 谱 . 在 目前 的 近似 下 , 准 粒 子 谱 (17.4.23) 无 虚 部 
所 以 准 粒子 的 寿命 无 穷 长 

我 们 来 讨论 一 下 (7.4.26) 式 中 两 项 的 物理 意义 , 计算 单位 体积 内 的 总 粒子 数 
n= net = n+ rar da4piG'(p,w)jeieo+ .对 频率 积分 时 , 只 能 在 上 半 平 面 补 上 
回路 作 积分 , 所 以 其 中 的 极点 w = -se(p)/ 访 十 i0+. 


1 2 
== et 1 .4. 
nn 二 no 二 Cn f aps (17.4.30) 


由 此 , vp 可 解释 为 基态 中 具有 非 零 动量 粒子 的 动量 分 布 函数 . 由 于 被 积 函数 是 正定 
的 , 必然 有 no < n. 我 们 看 到 (17.4.26) 式 第 二 项 的 作用 是 从 凝聚 态 中 移出 一 些 粒 
子 , 使 它们 激发 到 动量 为 有 限 值 的 态 . 又 由 于 (17.4.27) 式 表明 , 在 小 动量 时 v2 是 按 
1/|p| 而 变化 的 , 所 以 |p| 值 越 小 这 值 越 大 . 在 极限 情况 V(p) 一 0 时 , 能 谱 e(p) 回 
到 cp, 22 成 为 零 , 恢复 到 无 相互 作用 系统 的 行为 . 

(17.4.26) 式 的 第 一 项 对 于 粒子 数 n/ 无 贡献 , 因为 它 本 来 就 应 该 是 无 相互 作用 
系统 的 格林 函数 , 见 (17.2.26) 式 . 在 无 相互 作用 时 , (17.4.26) 式 应 只 有 第 一 项 . 相互 
作用 出 现 后 , 出 现 了 第 二 项 .ww 开始 不 为 零 , 相应 的 nw 也 开始 不 为 零 . 同时 第 一 项 也 
有 了 改变 . 

由 于 动量 p 越 小 , 非 零 动量 的 粒子 数 越 多 , 即 以 p 一 0 的 激发 为 主 ， 上 面 由 
(17.4.18) 往 后 的 关系 式 中 , 在 具体 计算 时 也 可 用 V(0) 来 代替 V(p). 

最 后 应 指出 , 这 里 算出 的 能 谱 (17.4.23) 与 (17.1.18), (17.1.19) 相同 , 但 化 学 势 
的 表示 式 (17.4.20) 与 (17.1.16) 有 差别 . 这 是 因为 上 述 近似 只 适用 于 相互 作用 弱 的 
情况 , 这 时 有 极 弱 的 激发 , 非 零 动 量 的 粒子 极 少 , 故 有 no 之 郊 . 


817.5” 低 密度 刚 球 型 玻 色 粒子 系 
对 于 液态 所 这样 的 物理 系统 , 粒子 是 电 中 性 的 , 粒子 间 除 了 相互 碰撞 之 外 , 没 
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有 其 他 直接 的 两 体 直接 相互 作用 (如 果 有 的 话 也 是 可 忽略 的 ), 所 以 低 密 度 刚 球 粒 子 
模型 应 是 比较 好 的 物理 模型 . 本 节 考 虑 有 凝聚 的 低 密 度 刚 球 玻 色 子 系统 .自然 要 用 
$13.4 的 理论 . 

在 应 用 813.4 的 理论 时 要 注意 与 本 节 的 差别 之 处 .在 那儿 用 到 了 费 米 球 的 概 
念 , 所 以 实际 上 可 直接 应 用 于 费 米子 系统 ， 其 中 有 一 个 小 参量 kra， 本 节 是 琉 色 
子 系 , 无 费 米 球 的 概念 .因此 小 参量 要 用 另 一 种 表示 法 .回顾 kpa 的 来 源 , 是 由 
kpa 二 (3x2n)!/3 得 到 的 , 其 中 n= N/V 是 粒子 数 密度 . 所 以 可 用 数 密度 来 直接 表示 
小 参量 : 7 = na5, a 是 刚 球 粒子 的 线 度 . 大 参量 a 仍然 是 平均 势能 与 平均 动能 之 比 
a 一 ITa2/ 让 . 

实际 上 , 本 节 分 析 刚 球 玻 色 子 的 情况 比 刚 球 费 米子 的 情况 简单 . 因为 玻 色 子 系 
无 费 米 球 , 可 以 认为 “ 费 米 球 ” 的 半径 是 零 , 所 有 散射 事件 都 是 在 “ 费 米 球 外 ”的 二 
粒子 间 的 散射 因此 在 方程 (13.4.20), (13.4.23) 等 中 始终 取 N(P,g) = 1. 在 方程 
(13.4.62), (13.4.67) 中 则 取 |P/2 土 q| > 征 或 |P/2 土 q| > 1. 在 13.4.2 节 中 分 析 图 形 
的 贡献 时 主要 依据 Q1 和 82 这 两 个 基本 结构 , 见 图 17.14. 在 玻 色 子 系统 中 Q。 图 
形 本 来 就 不 出 现 . 因为 不 存在 粒子 - 空 穴 散 射 从 817.3 的 图 形 规则 2 也 可 知 , 如 果 
像 图 17.14 那样 给 8Q2 补 上 一 条 虚线 构成 闭合 回路 , 这 样 的 图 形 是 被 排除 的 . 玻 色 子 
系 的 微 扰 图 形 有 其 本 身 的 特点 . 例如 一 阶 正规 自 能 的 图 形 , 图 17.10, 图 17.11 与 图 
13.29 是 不 同 的 . 


图 17.14 一 阶 图 形 , 其 中 @s 的 贡献 为 零 


先 估计 一 阶 正规 自 能 图 形 , 见 图 17.10, 图 17.11. 


DD (p) = noV (0) ~ masa 


DP) (p) = noV (p) ~ maea (17.5.1) 
Y (p) = noV(p) ~ TaEa 


其 中 记 sa = 让/(2ma2). 然后 按照 13.4.2 节 的 方法 , 在 一 阶 正规 自 能 的 图 形 中 逐次 
插入 QB1 图 形 , 就 得 到 图 17.15 的 梯形 图 系列 . 每 增加 一 个 81 结构 , 就 增加 了 一 个 大 
参量 因子 a, 而 小 参量 因子 了 未 增加 . 因此 图 17.15 必然 包括 了 各 阶 微 扰 图 形 中 最 主 
要 的 贡献 . 230.(p) 的 图 形 可 由 B62e(p) 的 图 形 的 箭头 反 向 得 到 . 与 图 17.10, 图 17.11 
比较 可 知 , 直到 二 阶 为 止 的 正规 自 能 已 全 部 被 包含 在 图 17.15 中 了 . 三 阶 以 上 的 自 
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能 是 有 近似 的 . 凝聚 玻 色 子 系 本 身 的 特点 决定 了 梯形 图 近似 是 个 非常 好 的 近似 . 
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图 17.15 ” 刚 球 碰撞 模型 中 正规 自 能 的 构成 


由 于 顶 角 函数 I 的 图 形 与 图 13.35 完全 一 样 , 可 以 照搬 13.4.2 节 中 关于 卫 的 
B-S 方程 . 只 要 注意 一 点 : 现在 的 每 根 单 粒 子 实 线 对 应 的 是 格林 函数 G0). 长 波 极 
限 下 , 可 直接 在 (13.4.50), (13.4.51) 中 取 最 低级 项 . 


T(p,p’,P) ST To(p,p’,P) NT rat/m, |pla <1,lpla «1 (17.5.2) 
现在 求 正规 自 能 也 不 如 (13.4.15) 式 ( 它 对 应 于 图 13.36) 那么 复杂 . 只 要 把 图 17.15 


的 每 个 如 的 两 条 粒子 外 线 除去 即 可 , 但 表示 凝聚 体 的 两 个 Vio 因子 必须 保留 . 因 
此 得 到 
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1 1 1 1 
ZLD) = noT 62 aP， a + noT (-i, aD, P) ~ Brafi2no/m 


S20t(p) = noT (p, 0,0) ~ 4nrafi2no/m (17.5.3) 
D20t(p) = noT(0,p,0) ~ 4rahi2no/m 


此 处 又 一 次 显示 2at(o) = 或 bi(p). 并 且 立 即 可 从 (17.4.14) 式 得 到 最 低 阶 近似 的 化 
学 势 ， 

4 = 5H (0) — S20(0) ~ 4nafi2no/m (17.5.4) 
现在 我 们 把 正规 自 能 代入 (17.4.5)~(17.4.8) 式 来 写 出 格林 函数 . 具体 步 又 与 上 一 节 
(17.4.18) 式 之 后 的 过 程 是 相近 的 . 事实 上 只 要 在 (17.4.18), (17.4.19) 及 以 后 的 等 式 
中 令 V(p) =V(0) = 4na 避 /m 就 行 了 . 结果 为 


fiu2 fiv2 
Gp) = 17.5.5 
np | 
式 中 
= ep\1+ Brafi2no/med (17.5.6) 
.过 ED ep 十 4xnoaf? /m 
一 |1 十 17.5.7 
让 pl ep) ( 3 
4 2 
本 上 和 | (17.5.7b) 
2 (Dp) 


这 些 公式 与 (17.4.23),， (17.4.26), (17.4.27) 的 基本 相同 , 所 以 有 关 的 讨论 也 基本 相 
同 ， 由 于 这 里 等 于 给 出 了 V(p) = 4xa 避 /m 的 具体 表达 式 ， 因 此 可 以 对 一 些 物 
理 量 算出 具体 的 结果 (17.5.6) 是 准 粒 子 谱 , 无 虚 部 , 故 准 粒子 的 寿命 无 限 长 . 把 
e(p) = 让 p2/2m 代入 , 在 两 个 极端 情况 下 , 分 别 得 到 声 子 谱 与 旋 子 谱 : 
Bl | ulpl, Ip| < ViGrafeno 
hi2p? /2m 十 4rafi2no/m, |p| > V16ra 开 mo 


其 中 心 = V47ranoh/m 是 声速 
将 格林 函数 (17.5.5) 代入 (17.2.8)，(17.2.11) 来 求 非 凝聚 部 分 的 粒子 数 密度 与 
基态 能 量 . 对 于 前 者 , 可 用 (17.4.30) 式 : 


1 2 1 / dp 4xafi2no/m + hi2p?/2m 
一 一 一 -一 一 = 一 一 一 | 一 一 一 1 
"m0 rp / P=3 | 


(17.5.8) 


(2m)” (B22p2/2m)? + 8nxaf2noe? /m 


(8rmoa)3/2 /ce ， 2Z2 十 1 
= 一 一 一 Z2dz 一 1 
4n 0 Vz4 + 222 


(17.5.9) 
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此 式 的 积分 法 是 令 z = V2sinhy, 那么 积分 成 为 人 V2dy/ (证 _ ie 结果 
0 


7 一 70 一 了 ao (17.5.10) 


定义 
nno 8 /na3 


Ns 17.5.11 
Nn 3 Tn ( ) 


为 零 动量 态 的 相对 耗 尽 (depletion) 度 , 实际 也 就 是 非 零 动量 粒子 的 相对 分 数 . 这 是 
个 小 量 , 前 面 已 提 到 : 7 = na 是 个 小 参量 , 所 以 (17.5.9) 的 最 后 等 式 的 右边 可 用 n 
来 近似 no. 基态 能 量 


Ee 1 1 dp ,0o ey 十 4nafi2no/m 
Ta pro+ 了 /区 e(p)] ep 1 


1 5/2 oo 273 
二 二 /1720 十 no x | Z2dz ( ca 27z2 一 1 
一 co 


2 16x2m TZ23 十 2 
Ss 镶 一 一 二 一 一 一 .5.12 
Ho 一 下 (noa)™/“h zj 一 下 (maQ)/ “天 (17.5.12) 


此 式 仍 用 z = V2sinhy 的 变换 作 积 
利用 基态 能 量 的 数值 可 把 化 学 势 定 得 更 准确 一 些 , 也 就 是 比 (17.5.4) 式 准 确 到 
下 一 阶 . 设 


风 三 jnll 十 ?了 Vma3) (17.5.13) 
其 中 系数 7 待定 . 把 (17.5.13) 代入 (17.5.12). 
ee < Vna3— 32 na 
二 hn’ |l+yVvVna TY (17.5.14) 


零 温 时 内 能 与 自由 能 相等 , = F. 化 学 势 的 计算 如 下 : 


F F 则 | 
ee 2 ) i ee (17.5.15) 
m 4 3VY Xx 


ON), Von 
此 式 与 (17.5.13) 比较 , 可 得 7 = 32/3V, 代入 (17.5.13), (17.5.14) 得 到 


4na 32 /na3 
= 一 jn |1+ 二 /一 17.5.16 
a m "( +3 e] (aD 


2 12 3 
F/V = EV = rn ( ee “ (17.5.17) 
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最 后 , 还 可 求 得 低 密 度 刚 球 型 玻 色 系 统 在 绝对 零度 时 的 压强 和 声速 如 下 : 


OF 2Na,2. 2» 64 /ma3 
一 一 | 一 - 一 一 一 二 人 17.5. 
P € ) hn (i+ ) (17.5.18) 
OP 10P 4ra na3 
2 2 
等 三 一 17.5., 
vu 5 S fren (1+10Y ) (17.5.19) 


声速 的 数值 也 比 (17.5.8) 式 准确 到 下 一 级 . 式 (17.5.11), (17.5.16), (17.5.19) 都 准确 
到 Vna3 的 量 级 . 由 于 格林 函数 的 所 有 一 级 和 二 级 正规 自 能 都 已 被 包括 在 梯形 图 解 
中 了 , 所 以 上 述 结果 直到 Vnas 的 量 级 都 是 准确 的 . 
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前 几 节 讨论 的 是 堆 温 情形 . 玻 色 粒子 基本 上 都 处 于 凝聚 态 , 极 少 部 分 的 粒子 由 
于 弱 的 两 体 相互 作用 而 处 于 非 零 动量 的 粒子 . 基本 上 有 n s no. 

本 节 考 虑 有 限 温度 的 情形 . 这 儿 的 有 限 温度 实际 上 只 限于 非常 接近 于 零度 的 极 
低温 . 各 个 物理 量 是 温度 的 函数 .粒子 间 的 相互 作用 仍然 是 比较 绊 的 . 这 时 仍然 是 
大 部 分 粒子 处 于 凝聚 态 . 处 理 方法 必须 采用 有 限 温度 的 处 理 方法 . 但 又 必须 考虑 存 
在 凝聚 这 样 的 物理 特点 . 首先 考虑 如 何 描述 凝聚 部 分 . 

回顾 817.1 中 , 总 的 场 算 符 光 被 分 为 两 部 分 攻 = Vno 十 ,其 中 在 基态 中 的 
平均 值 为 零 , 见 (17.1.14). 但 总 的 场 算 符 在 基态 中 的 平均 值 不 为 零 


(是 = Vno (17.6.1) 


这 个 值 在 体积 V 一 ce 的 极限 下 仍 是 个 有 限量 . 所 以 凝聚 部 分 的 量 就 是 场 算 符 的 

平均 值 . 如 果 场 算 符 在 基态 中 的 平均 值 为 零 , 则 意味 着 流体 中 没有 凝聚 粒子 . 由 于 

|Viol? = no 是 凝聚 体 的 粒子 数 密度 , 可 以 认为 Vno 就 是 凝聚 态 部 分 的 波 函 数 . 
现在 推广 到 有 限 温度 的 情况 , 认为 场 算 符 在 系 综 中 的 平均 值 


V(w) = (bp(z)) (17.6.2) 


代表 了 凝聚 体 . 如 果 这 个 值 在 体积 V 一 oo 时 有 限 , 说 明 流体 中 存在 凝聚 态 . (zx) 
不 是 个 算 符 , 它 是 空间 坐标 的 函数 , 所 以 区 (z) 的 物理 意义 是 凝聚 态 的 波 函数 . 
场 算 符 与 其 系 综 平均 值 之 差 称 为 偏差 算 符 


PL) = YE) — (V2)) = WE) — V(r) (17.6.3) 
显然 p(z) 在 系 综 中 的 平均 值 为 零 . 


(olz)) =0 (17.6.4) 
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由 于 一 开头 提 到 , 本 节 只 考虑 极 低温 下 且 弱 相互 作用 的 情况 , 差不多 所 有 粒子 都 处 
于 凝聚 态 , 因此 2(z) 为 一 小 量 , 被 认为 只 是 (zx) 的 一 个 小 的 修正 量 . 
有 两 体 相互 作用 时 的 哈密 顿 量 为 


2 
= dzyt(z) (7 加 1) VT) 十 3 / dzdz'Vi(z)Vi(z)r(z — x (rw (z) 
(17.6.5) 
现在 把 (17.6.3) 代入 (17.6.5), 扔 掉 p (z) 的 三 次 方 以 上 的 项 , 那么 按 p(xz) 的 零 次 ， 
一 次 、 二 次 项 来 分 类 , K 可 写成 


K=Ho+Hi+H, (17.6.6) 
其 中 
Ho = fa Vy*(z) - 太 一 | V(x) 
+3 /| dzdz'V(z — 2 )| V(r vw )| (17.6.7) 
Hi = dzoi (x) 局 一 下 十 / dw'V(z — zx’)| re v(x) 
+ /ae 世 一 J 十 /av 法 ea Z*(z)o(z) (17.6.8) 
H, = /aol (z )|- 世 到 -9 P(z) 
市 dzdz'Y(z 一 20)E(zOPer(z)p(z) + V*(z) V(r) ptr) p(y) 
+ 3 (2) (2) ple ) ple) + 591(e)p' (2 ) vle’) ve) (17.6.9) 
由 于 是 弱 相 互 作用 ,，z(z) 应 满足 哈 特 里 方程 的 条 件 , 因此 有 
( -向 一 出 丈 (z) 十 /av 一 2/]| 立 (z)| Vr)=0 (17.6.10) 
这 是 个 重要 的 近似 . 它 表 明 凝聚 粒 子 受到 的 平均 场 作用 是 由 凝聚 粒子 贡献 的 , 而 没 


有 非 凝 聚 部 分 的 贡献 . 这 只 有 在 非 凝聚 部 分 的 粒子 远 小 于 凝聚 部 分 的 粒子 的 情况 下 
才 成 立 , 也 就 是 只 有 在 极 低温 的 情况 下 才 成 立 . 由 (17.6.10) 可 得 下 =0, 只 剩 下 


玫 三 五 0 十 万 > (17.6.11) 
现在 用 松原 函数 来 处 理 系统 . 类 似 于 零 温 情况 , 定义 松原 函数 与 反常 松原 函数 . 


G(zT zi7') = (Tba(zT)pi (7)) = Vr) Vr) 十 G'(zr 27) (17.6.12) 
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Ft(z7,27) = -TWh (rr) 7)) = — (2) (2)+F+ (pT, 7') (17.6.13) 
其 中 用 到 了 (17.6.4) 并 定义 了 


G'(zr ziT') = (Tr [pH (wT)pl (rT) (17.6.14) 
Ft (x7,2’7) = —(Tr ph (zr) ph (2’7))]) (17.6.15) 

wpH(Z7) 是 虚 时 海 森 伯 算 符 . 
pH(z7) = 人 ef rp(z)jer 人 (er) = ex"/hgt(w)e Kr/n (17.6.16) 


由 K 的 表达 式 可 得 到 pn 满足 的 运动 方程 如 下 : 
hea(zr) = [K, a (or) 
2 
= EA + OH(ZT) 一 /av — 2) Vr) pn (zr7) 


- /ae (ea )on(e’r) + ph(eT ye Ve) (17.6.173) 


0 + a 2 2 / / /12 + 
nobler) = [BV th /as'Vle -ave | ohlen) 


站 dy’V (2 — opt (wT) (ew) 
Fp*(z pa (er) (ey) (17.6.17b) 


由 松原 函数 的 定义 , 得 到 总 的 粒子 数 密度 分 为 凝聚 的 与 非 凝 聚 的 两 部 分 : 


n(x) = no(x) + n(x) (17.6.18a) 
no(Z) = |V(z)P (17.6.18b) 
n(x) = —G’ (x7, 2T1) (17.6.18c) 


可 见 8(z) 确实 具有 凝聚 态 波 函 数 的 物理 意义 . 
由 (17.6.17) 式 , 可 得 到 松原 函数 的 运动 方程 : 


0 局 2 2 / /一 / 
-地 + 部 tu /amnyre -ol G (ZT7, 2'T’) 


一 /amvee — ZT1) VLR1)G (ziT PT ) + VR FT (P17T, LT')] 
一 帮 J(T 一 7 )6(2 一 也/) (17.6.19) 
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2 
be 十 — 二 一 /ar 一 21)| 亚 (zi | Ft(r7, 2’7’) 
一 /amv — 21) VT)V (LIFT (zp17, £7’) 
+ VB*(P1)G (P17, 17')] =0 (17.6.20) 
显然 , 它们 必须 联 立 求解 , 解 方程 时 需要 用 到 Z(z), 它 可 看 作 是 个 参量 . 目前 的 简 


单 性 是 , 这 个 参量 可 从 (17.6.10) 式 单独 求解 . 
一 般 情况 下 , G' 与 Ft+ 是 虚 时 差 的 函数 , 所 以 可 作 虚 时 间 的 傅 里 叶 变换 


] 、 , 
G’(z7, 2'7') = Der)G(z, ao/ wn) (17.6.21) 


n 


Fa 抽 3 eion(r—7) P+ (gp, an (17.6.22) 
相应 的 运动 方程 为 
[w+ vr /aave- zo) P| Green 
万 
/ doiV(z — wi) (oY (zi)G (pw,) 
Ea a (17.6.23) 


2 
ion Ben f daiV(e — olv(en)|| Ft (yet) 


一 /amre 1 (wr FT (v1, zwn) 
+ V*(P1)G (zz wn)| =0 (17.6.24) 
对 于 空间 坐标 的 依赖 情况 , 则 要 看 是 均匀 系 还 是 非 均 匀 系 . 


下 面 我 们 只 研究 无 外 场 的 均匀 空间 , 这 时 粒子 数 密度 在 空间 各 处 都 相同 , 只 是 
温度 的 函数 . 


Z(z) = VT) = VnolT) (17.6.25) 
将 上 式 代 入 到 (17.6.10) 式 , 立即 可 得 化 学 势 
p(T) = no(TIVO) | (17.6.26) 


VW(0) 是 V(x) 的 健 里 叶 零 分 量 . 由 于 空间 均匀 性 , 松原 函数 是 空间 坐标 差 的 函数 , 可 
作 傅 里 叶 变换 . 


1 / 
Ge-zoiom= 二 站 deik (ze-zOGoR cn) (17.6.27) 


(27) 
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FT (zg — ,wn) = dkeik(®—2") P+ (ke, w,) (17.6.28) 
将 此 二 式 代 入 (17.6.23), (17.6.24) 式 , 得 到 联 立方 程 . 
lifiwn — eR ~— noV(k)]G’ (hk, wn) — noV (RF+(R, wn) = (17.6.29) 
—noV(k)G (k, wn) — lifiwn + eR + noV(k)]F+(k,wn)=0 (17.6.30) 
其 中 a& = 总局 /(2m). 这 一 组 方程 容易 解 出 为 
， ifiwn t+ eR + noV(k) 
noV (k) 
其 中 
e(k) = /eR + 2noV(k)ed (17.6.33) 
今 
_ 1 [e+noV(k) _ 1 [ed +noV(k) 
uz 一 0 十 1| 人 > ee 1 (17.6.34) 
可 得 和 
5 加 1 Vy 
ok SE A Co (17.6.36) 


访 wn — e(k) ifiwn + e(k) 
注意 对 于 玻 色 子 有 jiwn = 2nn6. 以 上 各 式 与 前 面 的 (17.4.23)~(17.4.27) 有 相似 性 . 
它们 都 是 在 均匀 空间 , 弱 相 互 作用 的 条 件 下 得 到 的 . 


看 天 一 0 时 的 长 波 行为 : 
e(k) = uh|k| (17.6.37) 
u= Vno(T)V(0)/m (17.6.38) 


这 只 有 在 V(0) > 0, 也 就 是 排斥 势 才 有 意义 . 排斥 势 使 得 色散 关系 在 长 波 极限 下 是 
线性 的 .w 具有 声速 的 物理 意义 . 
最 后 来 探讨 no(T) 与 w(7) 随 温度 的 变化 关系 . 因为 总 粒子 数 是 守恒 的 , 只 要 


计算 n'( 了 T) 就 行 了 . 
ee 27 ed We 
dk 1 hi? fiv2 记 
本 (27)3 Bh 2 (5 e(k) ifiw, 全 > 


a dk wz vz 
/ (27 n)3 (: Be(k) Tt 1 — 2 ) (17.6.39) 
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当 了 =0 时 ， 


7 (0) = /| 中 (17.6.40) 


这 与 (17.4.30) 相同 . 应 注意 的 是 , (17.6.39) 中 的 e(k),ws 和 vw 都 通过 no(T) 而 依 


赖 于 温度 . 但 在 极 低温 与 弱 相 互 作用 时 , 可 将 这 些 量 中 的 no(T) 将 零 温 时 的 值 代入 . 
即 令 no(T) no(T 一 0). 


dk (人 十 V2)T=0 
n(T)—n(0) oN / [ns ese 1 ~ 


mm 
Tan (ka7) ， 了 一 0 (17.6.41) 
其 中 wo = Vno(0)V(0)/m, 是 零 温 时 的 声速 , 见 (17.4.28) 式 . 由 于 总 的 态 密度 守恒 ， 
no(0) + 7(0) = no(T) + (DT). 


mm 
no(T) = no(0) 一 Toa (KeT), 丰 一 0 (17.6.42) 


如 果 用 | 多 ?= no, 则 上 式 也 可 以 用 波 函 数 来 表示 . 


vy(T m(kBT)? 

i 号 a ey T 0 (17.6.43) 
(17.6.42) 式 表明 , 随 着 温度 的 增加 , 凝聚 态 中 将 有 越 来 越 多 的 粒子 被 激活 而 进入 非 
凝聚 部 分 , 这 一 速度 与 温度 平方 成 正比 . 从 物理 上 说 , 温度 到 达 一 定 的 值 , 凝聚 态 必 
然 会 被 耗 尽 , 但 那 时 的 行为 已 不 能 用 (17.6.42) 来 描述 .(17.6.41)~(17.6.43) 只 能 描述 

no(T) 稍微 偏离 no(0) 时 的 行为 . 这 时 yp(z) 是 小 量 , (17.6.10) 式 可 以 成 立 . 
本 章 前 几 节 都 是 使 用 热力 学 格林 函数 . 本 节 则 采用 松原 函数 . 这 两 套 方法 完全 
是 等 价 的 . 对 于 相互 作用 有 明确 表达 式 的 情况 , 用 运动 方程 法 显得 更 简洁 .而 对 于 
上 一 闻 健 撞 问 题 , 相互 作用 不 容易 写 出 明确 的 表达 式 , 则 似乎 用 图 形 技术 更 为 合适 . 


习 ”是 


1. 利用 [ao,ao] = 1, 证 明 = 二 [oo Za 其 中 Hi 是 (17.3.4)，(17.3.5a)~ 
0 0 
117.3.5g) 的 八 项 之 和 . 
2. 证 明 : (17.3.5g) 式 的 WW 对 于 一 阶 和 二 阶 微 扰 项 的 贡献 都 为 零 , 只 在 三 阶 以 
士 微 扰 项 中 的 贡献 才 不 为 替 . 
3. 写 出 图 17.5~7 中 的 各 个 图 形 在 动量 空间 中 的 表达 式 . 
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318.1 弱 相 互 作用 超导体 的 哈密 顿 量 
弱 相 互 作用 超导体 中 的 哈密 顿 量 如 下 ， 


#-> fastt (ow) (Hv) we) 


(18.1.1) 

0 faraw'i (he Ve -wale Wale) 
此 处 的 两 体 相 互 作用 是 弱 的 吸引 相互 作用 . 在 电 - 声 相互 作用 不 是 很 强 时 , 电子 之 间 
道 过 交换 声 子 而 受到 的 相互 作用 等 效 于 电子 之 间 的 直接 的 相互 吸引 势 , 这 时 的 哈密 
顿 量 可 写成 (18.1.1) 的 形式 . 这 算是 一 种 近似 的 写法 .这 一 理 论 称 为 弱 耦 合 超 导 理 
论 ， 如 果 电 声 相互 作用 强 , 那么 在 哈密 顿 量 中 应 该 把 电子 之 问 的 库仑 排斥 作用 , 和 
电 声 相互 作用 都 单独 写 出 . 这 称 为 强 夺 合 超 导体 . 本 章 我 们 只 讨论 弱 相 互 作用 的 情 
况 . 把 哈密 顿 量 用 产生 漂 没 算 符 来 表示 ， 


t+3 | deawol, vhspisgle) (1813) 
kik2kskaa,B 
‘Vz 二 Z')aksppka6(Z')aksaphaa(Z) 
设 单 粒 子 完 备 集 就 是 平面 波 e*”, 我 们 把 哈密 顿 量 写成 动量 空间 的 形式 . 第 一 项 


Ho= > Ss eik1:z (起 ) our 


kiko 


(18.1.3) 
= = a 二 二 >》 epakaaka 
后 ka 
第 二 项 
faraz’al,。 Borgl a 
k2B 


2 和 qa,B 
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T(g)akspeeipm ak aeika 
1 
汪汪 > V(q)ak, sk, gapaakadp,k2t gdh —q 
Phkk] kaqa,B 


1 
= > V(q)ak. ;ga sgappaka (18.1.4) 
kpqo,B 


其 中 要 注意 , q = 0 的 项 表示 均匀 电子 气 的 相互 排斥 库仑 作用 . 它 和 均匀 正 电荷 背 
景 之 间 的 相互 吸引 库仑 作用 正好 相互 抵消 . 因此 , (18.1.4) 中 可 去 掉 gq = 0 的 项 . 而 
q 关 0 的 项 表示 电子 气 的 非 均 匀 部 分 , 也 就 是 涨 落 部 分 之 间 的 相互 作用 . 这 一 作用 
不 但 不 为 零 , 而 且 有 可 能 因为 其 他 因素 的 影响 而 成 为 电子 之 间 的 吸引 作用 . 动 基 空 
问 的 哈密 顿 量 是 


1 
H= Depalaaka 十 2 > V(q)ak gaat, aapeaka (18.1.5) 
ka qz#*0kpa,B 
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18.2.1 ”南部 格林 函数 


在 超 导 相 中 , 可 以 出 现 同 时 淹没 或 者 同时 产生 一 对 相反 动量 , 相反 自 旋 的 电子 . 
为 此 , 南部 (Nambu)bm 定义 了 以 下 的 二 分 量 波 函数 : 


Vz,t) = ( 2 | Vi(t) = (Wt(z, t), pi(e, t)) (18.2.1) 
注意 与 一 般 的 二 分 量 波 函 数 w(z, = (* 4 > jw = (时 (有 ,对 (ee) 
(4 


的 区 别 . 在 动量 空间 中 , 南部 波 函 数 为 


wpt (0) 
zz 人 = ( ， ) Vi) = (Wid), pp1 ld)) (18.2.2) 


以 上 定义 的 波 函 数 称 为 南部 表象 下 的 波 函 数 . 由 此 定义 南部 格林 函数 如 下 : 


GN(zitiyzatz) = (Vz1t1)| Vt (x2t2))) 


人 a ) hosta) (oss)) )) 
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( (pr (wit) yt (zw2ta) (pr (wit) (rato))) | 
((W! (witi)|pt (x2to))) (I (witi)|w (zm2t2))) 


G+? (z21t1, rT2t2) F(ziti, 22t2) 
F(ziti, Tot2) 一 Gi(zatzyZli) 


(18.2.3) 


非 对 角 元 就 是 已 经 在 第 十 七 章 中 定义 过 的 反常 格林 函数 ， 它 们 分 别 表 示 了 产生 和 
潭 没 一 对 电子 的 过 程 . 相应 地 , 推迟 和 超前 格林 函数 如 下 : 


GY (piti, v2t2) = (V(ti)| (zatz))R = ~ — to)({ Vp1t1), Vi (zr2t2)}) 


a Wi(z1ti) 
= —i0(t1 — to) Cl wi oe 让 (wt( T2t2), I(T2t2)) 中 
线 


se ({pr (ziti), 时 (zz 如)]}) (pr (it), bi (22t2))) 
= —i0(t1 — to) + | 

({PI (wt1), BrP2t2)}) {WI (zt), 和 (zatz)}) 
| 时 (zzt)))R (wy )™ 
(pl (wit (地 
GA (piti, rat2) = (T(z1t1)| 2i(zatz)))A 


(zi1t1)|Y (x2t2)) 


)| 18.2.4 
)lyileata))R (Cpt (wt) [br Cz2to)) 和 


二 
A 1 A 六 。 
(pI (xt) wt (vat) (pt (vt) (x2t2))) 
它们 之 间 有 如 下 关系 : 
Ne ee (18.2.6) 
如 果 格 林 函 数 只 是 时 间 差 的 函数 , 那么 时 间 的 傅 里 叶 变 换 满足 如 下 关系 : 
GA(w) = [GR(w)]+ (18.2.7) 
小 于 格林 函数 
T1t1i,T 1 Wi (zztz ) ba 
Ge (人 este) ] neo Woh) )) 
(18.2.8) 


( (pt(p2to) (mt) (Ptr2ta) wt (zt) | 
(Piz2ta) pF1t)) (p(w2ta) yl (wit) 


它 有 如 下 性 质 : 
[C< (zi1t1, zr2t2)]1t 二 一 [C(zot2， wi1t1)]* (18.2.9) 
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设 Gs 是 时 间 差 的 函数 , 其 傅 里 叶 变换 满足 如 下 关系 : 
G<(wWj= 二 [G<(go 坟 + (18.2.10) 


类 似 的 , 可 写 出 大 于 格林 函数 G> 并 写 出 相应 的 关系 . 
在 动 其 空间 中 , 也 写成 (18.2.3) 中 的 形式 : 


GNp(ti,t2) = (Wp(t1)| Bi (ta))) 


( ( ot | (Qapr (t2), a-p1(t2) )) ) 


-| (aprt (t1) er ( t2))) (apt (ti)la_pi (t2))) | 
((al p(ti)labi (ta)) (al p(ti)lopi(t2))) 


| Gprlti,ta) Fplti,to) 
Fy (ti,t2) —G-pl(tz,ti) 


(18.2.11) 


同 理 可 写 出 推迟 , 超前 , 大 于 和 小 于 格林 函数 . 并 可 写 出 类 似 于 实 空间 中 的 关系 式 . 
18.2.2 ”南部 松原 函数 


南部 表象 下 的 虚 时 二 分 量 波 函 数 , 只 要 把 原来 的 实时 间 t 换 成 虚 时 间 7 即 可 . 在 
空间 表象 和 动量 表象 中 分 别 如 下 : 


(27) = ( a | ， Wi(w7) = (wt (27), bl (27)) (18.2.12) 
WI(ZT) 
人 apr(7) + 、 + 
(7) = fF ， (7) = (api (7), a-_p1(7)) (18.2.13) 
4-pl(7) 


可 以 仿照 上 面 写 出 松原 函数 . 例如 , 动量 空间 的 松原 函数 是 


Gp(T1,72) = —((W (ni)| (m2))) 
Su ((apt (ni)la-pi (7™2))) | 
(oai(m)lapi(ma))》 (人 aoLai(m)lo al(ra))) 
| Fp(T1 一 了) | 


(18.2.14) 
Fi(n—T) —G-pl(T2— nn) 


原则 上 , 用 热力 学 格林 函数 和 松原 函数 处 理 具体 的 问题 都 可 以 . 在 有 限 温度 情 
形 . 解 出 松原 函数 之 后 , 利用 解析 延 拓 可 得 到 推迟 和 超前 格林 函数 . 
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818.3 ”南部 松原 函数 的 运动 方程 及 其 解 


本 闻 我 们 用 松原 函数 来 处 理 弱 耦 合 超导体 . 哈密 顿 量 是 (18.1.5). 这 时 应 该 使 
用 巨 正 则 系 综 的 形式 . 


K=H-pN (18.3.1) 
先 看 算 符 的 运动 方程 ， 
hapa(7) 二 /MN apole "K/h 
=—(ep—H)apo(T)— 》 V(q)al_ ja(T)aka(T)ap_go(7T) (18.3.2a) 
qxO0ka 
同 理 


abo(7) = (ep — Mab, (7) - D> VEOebra (oh a )orolr) 0833 
qz0ka 


松原 函数 的 运动 方程 ， 


ha Goo (ni, 19) = hi O(n 7)(aps (ri)aba (rz)) 
— 0(72 — ni)(ab, (7T2)apo (71))] 
= (apetn ab, (m2))) 
= 一 丰 ( — 72) ~— (ep — WH)((apo (71)|ad, (72))) 


+ 》 Va)((ol soln)ara(ni)ap go(ri)labs (rz))) (18.3.3) 
qs0ka 


((ak,_ga (ni)aga (ni)ap_go (ni)|at,, (72))) 
= ((ak_ga (Ti )|ap_ go (71)))((apa(ri)|ab, (72))) 
+ ((ap_go (Ti)|apa(7))) (a oa (mi)|ab, (72))) (18.3.4) 
第 一 项 中 , 第 一 个 因子 就 是 (of_ ap_ac), 它 只 有 在 k= p, a = o 时 才 不 为 零 . 第 
二 个 因子 是 正常 格林 函数 Gpo (71,72). 第 二 项 中 , 是 两 个 反常 格林 函数 , 但 必须 是 
kk 二 一 p 十 q, a = 一 o. 因此 , 这 两 项 分 别 是 
((ap_gat (TH)lap_go (71))) ((ara(ri)|ab, (72))) 


= p,kOaaNp_go Gpo (T1) 72) (18.3.5a) 


((ap-ao (Ti )laga(71))) (ok_galTi)lab, (72))) 


= 6p-g,—kba,-oFp_a(0)Fy (71, 72) (18.3.5b) 
式 (18.3.3) 最 后 一 项 就 成 为 


>》 TY(g((ak an)akae(m)ap go (Ti)|ab, (72))) 


qz0ka 
> V(q)lnp_goGko (7T1, 72) 一 Fo_a(0)Fy (ni, 72)| (18.3.6) 
qz0 
A(p)=— >_V(g)Fp_a(n — 72 = 0)=|A(p)le® (18.3.7) 
qx0 
和 自 能 函数 
一 六 V(g)mnp_-ac (18.3.8) 
qzx0 


能 院 函 数 一 般 来 说 是 个 复数 . 运动 方程 为 
jGpa (nis) =— h(n — 72)+ (ep — HGpo (TI, T2) 
— DS(p)Gpo(T1, 72) + A(p) FY (71, 72) (18.3.9) 
其 中 自 能 项 2(p) 在 弱 耦 合理 论 中 被 忽略 , 也 可 以 认为 它 被 合并 到 动能 项 里 面 : 
Ep— Sp) ep (18.3.10) 


反常 松原 函数 的 运动 方程 


Fi (nn) = -入 Bo — 72)(al ,| (ni)at, (72)) 
— 0(r2 — ni)(ab (72)at (7))] 
= (hot pi (nleb (rm)) 
= (Ep ~ H)((a J 


> Vlg Cn (ni)ak ga (Ti)akpa (ri)|ab (72))) (18.3.11) 
9 天 0Ra 
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最 后 一 项 分 解 做 分 解 近似 后 结果 如 下 : 

D2, V(q) (lat ,ra (ri)a wa(r)aka(rijlat (72))) 


qz0ka 


= > Vla {((al p+ar (7H)lob gan))) ((apa (ri)lat (72))) Son pk 
qx0ko 


+ ((al prar (ri)lana(7))) (at_oa (ri)lab (72)))60,16 pn_a} 
= 2_V(q) {Fi a(0)Gpr (nT1, 72) + Fi (ni, Ta)n_prg |} 
qx0 
= A*(p)Gpt (71,72) — Fi (ni,72)D(p) (18.3.12) 
运动 方程 最 后 成 为 


9 
bh p 3 (71,72) = (ep — HF (Tn, 72) 十 4 (p)Gp? (7T1, 72)— Fi (ni, 72)2(p) (18.3.13) 


对 于 日 能 项 , 仍然 如 (18.3.10) 式 , 合并 到 动能 项 中 . 为 简洁 起 见 , 记 


ee (18.3.14) 
由 此 我 们 得 到 了 一 组 方程 
(= 一 本 Gpa(T1,72) + A(P) FS (71, 72) = 6(71 — 72) (18.3.15a) 
(+) 本 (mm) AD)Gpt (n,m) =0 (18.3.15b) 


这 一 方程 组 可 以 统一 地 写成 矩阵 的 形式 


| -hi 一 如 A(p) 


A*(p) A 十 名 


GN(p,71,72) = Hb(71 — 72) ( 1 | (18.3.16) 
Onl 


其 中 南部 松原 函数 的 形式 见 (18.2.14) 式 . 
对 于 热力 学 格林 函数 , 我 们 可 以 按照 以 上 同样 的 路 径 , 推导 出 相应 的 一 组 方程 . 
我 们 只 给 出 最 后 的 结果 . 以 下 公式 是 实 空间 的 形式 . 


2 V2 
_ 访 亿 十 记 一 十 1 A 1 
ot 2m 3 v2 Gp(X, x’) 2 ho(x RE 2Z/) 0 | 
mm 


-名 种 /人 章 弱 相 也 作用 超导体 


其 中 格林 函数 是 (18.2.3) 式 . 如 果 系 统 是 空间 均匀 的 , 格林 函数 就 是 空间 坐标 差 的 
函数 , 对 (18.3.17) 式 做 空间 的 健 里 叶 变 换 , 就 得 到 相应 的 动 其 空间 中 的 形式 . 

对 于 松原 函数 , 我 们 也 应 该 先 得 到 坐标 空间 的 方程 , 然后 在 空间 均匀 的 条 件 下 ， 
用 健 里 叶 变 换 得 到 动量 空间 的 形式 . 因此 , 我 们 在 得 到 (18.3.16) 式 时 已 经 假定 了 空 
间 的 均匀 性 . (18.3.16) 式 和 (18.3.17) 式样 都 被 称 为 戈 里 科 夫 方程 组 . 下 面 来 解 此 方 
程 组 . 

我 们 现在 假定 松原 函数 只 与 虚 时 差 有 关 . GN(p, 7,72) = GN(p,71 一 72). 其 实在 
(18.3.6) 中 写 出 (0) 并 由 此 定义 能 际 函 数 (18.3.7) 式 时 , 我 们 已 经 假定 了 反常 格林 
函数 是 虚 时 差 的 函数 . 对 (18.3.16) 式 中 松原 函数 做 虚 时 健 里 叶 变 换 . 


GN(p,T1 — 72) = 3 >》 ein IIGN(Diwn) (18.3.18) 
此 处 应 注意 , GN 的 11 矩阵 元 Gpt(71 一 72) 的 傅 里 叶 变换 是 Gpt (iwm). 不 过 , GN 的 22 


矩阵 元 G_pj (7 一 大 ) 是 2 一 i 的 函数 , 因此 其 傅 里 时 变换 应 是 G_p| (一 iw,).(18.3.16) 
成 为 


( ifin —é, Al(p) ) | Gpr (iwn) Fo,(iwn) ) :( 1 0 ) 
A*(p) ifiwn,+é&y Fi(iwn) —G-pl(—iwn) 0 1 

(18.3.19) 
由 此 方程 组 容易 解 出 南部 松原 函数 的 解 . 


GNp (iwn) = WR 和 (18.3.20) 
? hi2w2 + Ep? A*(p) -ifw,+é, 


其 中 令 
Ep= /t+|A(P (18.3.21) 


这 一 松原 函数 的 解 有 以 下 性 质 : 
(1) 反常 松原 函数 是 频率 的 偶 函 数 . 


F(p,—iwn) = F(p,iwn) (18.3.22) 
由 于 (18.3.18) 中 iwm 的 位 置 关于 实 轴 对 称 , 对 in 的 求 和 可 以 换 成 对 -in 的 求 和 . 
Fn em i 


1 
= 6 >》 e in TI) Fp,iwn) = F(p,T2 — ni) (18.3.23) 


即 反常 松原 函数 也 是 虚 时 差 的 偶 函 数 . 
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(2) 当 能 隙 为 零 , 表示 体系 无 相互 作用 , 那么 , 松原 函数 自动 退化 为 无 相互 作用 


(18.3.24) ， 


GNP(iwn) = ( 1/ (hin 一 名 - | 


0 —1/(ifiwn, 十 名 ) 
其 中 , 无 相互 作用 系统 的 反常 松原 函数 确实 为 零 . 

(3) 格林 函数 的 极点 就 是 激发 谱 . 为 此 , 需要 把 松原 函数 延 拓 成 推迟 格林 函数 . 
先 把 极点 明确 写 出 . 


二 GC 1 i ee rs et .OO. 
Gpliwn) fw2 + 2 下 5 人 Uo 
人 
1 é€ 1 & 
人 Sp ed 18.3. 
Up = (+ 外)， wp 一 本 @ ] (18.3.26) 


此 处 定义 的 两 个 量 的 形式 与 有 凝聚 的 玻 色 流体 中 的 量 时 一 样 的 , 见 (17.4.27). 可 见 ， 
超导体 中 的 凝聚 与 一 般 玻 色 流 体 中 的 凝聚 性 质 上 是 一 样 的 . 由 此 定义 得 以 下 关系 : 


2 \ 1/2 
A 
主 十 她 二 1 他 一 妒 == 包 ， 2upvp = ( 一 和] = (18.3.27) 
卫 


Oe E, 
松原 函数 和 反常 松原 函数 写成 

吧 吧 
Cp(iwn) 一 i — BE, 才 hn + Ei (18.3.28a) 
Fy(iwn) = 一 eiguwou OE (18.3.28b) 

现在 令 iun 一 w +i0+, 解析 延 拓 成 推迟 格林 函数 . 

R up vp 
G (p= Ti + RT or (18.3.29a) 
R eo ip |A(p)| 1 二 1 二 二 18.3.2 

F (Pw) = 一 e 二 (18.3.29b) 


忆 2 和 忆 就 是 格林 函数 的 极点 的 留 数 . 由 格林 函数 计算 谱 函 数 
A(p,w) = —2ImG™(p,w) = 27 [ud(w — Ep) + v26(w + Ep))] (18.3.30) 
激发 谱 的 能 量 就 是 (18.3.21) 式 , 是 个 正 数 . 在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 假定 能 陵 函 


数 A 是 个 实数 旦 不 依赖 于 动量 . 
A(p)= A 


在 后 面 将 对 哈密 顿 量 做 平均 场 近似 , 可 以 看 到 这 是 平均 场 近似 的 自然 结果 
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818.4 一 些 物理 量 的 计算 

1. 能 际 函 数 的 自治 方程 

激发 一 个 电子 的 能 量 至 少 是 4. 因此 在 激发 态 和 基态 之 间 有 一 能 隙 . 但 注意 这 
一 能 际 并 不 是 A. 由 于 超 导 基 态 中 电子 是 配对 的 , 电子 只 能 成 对 地 淹没 或 者 产生 . 因 
而 不 能 只 激发 一 个 电子 . 必须 在 超 导 态 中 同时 淹没 两 个 电子 , 把 它们 送 到 激发 态 上 . 
假定 到 达 激 发 态 后 这 两 个 电子 的 能 量 是 E(p1) 和 EE(p2), 那么 : EB(p1)+B(p2) > 24. 

至 少 需要 24 才能 实现 电子 的 激发 . 因此 24 才 是 超 导 态 的 真正 的 能 际 . 
我 们 设 库仑 相互 作用 的 傅 里 叶 分 量 是 常量 ; 


V(p)=A\ (18.4.1) 
把 反常 松原 函数 代入 能 隙 函数 的 定义 (18.3.7) 式 ， 


A=—A》 Fy gq(ni1— 72 = 0+)= = 一 >》 Fl( (ni—72 = 0+) 
qz0 q 


入 1 iw 0+ 
= 3 | PY rion)e 
入 1 iwn0+ A 
这 是 求 能 际 的 自治 方程 . 此 处 把 对 动量 的 求 和 写成 了 积分 . 此 式 两 边 的 4 可 以 约 去 . 


但 是 B(p) 还 含有 4. 求 和 中 的 频率 是 费 米子 的 频率 . w = (2n + 1)x/B. 上 式 中 我 
ee 根据 (11.3.43) 式 , 上 式 成 为 


a 1 E 1 
cl > 2 1 


入 ; /a 1 1 
2(27)5 | "PE, \eBp 41 eBEp+1 


一 2 i dp 万- tanh 2 (18.4.3) 
现在 把 对 动量 的 积分 换 成 对 能 量 的 积 
dy | N(é)dé = N(0) / dé (18.4.4) 


这 儿 把 态 密度 用 化 学 势 处 的 态 密 度 来 近似 . 进一步 , 近似 成 零 温 时 的 化 学 势 , 也 就 是 


N(0) = 让 


(18.4.5) 
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由 于 能 量 是 以 化 学 势 为 零点 的 , 所 以 能 量 可 正 可 负 . 把 能 量 的 积分 上 限 设 为 有 限 值 
jiwp. 自治 方程 (18.4.3) 式 简化 为 
hn 1 BVE+ATY 
此 处 我 们 明确 写 出 能 际 是 温度 的 函数 . 
2. 零 温 时 的 能 院 
T = 0 时 , tanh(6V 到 十 A2(0]/2) =1. 


18.4.7 
oR hwp+t+y hwp + Vws + A2(0) 十 42(0 2hwp \ , 
A "A0) 
此 处 设 能 量 上 限 远 大 于 A(0). 
wp > 4(0) (18.4.8) 
此 式 称 为 弱 耦 合 极限 . 零 温 时 的 能 阶 
E, = 24(0) = 4fh.wpe™ 1/NN(O) (18.4.9) 


这 个 量 随 着 相互 作用 强度 减弱 或 者 费 米 能 处 的 态 密度 的 减弱 而 迅速 趋 于 零 . 

3. 临界 温度 Te 

在 超 导 转 变温 度 Tc = 1/Bc, 超 导 态 转 入 正常 态 , 此 时 能 隙 消失 , A(Tc) = 0. 做 
变量 代 换 z = fc&/2, 2 = Pchiwp/2. 积分 变量 变 成 无 量 纲 量 . 


1 /2?, tanhz 多 2 
wm-/ dz 了 = tanhatnal -人 dz(lnz)(sech 2z) (18.4.10) 


其 中 用 了 一 次 分 部 积分 . 在 第 一 项 中 , 可 以 认为 2 足够 大 ， eh 1. 第 二 项 的 积 
分 收敛 很 快 , 可 把 上 限 扩展 为 无 穷 大 . 积分 的 结果 是 一 mm 一， 其 中 7 是 欧 拉 常 数 . 


1 Behwp 4eY 
< .4.11 
XN) yl (18.4.11) 
解 出 To, De7Y 
a 一 pe -YAwO = 1.13wpe-LIAN(O) (18.4.12) 


它 随 相 互 作用 强度 和 费 米 能 处 的 态 密度 的 关系 与 零 温 能 隙 完全 一 样 . 这 两 者 之 比 


五 
一 2T7e 7= 2 18.4.1 
矶 部 Te 3.5 (18.4.13) 
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4. 能 院 随 温度 的 函数 4(7) 
能 际 函 数 A(T) 随 温度 的 关系 由 (18.4.6) 确定 . 一 般 温度 下 , 只 能 做 数值 计算 . 
在 温度 接近 零 温和 超 导 转 变温 度 时 , 有 以 下 近似 表达 式 : 


A(T) = 4(0) - Vax A(OkBT exp[—A(0)/(ksT)], T <Te (18.4.14) 


8 TT 1/2 
A(T) 二 TkpTo 7C(3) @ 元 ) 


T N12 
= 3.06kpTo @ 一 元 ) ， Tc—-T<Te (18.4.15) 
C 


5. 激发 谱 的 态 密度 


1 
2 a A 
p(E) = ( 3 2 ES (18.4.16) 


注意 请 是 超 导 态 中 准 粒 子 的 能 量 , 上 式 则 是 超 导 态 中 准 粒子 的 态 密度 . 如 果 要 研究 
一 个 超 导 态 和 其 他 的 超 导 或 者 非 超 导 的 材料 的 连接 , 就 需要 用 到 超 导 态 中 准 粒子 的 
态 密 度 , 就 是 此 式 . 
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在 $18.3 的 推导 过 程 中 , 我 们 陆续 做 了 一 些 近似 . 实际 上 , 我 们 可 以 先 把 (18.1.1) 
式 的 哈密 顿 量 中 的 相互 作用 部 分 做 近似 . 由 此 得 到 的 结果 是 一 样 的 . 设 


V(z—2)=—M(wv— 7’) (18.5.1) 
那么 、 
Fi = -3 5 aevi(e)h (eywale)wele) (18.5.2) 
oo50 
再 做 作 平均 场 近似 


Hi- -2 / dz[( 人 4(z)g8(z))0s(z)ya(z) 十 殿 (z)yt(z)(ys(z)ye(z))] (18.5.3) 
oo 


显然 , 只 能 同时 潭 没 或 者 产生 一 对 自 旋 相反 的 粒子 , 在 这 个 约束 条 件 下 对 自 旋 求 和 . 
Hi=—A 人 dz[(fi(w) wt (2) (mp2) + pr) Pte) (wr(r)] (18.5.4) 


818.5 平均 场 近 似 下 的 哈密 顿 量 . 4927 . 


这 是 在 实 空间 中 做 平均 场 近似 之 后 的 哈密 顿 量 . 在 空间 中 , 则 从 (18.1.5) 式 出 发 . 
(18.1.1) 式 的 传 里 叶 变 换 为 : Y(g) = 一 和 . (18.1.5) 式 就 成 为 


入 
Ee 1 1 
Hi = 3 > QToaQp_agQp6QKa (18.5.5) 
kpqoa,B 


入 
=? 开罗 wo oopearotp 
RPpaa,O 


A 泊 
一 7 > Qkprqad—k—gqBd—kB Ako 


kaqa,B 
入 
= -3 > hadl hg0-kOQko (18.5.6) 
kika,B 
如 果 从 (18.5.2) 式 出 发 , 做 傅 里 叶 变 换 ， 
入 
Hi= 3 >》， seal, ,ae e 一 这 1 .人 al hse —ik2- a peiks- Poa eika: 人 
kik2kaskaa,B 
入 
2 9 bp ol a iad i ii 
kik2kakaa,B 
入 
一 了 le A i (18.5.7) 
kikakaa,B 


再 取 ks = 一 ks, 同样 得 到 (18.5.6). 下 面 做 平均 场 近似 ; 


半生 ~ (18.5.8) 
2 


只 能 同时 涯 没 或 者 产生 一 对 目 旋 相反 的 粒子 . 


入 
Hi = 了 (人 二 BL (18.5.9) 


KR 
Ma_jplagt1) 一 一 A(R)e (18.5.10) 

(18.5.9) 式 就 成 为 
Hi=) (ogiagtA(ki)e® +alral pA(R1)e i?) (18.5.11) 


kk 
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对 ki 求 和 
A= >》 A(ki) 
ki 
此 式 与 (18.3.7) 式 相 当 由 于 做 了 平均 场 近似 现在 的 4 是 一 个 与 动量 无 关 的 物理 量 . 
最 后 , 加 上 动能 项 (18.1.3), 总 的 哈密 顿 量 就 是 
K= Epaakaaka 十 5 0 十 h.c.) 
ka ka 


= 》 ékaaloara + A le talral yl +h.c (18.5.12) 
ka k 


其 中 用 了 (18.3.14) 式 . 

用 这 一 哈密 顿 量 得 到 的 格林 函数 与 前 面 是 一 样 的 . 下 面 我 们 证 明 这 一 点 . 我 们 
换 一 种 方法 , 先 计算 出 海 森 伯 算 符 的 表达 式 , 然后 用 它们 来 组 成 格林 函数 . 

先 从 算 符 的 运动 方程 得 到 海 森 伯 算 符 的 表达 式 . 


jh ago (t) Ee 0 Kh 


= EkpoQako(t) + oAe fal _,(t) (18.5.13a) 


jj = 一 ckcal_ 人 一 4eiga_k olt) (18.5.13b) 
为 了 把 算 符 的 表达 式 解 出 来 , 再 求 导 一 次 


92 
-hi Sra oo 人 二 ésapo lt) A?ap,o (t) ss (éRo a A?)ak,o (t) (18.5.14) 


Exs = /经 + A? (18.5.15) 


其 中 用 到 (a Eko: 令 


(18.5.14) 式 的 解 为 
ako(t) = Apo exp(iEpot/hi) + Bko exp(—iBkot/h) (18.5.16) 
初始 条 件 
Qko = Qkpo(0) = Apo + Bko (18.5.17a) 
= (0) 0 a (18.5.17b) 


现在 对 (18.5.16) 求 导 一 次 


jh ane (t) = 一 Epo Akpo exp(iBkot/h) 十 Eko Bko exp(—iBkot/h) (18.5.18) 
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把 此 式 与 (18.5.13a) 比较 
Ekol[—Ako exp(iEkpot/h) + Bko exp(—iBkot /A)] 
= époQko (t) + oAeitai, _,(t) 
= kolAkpo exp(iBkot) + Bko exp(—iBkot/h))] 
+oAe i?[A* ,exp(—iEkpot/P) + B*h_s exp(iEkot/h)] (18.5.19) 
比较 两 边 相 同时 间 指 数 项 的 系数 


— Eko Akpo = Epo Akpo + oAe $B*,, (18.5.20a) 
Eko Bko = Epo Bko + oAe ?A , (18.5.20b) 
式 (18.5.17) 和 (18.5.20) 解 出 四 个 系数 .(18.5.20) 的 两 式 相 加 , 有 
—Eko(Apo — Bkpo) = Ekoako + oAe fat ,_, (18.5.21) 
与 (18.5.17a) 结合 , 解 出 系数 如 下 : 
1 Ek oO _ 
Axe = 关于 一 igaft .5. 
k ( 动 ak 2 Ae a) (18.5.22a) 
1 Ek oO 2 
B Pe 1 2 oO | we 
k 5 ( 十 有 动 Qko 十 5 Le a ps (18.5.22b) 
如 (18.3.26), (18.3.27) 那样 定义 以 下 的 量 : 
1 Epkpo 1 Eko 
2 2 | 了 二 .5. 
ee 5 ( 十 各 ) ) Upo 5 1 Er (18 5 23) 
由 此 定义 得 以 下 关系 
1/2 
Eko ES A 
A? A2 
4 
Vpo UU = 4B2 Uk, v2 42 (18.5.25) 
解 出 海 森 伯 算 符 的 表达 式 : 
Qko (的 三 koeiEket/ + Bhoe Erot/h 
A ， 
= | vioapko 一 i ) ei Bkot/h 
: kok 2Fro —k—o 
二 Cook + < ih 
(vhse Drot/h 下 | 
oA ei¢(—eiBrot/h A 人 (18.5.26) 


2Fko 
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ako(t) = Diako + oD2at ,_, (18.5.27a) 
D1 = vhoe rot/h 4 wd ee iBrot/h (18.5.27b) 
2 | 
D> 2 6 六 eiBrot/h) (18.5.27c) 
ko 


现在 可 以 用 求 出 的 海 森 伯 算 符 来 构造 推迟 格林 函数 了 
([agr(t1), al (ta (agt(t1), aon (t2)]+) | 
R(t to) = i9(t1 —t 人 
4 Os > 
先 计算 对 角 和 矩阵 元 ， 
([apo (£1), al,, (t2)]4) 
= ({Di(ti)ako + oD2(ti)al _,, Dt(t2)al,s + oD$ (ta)a_k_o)) 
= Di(t1)Di(t2) + D2(t1)D:(t2) (18.5.28) 
其 中 
{ol ooho} = {opo,a_p-o} =0, {oro,als}=1 (18.5.29) 
在 ({okc 伯 ),ake(tz)}) 中 交换 二 和 所 , ko 换 成 -hp-o, 就 得 到 (fat， (ia ms 人 ta)}) 
D1(t1) Di(t2) 
一 ( 2 eiBkoti/h 十 ud se Broti/h) (v2 eiBroto/h u2 ei Brot2/h) 


三 - v2 eiEro (tt2)/h 平 UZ oe iBrolt1i—t2)/h 


人 ， 
5 [ei Bro (tt2)/ 有 @iBro (ti1tt2)/ 
4Er, 
_ oe-iBko(t1+t2)/h + eiBko (ti—t2)/ 有 A (18.5.30) 


2 
D2(t1)D* (t2) 3. A (~eiBroti/h 于 eiBroti/h) (eiBrot2/fh 让 eiBrot2/h) 


28 
2 
a iBko (t1—t2)/h eiBEpc (ti1tt2)/h 
2 
ko 
一 eiBro(titt2)/h | eiBro tit2)/K) (18.5.31) 


Di(t1) DI (ta) + Da(t1) D3 (ta) = vase Ene (ht)/h | v2 oiBeolt to)/h (18.5.32) 


GR (k, ti — t2) = veiBro (ti ta)/h | 2 eiBeo(t1—t2)/h (18.5.33) 
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i) 


下 计算 非 对 角 和 矩阵 元 . 
({Qko(t1), Gkp—o(t2)}) 


= ({Di(ti)aro + oDa(ti)al po, Di(ta)a_k-o — oDa(ta)al,,}) 
= (D1(ti)D1i(ta){Qko, Qkp-o} + oD2(ti)Di(ta){al p_,, apo} 
— oD1(t1) D>»(t2){ako, ol:} 一 D2(t1)D2(t2){at ,_,, 下 用 
= oD2(t1)Di(t2) — oD1(t1)D2(t2) (18.5.34) 


A ei$ (~eiBrota/h | eiBnot2/h) 


2Eko 


ei [lw2 (~eiBro (titt2)/h 十 eiBro (ti—t2)/h) 


Di (t1)D2 (t2) 一 (v2 ei Ekot1/ 十 ukoe kot1/R) 


~ 2Eko 
十 U2 (~e iBro (ti —t2)/h eiBko (titt2)/h)] (18.5.35) 


把 刀 和 如 交换 , 就 成 为 Ds(t1) Dt (to). 


Di(t1)D2(t2) — Di(t2)D2(t1) 


e-i$ [wz (~eiBre (ti1+t2)/h 十 eiEko (ti -#2)/8) 


~ 23Eno 
十 1 (—eiBno (ti1—t2)/h eiBko(titt2)/h)] 


e-i[o2 (~eiBro (ti+t2)/h 站 eiBro (t1 A 


~ 2Eko 
平 UZ (~eiBro (t1 一 t2)/ 三 十 eiEko (十 妇 )/)] 
= ei9 leiBro (tt2)/ eiBro(t1—t2)/] (18.5.36) 
2Eko 
A i . 
Ft+(k,t1 — t2) = 2 ei9leiBro (ti to)/h _ eiBko (ti—t2)/A)] (18.5.37) 
o 


现在 格林 函数 与 反常 格林 函数 都 已 算 符 . 可 得 到 它们 的 傅 里 叶 变换 


GR(k,w) = -| [u2 eiBrolti -ta)/h | va oe Ero (ti ta)/h eio(ti ta) g(t1 —t2)d(ti — t2) 


2 2 
Upo Uko 


人 es 18.5.38 
eg oT 0 
eg 1 1 
De 18.5.38b 
WS 2 万 [TD fw + Ey, +i0+ ( ) 


结果 与 前 面 完 全 一 样 . 
预先 对 哈密 顿 量 做 了 平均 场 近 似 之 后 , (18.3.10) 式 中 的 自 能 项 不 出 现 了 . 
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本 章 我 们 用 两 种 步 又 求 出 了 格林 函数 . 一 种 是 在 818.3 中 直接 根据 松原 函数 的 
运动 方程 . 另 一 种 是 本 节 的 做 法 , 从 海 森 伯 算 符 的 运动 方程 得 到 海 森 伯 算 符 的 表达 
式 , 再 由 此 构成 格林 函数 . 前 一 种 方法 更 为 简洁 . 一 般 来 说 , 前 一 种 步骤 更 好 . 

最 后 我 们 简要 介绍 以 下 两 点 : 

1. 强 耦 合理 论 的 哈密 顿 量 

著名 的 BCS 超 导 理 论 采 用 的 就 是 弱 耦 合 的 哈密 顿 量 . 我 们 已 经 看 到 , 可 以 先 把 
这 一 哈密 顿 其 做 平均 场 近似 后 再 来 计算 物理 基 , 结果 是 完全 一 样 的 . 因此 BCS 理论 
也 称 为 超 导 态 的 平均 场 理 论 . 一 般 来 说 , 平均 场 理论 对 于 长 程 相互 作用 系统 的 近似 
程度 比较 好 . 而 对 于 短程 相互 作用 的 近似 程度 要 差 些 . 在 超 导 态 中 , 使 电子 对 相互 吸 
引 的 作用 是 短程 的 . 但 是 BCS 理论 计算 出 来 的 物理 量 对 于 许多 材料 来 说 , 符合 得 很 
好 . 原因 是 , 虽然 作用 是 短程 的 , 不 过 超 导 态 电子 的 波 函 数 扩展 到 较 长 距离 . 这 就 接 
近 了 平均 场 的 物理 图 像 . 

但 是 也 有 些 材料 , 弱 耦 合理 论 的 计算 结果 并 不 是 很 好 . 例如 , (18.4.13) 的 理论 结 
采 与 许多 超导体 的 实验 数据 符合 得 很 好 . 但 是 , 对 Pb 和 Hg, 实验 值 确 分 别 是 4.3 和 
4.60. 还 有 其 他 一 些 单质 与 化 合 物 也 达到 4.6 左右 外 . 这 种 理论 与 实验 的 差异 的 原 
因 是 实际 材料 中 有 强 的 电 - 声 相互 作用 . 对 于 这 样 的 材料 , 应 该 用 强 看 合理 论 来 计算 . 

对 于 强 炮 合 超导体 , 必须 把 电 - 声 相互 作用 明确 写 出 来 . 此 时 的 哈密 顿 其 应 该 是 


1 
A 广 ko 上 waka a 9 >» V(q)al, oao 刀 ooakaeakaa 
ka 


qz 0k1ik2a,8 
十 》 ww 内 用 bp 二 》、 gpa(bies kaX + Dh, pM)al aaksa (18.5.39) 
pA kik2 和 a 


第 三 项 是 声 子 的 能 量 . 第 四 项 是 电 - 声 相互 作用 . 按照 这 个 哈密 顿 基 , 必须 同时 计算 
电子 格林 函数 和 声 子 格林 函数 , 计算 出 的 物理 量 比 弱 耦合 的 哈密 顿 量 更 准确 , 与 实 
验 符 合 地 更 好 . 在 弱 耦 合理 论 中 , 能 隙 函数 只 是 温度 的 函数 . 在 每 个 温度 下 , 能 际 函 
数 4 是 个 常数 . 在 强 耦 合理 论 中 , 能 隙 A(w, 7) 还 是 频率 的 函数 . 

2. 超 导 态 与 磁性 共存 的 状态 

超 导 态 与 铁 磁性 的 状态 或 者 反 铁 磁性 的 状态 是 否 能 够 共存 , 也 是 一 个 有 兴趣 的 
问题 . 实验 上 已 经 发 现 了 有 的 材料 是 超 导 态 与 反 铁 磁 性 的 状态 共存 . 有 极 少 数 的 材 
料 是 超 导 态 与 铁 磁性 的 状态 共存 PE^ 身 . 

在 超 导 性 与 反 铁 磁性 共存 的 材料 中 , 实际 上 有 两 类 电子 . 局 域 的 f 电子 构成 了 
反 铁 磁 的 状态 . 巡游 的 s 电子 或 者 d 电子 吸引 配对 成 为 超 导 态 . 因此 , 这 两 种 状态 
分 别 由 两 类 电子 负责 , 互相 之 间 不 矛盾 . 

在 超 导 性 与 铁 磁 性 共存 的 材料 中 , 这 两 种 性 质 都 是 由 巡游 电子 表现 出 来 的 . 前 
面 讲 的 电子 配对 , 都 是 指 自 旋 相反 的 一 对 电子 . 这 是 自 旋 单 重 态 . 铁 磁性 要 求 电子 
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之 间 的 自 旋 平 行 . 因而 电子 之 间 的 铁 磁 和 超 导 这 两 种 有 序 性 是 矛盾 的 . 但 是 如 果 配 
对 电子 是 自 旋 平 行 的 , 就 组 成 了 自 旋 三 重 态 . 这 样 的 状态 就 和 铁 磁 性 不 矛盾 了 . 自 
旋 三 重 态 在 空间 确定 的 方向 上 有 不 同 的 投影 值 . 因而 这 样 的 超导体 中 的 序 参量 是 各 
向 异性 的 . 在 这 样 的 系统 中 , 不 但 可 以 同时 产生 或 者 淹没 一 对 自 旋 相反 的 电子 , 还 可 
以 同时 产生 或 者 淹没 一 对 自 旋 相同 的 电子 , 因为 它们 都 是 三 重 态 的 分 量 态 . 但 是 这 
一 对 电子 的 动量 应 该 总 是 相反 的 . 这 时 必须 组 成 如 下 的 格林 函数 和 反常 格林 函数 : 


G(p,ni — 72) = —((apo (Ti)|ab, (72))) (18.5.40a) 
Fi(p,ni — 72) = (Qa_pt (ni)|apt (72))) (18.5.40b) 
Fo(p,T1 ~— 72) = ((a_pl (71)|apt (72))) (18.5.40c) 
PF_i(p,71 — 72) = ((a-pl (7T1)|ap! (72))) (18.5.40d) 
Fi (p,n — 72) = ((ab,r (Ti)|al ,+ (72))) (18.5.40e) 
Fo (p,71 — 72) = le (18.5.40f) 
Ft (p,n1 — 72) = ((ab, (ni)lat ,1 (72))) (18.5.40g) 


哈密 顿 量 仍然 用 (18.1.5) 式 . 但 是 在 做 平均 场 近似 的 时 候 , 则 不 能 用 (18.5.12) 式 ， 
因为 其 中 的 相互 作用 项 只 考虑 了 同时 淹没 或 者 产生 一 对 自 旋 相反 的 电子 . 现在 我 们 
还 应 该 保留 同时 淹没 或 者 产生 一 对 自 旋 相 同 的 电子 的 项 , 即 (18.1.5) 式 中 所 有 的 项 
都 要 保留 在 三 重 配对 的 超 导 态 中 , 仍然 有 和 迈 斯 纳 效应 , 即 磁场 不 能 进入 超 导 区 域 
内 向 . 


习 题 


1. 证 明 (18.2.6), (18.2.7), (18.2.9), (18.2.10) 式 . 

2. 推导 实 空 间 的 热力 学 格林 函数 的 区 里 科 夫 方程 组 (18.3.17) 式 . 

3. 说 明 , 当 电 子 之 间 的 相 辫 作用 为 替 , 和 二 0, (18.3.28), (18.3.29) 的 格林 函数 和 
松原 通 数 自动 回 到 无 相互 作用 时 的 形式 . 

4. 证 明 (18.5.13), (18.5.14) 式 . 

5. 对 于 哈密 顿 量 (18.5.12) 式 , 计算 电子 的 磁化 率 . 

6. 哈密 顿 量 (18.5.12) 式 可 用 以 下 变换 对 角 化 . 做 线性 变换 回 


CkT = QkQk 十 Bibl, Cc_k! = Qkbk 一 Bral, 
使 算 符 ck 变 为 ok 和 bk 两 组 算 符 . ak 和 Bk 待定 . 在 约束 条 件 


ok+BR=1 


人 
下 , 哈密 顿 量 (18.5.12) 式 对 角 化 成 如 下 形式 : 


K= Eo+ >》 ， Ek (al,ag 十 bi bx) 
k 
求 出 ak 和 Bk 的 表达 式 . 由 此 求 出 格林 函数 和 反常 格林 函数 的 表达 式 . 
7. 试用 哈密 顿 量 (18.5.39) 式 用 运动 方程 法 求解 格林 函数 . 
8. 推导 三 重 配对 的 格林 函数 (18.5.40) 式 的 苞 里 科 夫 方程 组 并 求 其 解 . 
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第 十 九 章 “ 非 平 衡 态 的 格林 函数 


819.1 定义 与 性 质 


非 平衡 的 各 个 格林 函数 的 定义 “2 与 89.1 中 在 形式 上 完全 一 样 . 只 是 为 了 简 
省 起 见 与 为 了 便于 统一 构造 图 形 , 将 记号 稍 作 改 变 . 


iG1» = (Tc(Anmi Br2)) (19.1.1) 
iGit = (Tc(An1 Bu2)) (19.1.2) 
iGis = ig” (zx1,72) = (An1 Br2) (19.1.3) 
iGiz! = ig“(z1,7x2) = —n(BH2AHi1) (19.1.4) 
iG® = igR(z1, x2) = 0(t1 — to)([Au1, Ba2]_») (19.1.5) 
iGS = ig* (x1,72) = -9(t —t1)([An1, BH2]_7) (19.1.6) 


其 中 Tc 是 复 编 时 算 符 , 其 物理 意义 与 第 九 章 中 的 编 时 算 符 ZT 稍 有 不 同 , 但 总 的 原 
则 是 一 样 的 , 即 总 是 将 较 早 的 时 间 排 列 在 右边 . Tc 是 反复 偏 时 算 符 . 它 的 作用 正好 
和 Tt 相反 : 总 是 将 较 早 的 时 间 排 列 在 左边 . 这 两 个 算 符 的 确切 含义 在 后 面 再 进 一 
步 介绍 . 为 简洁 计 , 以 下 标 1, 2 代表 宗 量 zi = (zl, 与)， zs = (za, 如)， 有 必要 的 话 
还 目 动 包 括 自 旋 分 量 , 如 zi = (zitio1). 其 中 iGir 这 个 函数 是 在 这 儿 新 定义 的 . 其 
实在 第 九 章 中 , 在 处 理 平衡 态 时 , 也 可 定义 这 个 格林 函数 , 只 是 没有 利用 到 它 , 所 以 
就 不 写 了 . 对 于 格林 函数 5 = 9> - 9<, 以 后 不 用 , 所 以 此 处 也 没有 写 出 来 . 
上 述 格林 函数 的 定义 式 中 , 除了 两 个 编 时 算 符 , 其 他 符号 及 其 物理 含义 与 89.1 
都 相同 . 这 些 格 林 函 数 也 都 适用 于 各 种 系统 , 只 有 对 于 玻 色 系统 在 发 生 凝 聚 的 范围 
内 不 适用 . 唯一 的 不 同 之 处 是 : 现在 的 求 平均 (…) 是 对 系统 中 所 有 的 态 求 平均 , 包 
拓 各 种 非 平衡 态 . 而 第 九 章 中 的 格林 函数 则 只 对 巨 正则 系 综 的 所 有 平衡 态 求 平均 . 
由 于 这 一 规定 , 处 理 方法 就 不 完全 相同 了 . 计算 的 结果 也 就 会 有 不 同 . 例如 对 于 无 
相互 作用 系统 ， 
(alak)o = ng (19.1.7) 
其 中 nx 是 非 平衡 态 的 分 布 函数 而 不 是 平衡 态 时 的 费 米 分 布 或 者 玻 色 分 布 fn (ek) = 


1/[exp(Bex) 一 中 了 . 这 里 仍 用 下 标 0 表示 无 相互 作用 系统 . 许多 情况 下 , 只 处 理 与 
平衡 态 不 远 的 情况 , 称 近 平衡 系统 或 准 平衡 系统 . 
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当 4 和 BB 分 别 是 费 米子 ( 玻 色 子 ) 的 潭 没 和 产生 算 符 , 则 以 下 两 个 公式 与 第 九 
章 中 的 完全 相同 , (19.1.4) 式 在 本 = to =t 时 为 单 粒子 密度 矩阵 . 


niG™ + (wt, x2t) = Nplt, x1, 72) (19.1.8) 


这 儿 刀 从 哪 一 侧 趋 于 t1 是 无 所 谓 的 , 因为 G-+ 在 tb = 妇 时 是 连续 的 . 在 = 如 
时 还 有 

i[lG+™ (zp1t, To2t) 和 GT (zp1t, zaot)] 一 0(Z1 Z2) (19.1.9) 
由 于 定义 式 (19.1.1)，(19.1.3)~(19.1.6) 和 (9.1.1)~(9.1.5) 相同 ， 所 以 (9.1.14)~ 
(9.1.19) 式 中 凡是 不 涉及 G++ 的 关系 式 都 仍然 成 立 . 我 们 重 写 如 下 : 


Giz = 0(ti—t2)Gis +0(ts —t1)GI2 (19.1.10) 
CU 0 (19.1.11a) 
GV =-0 Nj SSOP = 0 Ob (19.1.11b) 
GD 一 GD = Gi — Gi (19.1.12) 
涉及 C++ 后 有 以 下 关系 : 
G+Git=G ++Gt- (19.1.13) 


此 式 说 明 , 这 四 个 格林 函数 中 , 只 有 三 个 是 独立 的 . 此 式 与 (19.1.10)~(19.1.12) 结合 
得 到 


Gt = 0(t2 — ti)Gi + O(ti to)GI2t (19.1.14a) 
(人 (19.1.14b) 
四 (19.1.14c) 


以 下 我 们 都 设 4 和 B 是 一 对 淹没 和 产生 算 符 . 由 各 格林 函数 的 定义 式 还 可 得 
到 以 下 的 共 罗 或 者 反共 轿 的 关系 . 推迟 与 超前 格林 函数 互 为 共 斩 ; 


Go = G2 (19.1.15) 
函数 G ”和 G11+ 之 间 是 互 为 反 厄 米 共 斩 的 : 
Ci = —GHt* (19.1.16) 
函数 G+ 和 G+” 本 身 是 反共 轿 的 : 


Gi = Ga”, Gi = -GH * (19.1.17) 
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在 上 面 取 共 力 时 , 不 能 忘记 宗 量 的 交换 . 
对 于 均匀 空间 内 的 稳 态 , 所 有 函数 只 依赖 于 差 值 1= 刀 一 bz = x1 一 22. 可 对 
这 些 量 作 傅 里 叶 展 开 . 传 里 叶 分 量 之 间 有 关系 : 


Gk,w) = [Gtk,w)), GA(k,w) = [GR(k,w))* (19.1.18) 
又 从 (19.1.17) 得 : 
GT (k,w) = —[G+ (lo G+(k,w) = —[G +(k,w))* (19.1.19) 


说 明 G+-(k,w) 和 G-+(k,w) 是 纯 虚 数 . 

与 第 九 章 一 样 , 本 章 的 格林 函数 的 定义 适用 于 费 米 子 ( 玻 色 子 )、 声 子 、 光 子 等 . 
下 面 设 为 费 米子 ( 玻 色 子 ), 则 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 满足 醉 定 证 方程 . 定义 一 
个 算 符 


G1 -ind 十 a 十 (19.1.20) 
0 pt 2m aa 


下 标 0 表示 为 无 相互 作用 的 系统 的 量 . 它 作用 在 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 G(0)-- 
上 , 结果 为 


GTJIGtO- = 5(zl — zx2) (19.1.21) 
其 中 G5t 中 的 下 标 1 表示 作用 在 第 一 个 宗 量 zx 上 . 5 函数 是 以 下 形式 的 缩写 
0(Z1 = Z2) 一 O01020(t1 和 t2)6(z1 er Z2) (19.1.22) 


(19.1.21) 式 就 是 第 一 章 中 的 一 阶 含 时 方程 , 只 是 这 儿 用 了 巨 正 则 系 综 中 的 有 效 哈密 
顿 量 . 对 于 G++ 的 作用 结果 为 


GO Tt = 6 (19.1.23) 
GOR 和 G(WA 也 满足 类 似 的 方程 . 如 果 是 对 第 二 个 变量 求 导 , Gi 应 改 为 Gaa*. 如 
Gil"*GY 一 5(zl — 2) (19.1.24) 

G+ -和 6G-+ 在 妆 = 妇 时 是 连续 的 ， 
GO =0，GmGO +=0 (19.1.25) 


对 于 声 子 和 光子 格林 函数 , 则 算 符 (19.1.20) 改 成 相应 的 波动 方程 的 算 符 形式 . 格林 
函数 满足 第 二 章 所 说 的 含 时 二 阶 导数 的 方程 . 

对 于 无 相互 作用 系统 的 格林 函数 , 已 在 89.4 中 求 出 , 只 要 记 住 其 中 的 nk 不 是 
平衡 分 布 即 可 . 

计算 热力 学 量 仍 用 第 九 章 的 公式 . 
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819.2 图 形 技 术 


我 们 先 来 说 明 两 个 复 编 时 算 符 的 含义 . 应 该 说 , 处 理 格林 函数 的 所 有 过 程 与 思 
路 与 第 八 和 第 九 章 中 是 完全 一 样 的 . 把 相互 作用 势 Hi 看 作 是 对 于 无 相互 作用 的 哈 
密 顿 量 的 微 扰 . 建立 时 间 演 化 算 符 U(ti, to) 来 表示 状态 随时 间 的 变化 . 如 果 演 化 经 
历 了 无 限 长 的 时 间 , 就 成 为 9 矩阵 : 5 = U(-oo, co). 用 8$8.2 的 方法 给 系统 加 入 相 
互 作用 , 见 (8.2.23) 式 : 


Ul(o0, 0)|WE) = U(00, —00)| 80) = S| 0) (19.2.1) 


此 式 是 对 于 基态 而 言 的 . 其 物理 意义 是 : 在 -co 的 时 间 系 统 是 无 相互 作用 的 , 此 时 
开始 缓慢 加 上 相互 作用 . 在 0 时 刻 系统 成 为 有 相互 作用 的 真实 系统 . 然后 再 缓慢 撤 
除 相互 作用 , 在 +co 时 回 到 无 相互 作用 的 态 . 整个 过 程 就 等 价 于 5 矩阵 作用 在 无 相 
互 作用 基态 |60) 上 , 它 应 回 到 |80) 态 . 最 多 只 相差 一 个 相 因子 . 本 章 我 们 要 处 理 的 
是 热力 学 系 综 . 对 于 热力 学 的 状态 , 我 们 不 能 保证 每 个 态 受 到 5 矩阵 作用 后 , 仍 回 
到 原来 的 状态 . 但 我 们 有 一 个 比较 保险 的 办 法 , 就 是 在 5 作用 过 后 , 让 5-! 再 作用 
上 去 , 这 样 就 能 把 前 面 的 作用 效果 准确 地 抵消 掉 而 回 到 原来 的 状态 . 因为 有 


S94 (19.2.2) 
如 果 |a) 是 任意 一 个 状态 的 话 ， 
S-!Sla) = la) (19.2.3) 
一 个 力学 量 An(t) 在 系 综 中 的 平均 值 为 
(AH(t)) = (S71U1(0, oo0o)U(0, t) A(t)U(t, 0)U(0, —00))o0 = (S71T [Ar(t) S|)o (19.2.4) 


此 式 与 (8.2.25) 式 相 比较 . 有 三 处 不 同 ，@ (8.2.25) 式 中 是 对 平衡 态 时 的 基态 求 平 
均 . (19.2.4) 是 对 任意 的 非 平衡 态 求 平均 @ (19.2.4) 比 (8.2.25) 式 多 了 一 个 算 符 
5-1.， 加 由 于 (8.2.24) 式 , (8.2.25) 式 右边 分 母 有 一 因子 . 由 于 (19.2.3) 式 , (19.2.4) 
式 右 边 的 分 母 为 1. 按照 (19.2.4) 式 对 于 海 森 伯 算 符 求 平均 的 规则 , 我 们 可 以 写 出 
上 一 节 的 格林 函数 如 下 : 


iGi; = (Te(yaayio)) = (S71T (Wns))o (19.2.5) 


即 海 森 伯 算 符 的 编 时 乘积 在 相互 作用 系统 中 的 平均 值 , 仍然 可 以 写成 相互 作用 绘 景 
算 符 的 编 时 乘积 在 无 相互 作用 系统 中 的 平均 值 . 但 与 (8.2.25)~(8.2.27) 比较 , 有 一 
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点 不 同 ， 在 绝对 零度 时 , S 是 在 绝热 假设 的 条 件 下 引入 相互 作用 的 . 因此 再 绝热 地 
撤除 相互 作用 时 , 仍然 回 到 |80) 而 没有 任何 状态 上 的 变化 , 最 多 只 差 一 个 相 因 子 
exp( 一 还 ). 此 时 5S“? 的 作用 效果 不 过 是 把 这 个 相 因 子 消去 . 这 是 个 数 , 可 以 与 其 他 
算 符 分 离 出 来 , 而 写成 分 母 上 (Go|5|6o) 因子 的 形式 . 本 章 的 情况 是 对 整个 系 综 求 
平均 , 其 中 各 种 可 能 的 态 都 有 . 基态 加 上 再 撤消 相互 作用 后 仍 能 回 到 基态 自身 (如 果 
没有 相 变 的 话 ). 可 是 激发 态 加 上 相互 作用 再 撤消 则 不 能 变 回 自身 , 而 是 变换 到 各 激 
发 态 的 闭 加 . 这 一 点 在 直觉 上 可 认为 是 准 粒子 的 各 种 可 能 的 散射 过 程 的 结果 . 所 以 
第 八 章 的 技术 在 一 般 情 况 , 基 至 在 T=0 时 有 可 变 外 场 的 情况 也 不 适用 . 因为 可 变 外 
场 会 将 系统 的 基态 激发 , 而 这 里 利用 3S-1 的 技术 , 如 (19.2.4), (19.2.5) 中 那样 , 对 一 
切 情况 都 是 有 效 的 . 

(19.2.5) 式 采 用 的 方法 是 ， 将 时 间 演 化 算 符 作用 到 无 相互 作用 态 上 , 使 它 从 
-co 时 间 演 化 到 +co, 再 从 +oo 演化 到 一 co, 这 样 才能 准确 地 回 到 原来 的 状态 ， 
见 (19.2.3). 对 时 间 的 积分 就 是 沿 着 -co 至 +co, 再 回 到 -oo 的 闭合 路 径 积分 , 因此 ， 
本 章 的 格林 函数 也 称 为 闭路 格林 函数 . 

利用 3 矩阵 的 么 正 性 和 Hi 的 厄 米 性 ， 


9-1= 5+ = Texp x/ Mi (19.2.6) 


就 可 与 88.2 中 的 一 样 , 作 3 与 5- 的 微 扰 展开 . 再 利用 威 克 定 理 . 注意 810.1 的 零 
温 时 的 威 克 定理 在 此 不 适用 .$12.1 中 的 有 限 温度 的 平衡 态 的 威 克 定理 也 不 适用 , 因 
为 那儿 用 到 了 (okax), 是 平衡 态 的 分 布 函 数 . 参考 文献 [?] 中 不 加 证 明 地 提 到 了 威 
克 定 理 . 不 管 怎样 , 宏观 极限 的 威 克 定理 是 对 于 所 有 情况 都 适用 的 , 包括 非 平衡 态 . 
读者 可 参看 附录 A 中 一 般 情况 的 宏观 极限 时 的 证 明 . 

先 写 出 两 体 相 互 作 用 时 格林 函数 的 微 扰 展开 式 


A 
iC 一 (2， y) = (去) lt (fa ps d4zm4 、 ‘pio Vi V3,a Si 
m,n 
Vom -1,2m VI2om | 


方 (让 ) Tibet | dn dem VV Van ton bron hr))o 
(19.2.7) 
式 中 作 了 简写 V(z1 一 22) = Vi,2. 对 于 (19.1.2)~(19.1.6) 的 其 他 格林 函数 , 微 扰 展开 
式 与 此 相同 . 只 是 有 一 个 差别 .G++ 中 的 两 个 算 符 是 反 编 时 的 . 所 以 相应 地 , (16.2.7) 
式 中 yr, 两 个 场 算 符 应 从 Ti 之 内 拿 出 而 放 入 ZT 乘积 的 末尾 . 剩 下 的 几 个 格林 
函数 无 需 编 时 . 相应 地 , 例如 G+-, (19.2.7) 式 右边 的 Wrap, 的 两 个 算 符 , 既 不 在 到 
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之 内 , 也 不 在 T 之 内 , 而 是 拿 到 ZT 符号 之 前 即 可 . 最 后 还 应 说 明 , (19.2.7) 中 元 内 
的 某 个 场 算 符 与 内 的 菜 个 场 算 符 之 间 , 没有 时 间 上 的 必然 联系 , 也 就 没有 编 时 的 
问题 . 只 有 在 同一 个 ZT 内 的 算 符 , 或 在 同一 个 到 内 的 算 符 , 才 有 编 时 关系 . 

下 面 明确 写 出 G-- 的 零 阶 、 一 阶 和 二 阶 项 . 


iGt2 ”= Pn) (19.2.8) 
1G 二 二 (Tb | dradtz43 Vedladlabraral)o 


1 1 
-信人 / dzadtza 3 Vaalaplabiapia) Ti(bnglo))o (19.2.9) 
.m2)-—_1/1 + 4,, 114, 14,, ,14 
iCiz 汪汪 于 (Tilwriwr, | d xad zad xsd’ 76 
1 + + ot 
, 本 734756YWI3WTaWr4WI3WI5Wr6WI6Wr5])0 


十 ( 动 ) ( -天 Cf dirsdtz43 Va alse) 


1 
Ti (ww _ d4z5d4z6 子 仿 6Wsyieyreyrs))0 


下 
4 (- 识 ) al( / d27z3sd4z4d4z5d4z6 


join 人 (wry ))o (19.2.10) 


先 看 一 阶 项 (19.2.9) 式 . 第 二 项 是 目前 的 情况 特有 的 . 对 于 零 温情 形 , 则 只 有 第 
一 项 , 且 只 考虑 其 中 的 相连 图 形 , 因为 不 相连 图 形 与 分 母 的 因子 (Go|S|60) 可 准确 
地 抵消 对 (19.2.9) 式 中 的 两 项 都 应 用 威 克 定理 作 收 缩 , 再 应 用 810.2 中 的 图 形 规 
则 作 图 可 知 , 每 一 项 中 各 有 两 个 不 相连 图 形 . 在 同一 个 / 丽 (bdt 内 , 四 个 场 算 符 的 
时 间 都 相等 , 编 时 算 符 对 同一 丽人 内 的 算 符 不 起 作用 . 因此 (19.2.9) 式 中 四 个 不 
相连 图 形 两 两 相 减 为 零 , 只 需 考虑 相连 图 形 即 可 . 仔细 考察 (19.2.10) 式 也 有 这 种 情 
况 , 即 第 一 项 和 第 三 项 中 的 不 相连 图 形 正好 与 第 二 项 中 的 不 相连 图 形 相 减 为 零 . 这 
个 结论 可 推广 到 任意 阶 所 有 不 相连 图 形 都 可 不 考虑 , 只 须 考虑 相连 图 形 即 可 . 

再 看 (19.2.9) 式 第 一 项 中 的 相连 图 形 , 共有 四 个 , 实际 上 就 是 图 10.1 中 的 四 个 
相连 图 形 , 其 中 两 两 为 拓扑 等 价 的 , 因此 各 只 要 考虑 其 中 一 个 , 而 把 V 前 面 的 因子 
1/2 去 掉 . 这 一 结论 对 任意 阶 的 每 一 项 都 适用 . 第 n 阶 图 形 应 有 n 根 相 互 作用 虚线 ， 
同一 根 虚 线 的 两 端的 标 名 可 交换 , 共有 2" 种 可 能 . 但 对 顶点 的 四 维 时 空 坐标 是 要 
积分 的 , 因此 这 2" 个 图 的 贡献 相同 , 是 等 价 的 图 形 . 只 须 考虑 其 中 一 个 , 而 将 前 面 的 
因子 1/2” 略 去 . 


$19.2 图 形 技 术 “ 441 ， 


规定 图 形 元 素 及 所 代表 的 因子 如 图 19.1. 格林 函数 线 iG12 的 方向 是 从 2 指向 
1. 终点 与 起 点 的 正 负 号 与 iGls 的 上 标的 正 负 号 相同 . 对 于 相互 作用 虚线 , 如 果 是 
因子 V/( 反 ), 则 两 端 标 上 人 负 号 , 如 果 是 因子 这 / 访 则 两 端 标 上 正 号 . 


1C (OO-- 1 (OF+-~ 1G, + ; 
1G', 1G,, Ci ie 由 


VAih) i 
图 19.1 四 种 单 粒子 格林 函数 线 和 两 种 两 体 相互 作用 虚线 
现在 注意 (16.2.9) 第 二 项 中 , 收缩 得 到 的 两 个 不 等 价 相连 图 形 所 含 格林 函数 因 
子 为 
(F (wpn)o) (Tprayls))o (Wrapty)o 
+ (二 (Waspri)o) (Wrayila)o (Ti (waypts))o 
Oa CAV (eo el i Ce Sa Es a (19.2.11) 
不 在 同一 个 至 内 或 同一 个 五 内 的 算 符 时 间 上 没有 必然 的 前 后 关系 , 因此 收缩 后 是 
不 用 编 时 的 , 就 给 出 函数 iG(O-+ 或 iG(O+- ,元 编 时 内 的 收缩 则 给 出 因子 G++. 
画 出 一 阶 图 形 的 所 有 四 个 不 等 价 相 连 图 形 如 图 19.2. 并 且 把 相应 的 表达 式 写 出 来 ， 
就 是 
‘G8 = /toi -iG Va/Gh) 
人 
EG Gt 
+iGO-+iG iG + tivya /dizsdtra (19.2.12) 


将 (19.2.9) 收缩 后 , 得 到 的 就 是 这 个 表达 式 . 


图 19.2 iG- ”的 一 阶 微 扰 的 四 个 不 等 价 相连 图 形 
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对 (19.2.10) 二 阶 项 的 仔细 分 析 , 可 得 到 如 下 结果 . 二 阶 图 形 共有 40 个 , 每 个 图 
形 的 两 个 外 端点 都 带 负 号 , 每 个 都 有 两 根 相互 作用 虚线 . 这 40 个 图 形 可 分 为 四 组 ， 
每 组 10 个 , 它们 的 形式 都 与 零 温 格林 函数 的 10 个 二 阶 图 形 图 10.3 相同 . 区 别 在 
于 : 由 (19.2.10) 第 一 项 收缩 得 到 的 10 个 图 形 中 , 所 有 虚线 的 两 端 都 是 “- ”号 ; 第 
二 项 收缩 得 到 的 20 个 图 形 分 为 两 组 , 第 一 组 10 个 图 形 中 第 一 根 虚 线 两 端 “一 ”号 ， 
第 二 根 虚 线 两 端 “+ ”号 , 第 二 组 10 个 图 中 则 是 第 一 根 虚 线 两 端 “+” 号 , 第 二 根 虚 
线 两 端 “- ”号 ; 第 三 项 收缩 得 到 的 10 个 图 形 中 , 每 根 虚 线 的 两 端 都 是 “二 ”号 

由 此 分 析 , 很 容易 得 到 面 出 ” 阶 图 形 的 规律 . 将 第 n 阶 微 扰 的 图 形 规则 写 出 如 
下 : 

(1) 按照 伶 温 格林 函数 那样 画 出 有 n 根 虚 线 的 不 等 价 相连 图 形 . 两 个 外 端点 标 
上 “- ”号 . 每 根 虚 线 两 端 标 上 “-- ”号 . 这 样 的 图 形成 为 第 一 组 . 

(2) 对 每 一 个 图 形 , 任 选 其 中 的 1 根 , 2 根 , …, n 根 虚 线 , 使 其 两 端 变 为 “+” 号 . 
这 样 的 选取 方式 有 G3 十 避 十 … 十 C? 二 2" 一 1 种 ,也 就 是 新 产生 出 2*-1 组 图 形 ， 
加 上 第 一 组 共有 2" 组 图 形 . 

(3) 按 图 19.1 写 出 每 个 图 相应 的 表达 式 . 对 每 个 顶点 的 四 维 时 空 坐标 积 

上 面 对 一 阶 、 二 阶 图 形 的 考察 已 知 : 一 阶 图 形 有 21=2 组 , 见 图 19.2; 一 阶 图 形 
有 22=4 组 . 

人 ic ,ic 和 iG+1+, 只 要 在 两 个 外 端点 上 分 别 标 上 
“二, 一” 号, “一, 十 ” 导 和 “十 , +” 号 . 其 余 规则 如 上 完全 相同 . 

对 于 动量 空间 中 的 图 形 规则 , 读者 自己 就 可 根据 图 形 能 很 容易 地 写 出 来 了 . 

我 们 再 来 讨论 外 场 作 用 的 情况 . 类 似 于 (19.2.7) 式 , 因果 格林 函数 的 微 扰 展开 
式 为 


本 1 1 eTre e 
iC (2,Y) -SS pl (有 3) rl (f ta. T1: dtzm Vi JP :Ve 
: Wii pt, Es i Im es -par )T 学 f a's .dizn VeVe 
Ve ,pin vat] )0 (19.2.13) 


其 中 作 了 简写 证 = V*(z1). 明确 写 出 至 二 阶 项 为 
iG12 = (人 (pa 各) (19.2.14) 
iG(y = 志 bn favaviwlsws))o 


证: Ee (fa AraVe Ws) Ti (wryt,))o (19.2.15) 
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(a 5 ( 寺 om 号 | farsa sav vietadlids)o 
+ ( ee (f zaVs 如 ) nay {arravewiate))o 
本 GE ( | ddtzavs vipa ) 也 (bra 由) (19.2.16) 


对 外 场 作用 线 作 规定 如 图 19.3， 对 于 因子 V*/(i), 顶点 处 标 “-” 号 ; 对 于 因子 
i /万 顶点 处 标 “+” 号 . 对 (19.2.15) 一 阶 项 作 收 缩 后 , 画 出 相应 的 两 个 图 形 , 见 图 
19.4. 对 二 阶 项 (19.2.16) 收缩 得 到 的 四 个 图 形 如 图 19.5. 分 析 与 两 体 相互 作用 的 情 
形 完全 类 似 , 只 是 这 里 更 为 简单 . 


外 外 


ViA) ie/ 访 
图 19.3 ”外场 线 及 其 相应 的 表达 式 

外 
1 1 
| | 
| 上 
下 
1 1 

1- 3- d= 2- 3+ 5 


省 让 
一 -一 -一 一 一- 一 一 - 
图 19.5 外 场 下 iGi2 ”的 四 个 二 阶 图 形 

写 出 n 阶 图 形 的 规则 如 下 : 


(1) 按照 零 温 格 林 函 数 那样 , 画 出 有 n 根 虚线 的 不 等 价 相 连 图 形 . 两 个 外 端点 
标 上 “- ”号 . 每 根 虚 线 的 顶点 处 标 上 “- ”号 . 这 样 的 图 只 有 一 个 . 
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(2) 任 选 其 中 的 一 根 , 两 根 ,.…, n 根 虚 线 , 将 其 顶点 处 改 为 “+” 号 . 这 样 得 到 
2"-1 个 新 的 图 , 连 原 图 共有 2n 个 . 

(3) 格林 函数 线 代表 的 因子 见 图 19.1. 外 场 作用 虚线 代表 的 因子 见 图 19.3. 对 
每 个 顶点 的 四 维 时 空 坐标 积分 . 

对 于 其 他 三 个 格林 函数 iG+-、iG-+、iG++， 只 要 在 两 个 外 端点 上 分 别 标 以 
十, -” 号 “一 ， +” 号 和 “+, +” 号 . 其 余 规则 如 上 完全 相同 . 动量 空间 中 的 图 形 规 
则 , 留 给 读者 自己 写 . 

本 章 介绍 的 图 形 技术 称 为 凯 尔 迪 什 (Keldysh)jta 图 形 技术 . 它 可 以 适用 于 任意 
非 平衡 与 平衡 态 的 系统 . 

如 果 只 是 处 理 基态 的 问题 , 则 (19.1.1)~(19.1.6) 就 简化 为 对 基态 jy》 求 平均 . 
成 对 收缩 也 就 是 对 无 相互 作用 基态 |5o) 求 平均 . 由 上 面 的 图 形 规则 知 , 每 一 阶 微 拢 
都 有 2" 组 图 形 , 除 第 一 组 图 形 中 都 是 iG(0-- (针对 iG-- 来 说 ) 之 外 , 其 他 的 图 中 
都 至 少 有 一 个 因子 iGt2 + = (oizwr| go). 由 (10.1.10)~(10.1.12) 式 知 


Wioyri| Go) =0 (19.2.17) 


对 于 声 子 场 算 符 , 用 (10.1.8), (10.1.9) 式 也 有 同样 的 结果 . 对 于 玻 色 子 (只 要 不 
发 生 凝 罕 ) 也 有 同样 的 结果 . 结论 是 : 处 理 基 态 时 后 面 的 2"-1 组 图 形 完全 不 用 考 
虑 , 而 只 剩 下 第 一 组 图 形 . 这 正 是 零 温 格林 函数 的 图 形 技术 . 

我 们 看 到 , 本 章 的 图 形 技术 与 松原 函数 的 图 形 技术 相 比 , 各 有 长 处 . 凯 尔 迪 什 
技术 长 处 是 它 可 处 理 ( 除 有 凝聚 体外 的 ) 任何 平衡 与 非 平衡 态 系 统 . 在 处 理 基 态 时 
自动 回 到 零 温 格林 函数 的 图 形 技术 . 松原 函数 只 能 处 理 非 零 温 的 系统 . 在 计算 物理 
基 后 取 零 温 极限 , 得 到 零 温 时 的 物理 量 . 但 在 处 理 有 限 温度 的 平衡 态 系统 时 , 松原 
函数 只 需 像 零 漫 格林 浮 数 那样 的 一 组 图 形 , 凯 尔 迪 什 技术 则 需要 2" 组 图 形 , 显得 太 


复杂 . 
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考察 上 一 节 的 各 种 微 扰 图 形 可 知 , 把 两 条 外 线 去 掉 后 剩 下 的 自 能 图 形 有 四 种 情 
况 , 见 图 19.6. 这 四 个 自 能 可 分 别 记 为 工 ,2 2 和 21+. 把 切割 一 根 粒 子 
线 就 能 分 为 不 相连 的 两 部 分 的 自 能 图 形 称 为 非 正 规 自 能 , 否则 就 称 为 正规 自 能 . 自 
能 由 正规 自 能 构成 , 见 图 19.7 是 3- 的 组 成 . 其 他 三 个 自 能 函数 也 有 类 似 的 表达 
式 . 四 个 正规 自 能 分 别 记 为 2*,， 2*1 ,52* + 和 2*++， 将 图 19.6 中 的 自 能 全 
部 用 正规 自 能 来 表达 , 就 得 到 图 19.8. 这 就 是 目前 情况 下 的 戴 森 方程 . 图 19.8 中 的 
(a), (b), (c), (d) 四 项 与 图 19.6 中 的 并 不 是 一 一 对 应 的 . 图 19.8 中 每 一 项 , 如 (a) 项 
中 的 ic- 包括 了 图 19.6 中 (a), (b), (c), (d) 所 有 四 项 目 能 的 贡献 . 图 19.9 以 两 体 
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相互 作用 为 例 , 列 出 了 一 些 低 阶 的 正规 自 能 的 图 形 . 将 图 19.6, 图 19.8 的 端点 变 号 ， 
立即 就 写 出 了 另外 三 个 格林 函数 iG+-, iG-+ 和 icr++ 的 戴 森 方程 . 例如 , 上、 下 两 
端 分 别 标 以 “+”、“-” 号 就 得 iG+- 的 戴 森 方 程 . 显然 这 四 个 方程 是 要 联 立 求解 的 . 
将 图 19.8 用 解析 式 表达 出 来 : 


a 0)-- ,1 OE Od 
Gia 一 Ci + 243 G32 FG 0 


下 和 (19.3.1) 


十 


- 一 加 十 
一 有 一 阔 天 -- > 1- 的 i 


图 19.7 自 能 是 各 阶 正规 自 能 的 贡献 之 和 


(a) (b) (9 (d) 
图 19.8 格林 函数 用 正规 自 能 表达 的 戴 森 方程 
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— 9 一 \ 


+ 一 一 一 一 十 ~ 
图 19.9 两 体 相互 作用 系统 的 一 些 低 阶 的 正规 自 能 的 图 形 


类 似 地 写 出 另外 三 个 格林 函数 的 戴 森 方 程 表 达 式 ， 这 四 个 方程 可 以 压缩 地 写成 矩 
阵 形式 
DR GI Bx G32dt radtza (19.3.2) 


Gs , 于 
G— ( 和 下 三 ( ee | (19.3.3) 
用 您 阵 相 乘 的 方法 展开 , 就 得 到 (19.3.1) 与 另外 三 个 方程 . 


无 相互 作用 系统 的 格林 函数 所 满足 的 微分 方程 (19.1.21)~(19.1.25), 也 可 如 下 
统一 写成 矩阵 形式 


其 中 


GG Se a36(2Z1 = Z2】 (19.3.4) 


1 0 
03 二 ( 0 1 | (19.3.5) 


这 儿 只 是 借用 了 泡 利 矩阵 , 并 没有 自 旋 的 含义 . 
现在 把 算 符 G5i (19.1.20) 作用 于 (19.3.2) 式 两 边 , 并 利用 (19.3.4), 可 得 


其 中 


1 
GH G12 a30(z1 二 2Z2) 和 下 : 二 


万 | “5sGsd (19.3.6) 


再 把 Go ”作用 于 (19.3.2), 利用 (19.1.24), 得 到 


1 
Go Gy > 036(Z1 > 2Z2) 十 三 | Gis m0sd ms (19.3.7) 
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(19.3.6), (19.3.7) 两 式 相对 于 (19.3.2) 式 的 优点 是 方程 中 不 出 现 无 相互 作用 系统 的 
格林 函数 , 使 得 方程 更 为 简洁 . 但 缺点 是 , 它们 都 是 积分 微分 方程 . 微分 算 符 的 存在 
使 得 解 具 有 不 确定 性 . 而 这 个 积分 常数 实质 上 就 是 (19.3.2) 的 第 一 项 , 即 无 相互 作 
用 系统 的 格林 函数 . 

有 一 点 必须 强调 , 由 于 (19.1.13) 的 线性 关系 的 存在 , (19.3.2) 中 只 有 三 个 方程 
是 独立 的 . 为 了 把 这 一 点 明显 地 表现 出 来 , 我 们 用 下 面 的 方法 对 矩阵 G 作 线 性 变换 ， 
利用 (19.1.13) 将 其 中 的 一 个 矩阵 元 化 为 零 . 所 采用 的 线性 变换 为 


Gg = R7GR (19.3.8) 


1 1 1 Ee 0 
z- 训 人 2 由 z- 痪 (1 , (19.3.9) 


是 么 正 甜 阵 . 容易 算出 , 变换 的 结果 为 


_1/G -Gt--G++Gtt G- -Gt-+G-+— G+tt 
人 


四 | ) (19.3.10) 


其 中 用 到 了 (19.1.13), (19.1.14) 并 定义 卫 函数 : 


其 中 


Cs 


F=Gtt+G -=Gt- -+G- + (19.3.11) 


这 时 方程 (19.3.2) 的 形式 不 变 . 由 于 四 个 格林 函数 之 间 有 线性 关系 (19.1.13), 因此 
四 个 正规 自 能 也 不 是 完全 独立 的 , 应 该 有 一 个 线性 关系 . 现在 来 找 出 这 个 关系 . 明 
确 写 出 (19.3.6) 的 矩阵 形式 ， 


G-- G-+ 1 0 
a 
六 qd473 oy De Gs Ga (19.3.12) 
0 -人 八路- 或: 八 咯 GH 


由 (19.1.13), 必 有 GD (G-- 十 G++ 一 G-+ 一 G+-)=0. 将 (19.3.12) 左边 的 四 个 拖 
阵 元 相 加 , 得 到 右边 被 积 函 数 中 四 个 矩阵 元 相 加 应 该 为 零 . 推 得 结果 为 


( 23 + oT + + ht)(Gy — Ga )=0 
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得 到 正规 自 能 之 间 的 线性 关系 为 


Dr el (19.3.13) 
注意 它 与 (19.1.13) 式 符号 上 的 差别 . 正规 自 能 和 矩阵 的 变换 结果 就 成 为 
水 一 二 x* 0 SD 
pg 2 i | (19.3.14) 


Oe pa 
人 (19.3.15) 


它们 与 (19.1.14) 式 有 区 别 . 
把 (19.3.2) 式 经 变换 后 得 到 的 方程 写 出 来 


A 
( 0 GS)Y_/ 0o Ge 
Gi Fi2 Co 


0 OA 
+ /aas 人 14 
co 


车 民 全 
( 4 ) ( G32 ) (19.3.16) 
D15 0 G39 Fa2 
其 中 G^ 矩阵 元 满足 的 方程 为 
Gh = G8* + | GO 5AGh dd (19.3.17) 


也 可 写 出 G" 和 矩阵 元 满足 的 方程 , 不 过 利用 (19.1.13) 式 可 以 发 现 , 它 并 不 比 (19.3.17) 
给 出 更 新 的 物理 内 容 . GR 和 G(WA 与 无 相互 作用 系统 的 分 布 函数 无 关 , 这 可 参看 
(19.3.17) 式 . 因此 方程 (19.3.17) 不 依赖 于 无 相互 作用 系统 的 分 布 函数 . 

最 后 , FF 所 满足 的 方程 为 


Fa / (GO QsGS + FOO LAGS + GORNDR Rodtzad4ze (19.3.18) 


由 于 
Gi FO = 0 (19.3.19) 
已 2 满足 的 微分 方程 是 


Go Fi2 (9s68 十 Dodd a (19.3.20) 
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方程 (19.3.17), (19.3.20) 原则 上 构成 了 对 非 平衡 态 系统 的 完全 描述 . 其 中 后 一 
个 是 积分 微分 方程 , 它 是 玻 尔 兹 曼 输 运 方程 的 推广 . 由 于 (19.1.8), (19.1.9) 式 , G+ 
和 G+” 以 及 下 与 系统 中 粒子 的 分 布 函数 直接 有 关 . (19.3.20) 的 解 与 输 运 方程 具有 
同样 的 任意 性 . 不 过 (19.3.17) 是 纯 积 分 方程 , 因此 对 解 不 带 来 任意 性 . 
方程 组 (19.3.17), (19.3.20) 比 通 常 的 输 运 方程 复杂 . 因为 它 的 一 个 基本 特点 是 ， 
它 包 含 了 妇 和 to 两 个 时 间 变 量 . 而 输 运 方程 中 只 有 一 个 时 间 变 量 . 在 准 经 典 情形 
这 一 差别 消失 . 准 经 典 条 件 是 指 所 有 的 量 发 生 显著 变化 所 需 的 时 间 间 隔 + 和 距离 
满足 不 等 式 
TEF 六 万 lpr 六 态 (19.3.21) 


这 时 (16.3.20) 式 可 给 出 通常 的 输 运 方程 , 并 且 在 只 取 到 正规 自 能 的 二 阶 图 形 时 , 就 
给 出 碰撞 项 中 “获得 ”和 “损失 ”项 的 明确 表达 式 . 这 一 证 明 过 程 较 为 繁 元 , 读者 可 
参看 文献 [1]. 
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我 们 现在 要 再 进一步 说 明 复 编 时 算 符 Tc 的 含义 . 前 面 讲 的 编 时 的 顺序 是 , 时 
间 上 先 从 -oo 演化 到 +oo, 再 从 +oo 演化 到 -co, 这 样 才能 准确 地 回 到 原来 的 状 
态 . 为 了 明确 区 分 这 两 步 的 演化 , 做 如 下 的 规定 . 从 -co 时 间 演 化 到 +ce 时 , 时 间 
有 一 正 的 小 虚 部 , 记 为 妨 . 称 作 正 向 路 径 (上 上 岸 ). 从 +coe 演化 到 -ce 时 , 时 间 有 一 
负 的 小 虚 部 , 记 为 厂 . 称 作 逆向 路 径 (下 岸 ). 见 图 19.10. 正 是 由 于 时 间 是 一 复数 ， 
所 以 把 Tc 称 为 复 编 时 算 符 . 时 间 回 路 就 是 复 回 路 . (19.1.1)~(19.1.6) 式 中 的 时 间 都 
有 一 小 的 虚 部 , 也 就 都 称 为 复 编 时 格林 函数 . 当 tz 在 复 回路 上 位 于 妇 之 后 , 4 和 号 
就 交换 次 序 并 加 一 负 号 , 否则 不 变 . 下 岸 的 时 间 总 是 晚 于 上 岸 的 时 间 | 


oo 


图 19.10 复 时 间 回 路 
我 们 再 把 (19.1.1)~(19.1.4) 中 的 时 间 表 明 如 下 


Ci =G (tt,t) (19.4.1) 
CO (19.4.2) 
Gt (t,t2) = G+ (二 ,二 ) (19.4.3) 

) 


Gt(t,t2) = G+(t ,ty) (19.4.4 
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因 采 格林 函数 (19.1.1) 式 中 两 个 时 间 都 在 正 向 路 径 上 , 说 明 这 是 一 个 正 编 时 的 效果 . 
(19.1.2) 式 中 两 个 时 间 都 在 逆向 路 径 上 , 说 明 这 是 一 个 反 编 时 的 效果 . 大 于 和 小 于 
格林 函数 G< 和 G> (关联 函数 ) 的 时 间 总 是 分 别 在 上 下 岸 . 推迟 和 超前 格林 函数 的 
形式 不 变 , 因为 有 阶 路 函数 决定 了 时 间 的 顺序 . 不 管 时 间 是 在 正 向 还 是 逆向 路 径 上 . 

松原 函数 中 由 于 没有 时 间 的 概念 , 所 以 无 法 定义 非 平 衡 态 的 松原 函数 . 

规定 了 复 时 间 路 径 之 后 , 六 个 格林 函数 之 间 仍 然 存在 (19.1.10)~(19.1.14) 这 些 
关系 . 

非 平衡 统计 的 微 扰 论 必 须 建立 在 复 编 时 格林 函数 上 , 而 可 观察 量 则 与 实时 格林 
函数 相 联 系 . 连接 二 者 的 桥梁 是 Lengreth 定理 外. 如 果 复 编 时 格林 函数 满足 


C(ti,t2) = 人 dtA(ti,t)B(t, ta) (19.4.5) 
C 
积分 路 径 是 图 19.11, 那么 有 


C<(ti,t2) = / © at[ARC DB< (bt) + A< (hi, DBAG ta) (19.4.6) 


Ce 可 = {ddlAr(t td)B> (hty) + A (t,t) BA ta) (19.4.7) 


十 co 

cmt)= / dtAR(t1,t)BR(t, t2) (19.4.8) 
十 co 

OA(t1,t2) = / dtAS (t1,t)BA(t, t2) (19.4.9) 


注意 , 此 四 式 右边 的 积分 路 径 已 经 不 是 闭合 回路 . 以 上 四 式 常 简 记 为 如 下 的 形式 : 


(4B)< = 4RB< + A“BA (19.4.10) 
(4B)> = ARB> + A>BA (19.4.11) 
(AB)® = ARBR (19.4.12) 
(4B)A = ASBA (19.4.13) 


我 们 来 证 明 (19.4.6) 式 . 由 于 大 于 刀 的 时 间 的 路 径 上 的 积分 抵消 . 先 把 图 19.11 
的 积分 路 径 变 为 图 19.12 的 路 径 . 再 进一步 变形 为 图 19.13 的 路 径 


C<(t1,t2) = [ dtA(tt,t)B(t, tz ) 
C 


= [ dtA(tt,t)B<(t,tz )+ / dtA“(ti,t)B(t,ts) (19.4.14) 
C1 


2 
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图 19.12 把 图 19.11 中 的 积分 路 径 加 以 简化 , 上 下 岸 在 时 间 上 > max(t1, t2) 的 路 径 


上 的 积分 相互 抵消 
Ci L 
QQ 
C 名 


图 19.13 ”把 图 19.12 中 的 路 径 再 加 以 变形 


第 一 项 8< 坟 好 ) 中 积分 的 时 间 t 总 是 超前 于 她 , 所 以 标记 为 B“ (t,t 二). 同 理 , 在 第 
二 项 中 则 应 标记 为 A<( 疆 ,t), (19.4.14) 第 一 项 的 积分 为 


| ataltt,t) Bs) 
C1 


ti ~ 
= dtA> (tt,t) B® (t,tz )+ | dtA“(tt,t)B®(t,ta) 
= t 


1 


十 ce ti 
=/ ttt -At Bs) dt4<(tt, dB (ht) 


= si 时 -A> (td) -ot ~ 1A) Bb) 


圭 / ~ dt AR(tt,t)B<(t,t3) (19.4.15a) 
其 中 第 一 项 A( 寻 ,t) 中 积分 的 时 间 上 总 是 超前 于 好 , 所 以 标记 为 4> (好 ,为 ; 同 理 ， 
在 第 二 项 中 则 应 标记 为 4< (三 为, 第 二 项 将 积分 的 上 下 限 换 位 后 , 如 果 要 将 上 限 扩 
展 为 无 穷 大 , 需要 加 入 一 个 因子 b( 好 - 注 . 最 后 一 步 则 使 用 了 (19.1.11a) 式 . 现在 看 
(19.4.14) 式 的 第 二 项 ， 


| ta dB Gs) 
C2 


t2 oo 
可 dtA<(tt, dB (ts)+ / dtA“ (tt,t)B> (t,ta) 


t2 
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一 [ ~ dtA<“ (tt,t)0(ts —t)B“(t,tz )— 人 dt4< (tt ,t)B> (t,t2) 
a dtA<(ti,t)0(ts —t)B<(t,t2) -三 dtA<(tt,t)0(ts —t)B> (t,tz) 
= 三 dtA<(tt,t)BA(t, tz ) (19.4.15b) 


把 (19.4.15a), (19.4.15b) 两 式 代 入 (19.4.14), 则 (19.4.6) 式 得 证 . 
复 编 时 格林 函数 满足 戴 森 方程 : 
G(ti,t2) 一 g(ti, t2) 十 人 aaaaot， ta)5 (ts, ta)G(ta, t2) (19.4.16) 
此 式 简 记 为 
G=9+92G (19.4.17) 
由 此 式 出 发 , 利用 Lengreth 定理 , 可 得 到 以 下 的 实时 格林 函数 满足 的 方程 
CO (19.4.18) 
人 (19.4.19) 
=(1+G D5)g “(1 + DAG) + GRD<GA 
Og (9) Or OND<ON (19.4.20) 
CC (19.4.21) 


式 (19.4.18)~(19.4.21) 这 一 组 方程 完备 地 描述 了 非 平衡 动力 学 的 一 般 性 质 . 但 是 由 
于 式 (19.1.12), 其 中 只 有 三 个 方程 是 独立 的 . (19.4.20) 被 称 为 Keldish 方程 . 我 们 来 
证 明 (19.4.20) 式 : 从 (19.4.17) 得 


人 (19.4.22) 
所 以 
Do (19.4.23) 
从 (19.4.18) 式 得 
(1 一 名 5)-198 = GR (19.4.24) 
又 


(1— gD) + DIR)=1+(G tg gpRGR) DR =1 (19.4.25) 
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所 以 
上 由 (19.4.26) 
把 (19.4.24), (19.4.26) 代入 (19.4.23) 即 得 (19.4.20) 的 第 一 个 等 式 . 第 二 个 等 式 的 证 
明 用 到 (19.4.19) 和 (19.4.24) 式 . 
下 面 定 义 的 两 个 乘积 不 含 积分 : 


C(t1, to) -= Alti,t2)B(t, t») (19.4.27) 
Dl(ti,t2) = Alti, t2) Bl(t2,t1) (19.4.28) 
可 以 证 明 以 下 关系 式 : 

OC (ti,t2) = A“(t1,t2)B(ti,t2) (19.4.29) 
D“(ti,to) = A“(t1,t2) BY (to,t1) (19.4.30) 

OR(t, t2) By 4< (t1, t2) BR(ti, t2) 十 AR(t, t2)B* (ti, t2) 
(19.4.31) 

+AR(t1,t2) BR(t, t2) 

DR(t1,to)= AR(ti,t2)B< (to,t1) + A< (ti,t2) BA (to, ti1) 
(19.4.32) 

= A“(ti,t2)BA(to,t1) + AR(t1,t2)B< (to,t1) 

最 后 , 再 证 明 一 个 有 用 的 关系 式 四 ， 

Gv" OD = (19.4.33) 


根据 戴 森 方 程 (10.4.10) 式 或 者 (19.3.17) 式 ， 
(Gye Es (站 DR,A 


注意 , 现在 (G") ?= 一 Ho, 其 推迟 和 超前 函数 只 差 一 个 无 穷 小 的 虚 部 , 并 且 只 在 
分 子 上 , 所 以 完全 可 以 忽略 这 个 无 穷 小 的 虚 部 . 

(ee 二 本 a (GM Cs DR Es DA 
两 边 同 时 左 乘 GR* 和 右 乘 G4, 即 得 (19.4.33) 式 . 


当 一 个 系统 处 于 平衡 态 时 ,小 于 格林 函数 可 以 用 推迟 和 超前 格林 函数 来 表示 ， 
见 (9.2.55), (9.2.50) 和 (19.1.12) 式 


g™(k,w) —n[g* (k, w) 二 gu (k,w)]f_n(fhw) (19.4.34) 
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1. 证 明 (19.1.15)~(19.1.17) 式 . 

2. 证 明 (19.1.21), (19.1.23)~(19.1.25) 式 . 

3. 类 似 (19.2.5) 写 出 iG1 及 其 需 到 二 阶 的 微 扰 展开 式 . 

4. 类 似 图 19.8 写 出 另外 三 个 格林 函数 iG+- 、iG-+ 和 iGr++ 的 戴 森 方程 的 图 
形 表示 , 并 类 似 于 (19.3.1) 式 写 出 相应 的 表达 式 . 

5. 证 明 (19.3.10) 式 . 

6. 证 明 关 系 式 加 


GQ. GG 1 1 1 1 1 一 1 1 1 1 
= -GR 0 + = 
6 9 2 人 ) oe 5 人 2 | 


7. (19.3.5) 式 给 出 泡 利 纸 阵 中 的 一 个 . 另外 两 个 为 


证 明 (19.3.9) 式 中 的 忆 满 足 


工 十 ioo2 
着 六 
V2 
并 证 明 : 
R-losR 二 01 


8. 从 (19.3.12) 式 证 明 (19.3.13) 式 . 

9. 证 明 (19.3.16)~(19.3.18) 式 . 并 写 出 G 也 满足 的 方程 . 

10. 证 明 (19.4.11)~(19.4.13) 式 . 

11. 如 果 = 4BC, 那么 写 出 D<, D>, DER, DA. 

12. 无 相互 作用 的 格林 函数 已 在 89.4 中 给 出 . 证 明 , 如 果 g 是 无 相互 作用 的 格 
林 函 数 , 那么 (gR)-1g<=0, 此 时 (19.4.20) 式 右 边 只 有 第 二 项 . 

13. 证 明 (19.4.21) 式 . 

14. 证 明 (19.4.29)~(19.4.32) 式 , 并 写 出 CO>, CA, D>, DA 的 表达 式 . 

15. Lengreth 定理 的 一 个 应 用 .根据 图 10.11 可 写 出 电 声 相互 作用 的 最 低级 的 自 
能 如 下 . pn(k,t1 一 t2) =i》 ga|2G(R 一 g) 王 一 妇 )D(9) 三 一 妇 ). 这 儿 因 为 没有 随时 间 

9 

变化 的 外 场 , 所 以 电子 和 上 声 子 的 格林 函数 都 是 时 间 差 的 函数 . 先 写 出 卫 人 (kk,t1 一 t2) 
的 表达 式 , 再 对 时 间 做 傅 里 叶 变 换 , 给 出 2 (lw) 的 表达 式 . 然后 将 G<，GR,，Ds<， 
DR 的 表达 式 (在 89.4 中 都 能 找到 ) 代入 , 给 出 呈 j (lw) 的 最 终 表达 式 . 
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16. 定义 闭路 格林 函数 
iG12 = (To(Yaiwt2)) = (T (wrt, Sc))o (1) 


其 中 Sc 乱 阵 的 定义 是 
Sc = Toexp b 三 (dl (2) 


其 中 的 积分 回路 是 图 19.10 的 闭合 回路 . 编 时 算 符 To 也 是 按照 图 19.10 的 闭合 回 
路 的 顺序 编 时 . 证 明 : (1) 式 包含 了 (19.1.1)~(19.1.4) 四 式 . 即 , (19.1.1)~(19.1.4) 式 
表现 了 (1) 式 的 四 种 情况 四， 
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有 外 场 时 , 系统 内 就 出 现 输 运 现象 , 这 时 系统 就 不 处 于 平衡 态 . 所 以 应 该 使 用 
非 平衡 态 格 林 函 数 处 理 输 运 问题 . 如 果 外 场 不 强 , 则 可 以 用 近 平衡 时 的 线性 响应 理 
论 . 本 章 的 820.1 介绍 包含 一 个 量子 点 的 介 观 系统 的 模型 哈密 顿 量 . 820.2 介绍 一 个 
运用 非 平衡 态 格 林 函 数 的 例子 . 820.3 介绍 一 个 运用 线性 响应 理论 的 例子 . 820.4 是 
利用 820.3 的 结果 得 到 巨 磁 阻 的 表达 式 . 本 章 我 们 取 =1. 


820.1 模型 哈密 顿 量 


20.1.1 模型 哈密 顿 量 
现在 考虑 的 系统 是 : 有 一 个 中 心 散射 区 , 连接 着 几 根 导线 . 这 一 系统 的 哈密 顿 
量 写 为 
H= >》_ He+Hot+Hzr (20.1.1) 
B 


这 一 上 哈密 顿 其 包含 三 部 分 . 第 一 部 分 表示 导线 . 下 标 6B 标记 第 8 根 导线 . 


He = Hai + Hg2z + Hpes (20.1.2) 
第 一 项 
Hei1 一 > Edo ads pko (20.1.3) 
ko 
是 紧 束 缚 哈密 顿 量 经 过 傅 里 叶 变换 成 为 波 矢 空间 的 形式 . 在 波 矢 空间 , 它 是 对 角 化 


的 . 下 标 o 表示 电子 的 自 旋 . 如 果 是 铁 磁 性 的 导线 , 自 旋 朝 上 和 朝 下 的 能 级 不 同 . 第 
一 项 


Hpg2 = Valt)abkpsapko (20.1.4) 
ko 


是 因为 外 加 直流 偏 压 和 附加 含 时 外 场 他 人 引起 的 单 粒子 能 级 的 移动 . 注意 , 在 外 
场 下 , 系统 处 于 非 平 衡 态 . 第 三 项 


Hes = > [Agp(t)abirab ny + he)] (20.1.5) 
k 
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表示 导线 是 超 导 的 . 这 一 哈密 顿 量 来 自 于 (18.5.11) 或 (18.5.12) 式 .Ap(t) 的 定义 
为 9 


t 
Ag(t) = 49e-iee exp[—2i dtiVa(t) (20.1.6) 


其 中 4 为 8 导线 的 超 导 能 阶 ,e-i*e 为 超 导 相 因子 , 第 三 个 因子 是 含 时 的 , 它 起 因 于 
超 导 序 参量 (a5106,_n1) 的 含 时 部 分 . 即 把 附属 于 ab。 的 因子 exp[i fi dt1Va(t1)] 
归于 (20.1.6) 式 中 . 对 于 非 超 导 的 导线 只 要 令 A9=0 即 可 . 

Hc 代表 中 心 散射 区 , 它 由 若干 带 有 自 旋 的 格 点 构成 . 其 中 可 以 包含 格 点 间 的 
跃迁、 电子 一 电子 间 相 互 作用 等 , 因此 能 够 描写 一 大 类 介 观 结构 , 如 量子 点 、 量 子 
点 阵 、 碳 纳米 管 、 有 机 分 子 等 . 中 心 区 的 产生 和 泽 没 算 符 用 c 表示 . 我 们 先 笼统 地 
把 中 心 散射 区 的 哈密 顿 量 写 为 


He = Hoel{cio, ctl,}] (20.1.7) 


其 中 的 下 标 i 可 以 是 标记 中 心 区 的 能 级 , 也 可 能 是 格 点 . Hr 是 中 心 区 与 电极 导线 之 
间 的 隧 穿 耦合 


DT = > [vp os +h.c.] (20.1.8) 
Biko 


其 中 隧 穿 矩阵 元 vbike 可 以 带 有 一 个 复 相位 , 即 它 可 以 是 复数 . 
20.1.2” 么 正 变换 


我 们 现在 作 一 个 乏 正 变换 , 将 Ha 中 的 含 时 部 分 吸收 到 Hr 的 隧 穿 矩 阵 元 
中 94. 设 么 正 变换 的 算 符 为 


t 
U(t) = exp{—i > [$a/2+ 上 dti1Ve(ti)]abroapro} (20.1.9) 
Bhko 0 

其 中 be 在 (20.1.6) 式 中 出 现 . 算 符 UV 总 是 含 时 的 , 所 以 下 面 我 们 把 时 间 变 量 省 略 ， 
U(t)=U. 我 们 先 来 作 变换 

QBko = Uapgko Ui (20.1.10) 
注意 这 一 算 符 与 海 森 伯 算 符 agkpo(t) = eiRtagnoe-i8t 的 区 别 .，(20.1.9) 式 两 边 对 
时 间 求 导 ， 下 面 我 们 用 8 来 表示 郊 ， 在 U 算 符 上 加 一 点 来 表示 对 时 间 的 求 导 ， 
U 一 OO.U. 


U = -i Volt)aboapkroU (20.1.11a) 
Bhko 
Ut =i)》 Vel(t)abpoaproU! (20.1.11b) 


Bhko 
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由 (20.1.9) 式 , a$sapro 和 UU 是 对 易 的 . 对 (20.1.10) 式 两 边 对 时 间 求 导 . 
Biiaap = UaupAU+ 十 UaapAUT 

= 一 iD > Valt)abssapkoaaps Ui +iUV >， Vs(t)aapxabkraekcUt 
Bhko Bhko 

= -iU 3 Valt) loboaBko, Gaps]UT 
Bkoa 

= iU > Valt)6ag6krpdo MaBko UT = iUVo (tJaapsU! 

Bko 


= iVo (t)aapX 
(20.1.12) 
此 式 的 解 为 


GapM(t) = exp | - 2 dtiVo(ti)| aapX(0) = exp | - [ dtiVa(t)| Qaps (20.1.13) 


由 此 解 得 到 
abpo doko 二 ab os QBko (20.1.14a) 
t 
dlr (ta 1(t) = exp [2 | dt1Ve(t1) |aber ob, nu (20.1.14b) 
Mol ab py 三 ge deab erab nl (20.1.14c) 


其 中 用 到 (20.1.6) 式 . 不 同 区 域 的 费 米 子 算 符 之 间 的 反对 易 式 总 是 为 零 . Hc 中 只 
含 中 心 散射 区 的 算 符 c, 它 与 算 符 U 中 的 OOkzQpRa 是 对 易 的 . 因此 这 一 变换 不 改变 
Hc. 令 
v0 (t) = vp e jig ptif a Volt )| (20.1.15) 
Biko Biko CXP 1198 2 l1Valtl 
现在 我 们 对 哈密 顿 量 作 变 换 得 到 如 下 结果 : 


UHU:= [ebko 十 Valt)labis apko 十 >》 [Ade eab rab, nl 十 h.c.] 
Bhko k 
(20.1.16) 


十 Hc 十 》， [wdino (bab cio +h.c.] 
Biko 
这 样 的 变换 未 将 导线 中 的 含 时 项 去 掉 . 
以 上 对 哈密 顿 量 的 变换 不 是 最 适当 的 变换 ， 最 合适 的 变换 是 要 使 变换 后 前 后 
的 算 符 必须 都 满足 海 森 伯 方程 . 一 个 海 森 伯 算 符 O(t) 所 满足 的 方程 是 


i0.0(t) = [O(t), HI] (20.1.17) 
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当 用 (20.1.9) 的 U 作 变 换 之 后 , 新 的 算 符 和 新 的 哈密 顿 量 仍 应 该 满足 同样 的 海 森 伯 
方程 : 
ipO = [0(), HI (20.1.18) 


现在 算 符 是 按 (20.1.10) 式 变换 的 . 
O(t) = UO(t)UT (20.1,19) 
对 时 间 求 导 
iQ.O0(t) = io = iVO() UT + UlOO()UT +ivVOG) UT 
= iUVO(t)UT +iVO() Ut + UIO(), HIUT (20.1.20) 
由 (20.1.18) 式 , 我 们 就 应 该 得 到 这 样 的 结构 . 但 是 实际 上 ， 
iQ.0(t) = [O(t), Hj = O(t)H -HO(t) = UOUIVHUT ~ UHUIUO()UT! 
=U[O()H — HOGU! (20.1.21) 


式 (20.1.21) 与 (20.1.20) 显然 不 同 . 这 就 是 说 , 使 用 了 (20.1.18) 的 定义 式 , 但 没有 得 
到 (20.1.20) 的 结果 . 为 了 使 这 两 式 有 相等 的 结果 , 将 哈密 顿 量 作 如 下 变换 : 


=UHUt- ivUi (20.1.22) 
由 (20.1.11) 式 ， 
iVUt = ~ivVUt = 》 Vo(t)abksapko (20.1.23) 
Bhko 
因此 
=UHUT +iVOUt = UHUI -i(O.U)U'i = (20.1.24) 


此 式 表明 , 经 过 (20.1.22) 式 的 变换 后 的 哈密 顿 量 是 厄 米 的 . 再 看 经 过 (20.1.22) 式 的 
变换 后 的 算 符 的 运动 方程 . 
.ia0()=[O(), 可 =0()H -HO) 
=UO(t)HUt ~ UHO(tUT + iVO(t Ut +iVO( UI 
; . (20.1.25) 
=UI[O(t), HJUT + iVO() Ut + iVO() UT 


一 结果 与 (20.1.20) 式 相 同 . 这 样 , 既 使 用 了 定义 式 (20.1.18), 又 得 到 了 i6:O = 
iQ:(UOUT) 所 要 求 得 到 的 结果 . 
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由 (20.1.16,22,23), 得 到 
各 专 2 { > Bur obo ABko 十 | 十 h.c]} 
ko k 


+He + > [vdipo lt)abrocio + h.c.] (20.1.26) 
Bikoa 
现在 导线 部 分 的 哈密 顿 量 成 为 是 不 含 时 的 了 . 以 后 直接 用 这 一 哈密 顿 量 来 处 理 这 一 
系统 即 可 . 为 简略 起 见 , 以 后 略 去 上 面 的 一 横 和 上 标 0. 
为 了 下 一 节 的 使 用 更 为 清楚 , 把 耦合 哈密 顿 量 写成 如 下 的 矩阵 形式 : 


Hr= 2> [viko (t)cl,apko 二 vpika (t)cioabo] 
Biko 


本 vbikt(t) 0 | | QBRT ) he. 
-El 2 ( 0 —vpikl (t) op- ea 
=2_[(cih， aaag( 1 Se ja 


Bik ob kl 


(20.1.27) 


由 于 考虑 了 超 导 的 情况 , 导线 上 的 波 函 数 应 该 用 第 十 八 章 中 的 南部 表象 中 的 二 分 基 
的 形式 . 相应 地 , 中 心 区 的 波 函 数 也 应 是 二 分 量 的 . 耦合 哈密 顿 量 Vpk 也 是 二 阶 抵 
阵 . 它 只 有 对 角 元 


Vix (t,t ) = 6(t — sl , | (20.1.28) 


—vBikl (t) 


这 是 因为 我 们 已 经 假设 了 电子 经 过 隧 穿 区 的 时 候 , 自 旋 是 不 变 的 . 
820.2 电流 公式 
在 6 导线 上 自 旋 为 e 的 粒子 数 是 
= 》 agoapka (20.2.1) 
k 
它 对 时 间 的 导数 就 是 这 根 导 线 上 这 个 自 旋 的 电流 密度 . 


je -e( SF Nga(®)) 三 ie( [Ne 可) (20.2.2) 
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由 上 一 节 已 知 哈密 顿 量 为 


下 ED { D ,EBkoQbko ko 十 » [Aer eol rob 十 he} 
有 ko k 


+He + [vgino (tabpocio + h.c] (20.2.3) 
Biko 
在 此 哈密 顿 量 中 , 只 有 第 8 根 导线 及 其 与 中 心 区 的 隧 穿 哈密 顿 量 中 有 算 符 agpo. 哈 
密 顿 量 的 其 他 部 分 都 不 含 agro 及 其 共 罗 , 所 以 都 与 Ngo 对 易 .》， EBko Abig ABko 显 
ko 


然 和 ec 对 易 . 因此 , [Npo, H] 中 只 剩 下 不 为 零 的 部 分 是 


[Nga, HI| Ee [Ngo, 》 (Ape eabirob ny 十 h.c.) 十 Slvpipa(t)abpo cia 十 h.c.] 
k za 
(20.2. 4) 


我 们 只 1 要 计算 [ [Ngo, 2 4oe Mn -hl + Dvpiko( (t)absacial, 再 加 上 其 共 斩 项 


即 可 . 注意 : 不 同 种 费 米子 之 间 的 反对 易 式 总 是 为 零 不 同 区 域 的 费 米 子 之 间 的 反 
对 易 式 总 是 为 零 . 


[ovaeko， 》 uveipa( (ol ddl >》 ， Vpipa (Wabiseie (20.2.5) 


i i 
另外 一 个 对 易 式 [absoapko，》 Ase-99ab,1o) pl| 虽然 也 不 为 堆 但 是 两 种 自 旋 
之 和 为 零 ， 因此 这 部 分 无 贡献 . 电流 的 表达 式 
Lgo(t) = ie([Ngo, HY) > 2 vpino( (tabuuciz 十 h.c.) 
= ie 22- vBiko (t) es +h.c] 
= -2 [DD wae (oF SY (20.2.6) 


其 中 Gi,pk 是 从 B 导线 到 中 心 区 传播 的 格林 函数 , Gp,pk 是 在 8 导线 内 传播 的 格林 
函数 . 后 者 的 表达 式 已 在 818.3 中 给 出 . 

这 儿 的 格林 函数 都 是 对 于 整个 的 有 相互 作用 的 系统 求 热力 学 平均 得 到 的 , 所 以 
用 大 写 的 G 表示 . 如 果 将 隧 穿 耦合 都 去 掉 , 中 心 区 和 各 导线 都 是 孤立 的 , 则 相应 的 
格林 函数 用 小 写 9 来 表示 . 我 们 要 想 办 法 把 G 用 无 烛 合 时 的 格林 函数 9 和 上 自 能 攻 
来 表示 . 注意 , 我 们 要 求 的 是 因果 格林 函数 , 然后 用 $19.4 的 Lengreth 定理 得 到 其 
他 格林 函数 的 表达 式 . 由 于 考虑 导线 是 超 导 的 , 导线 上 的 格林 函数 应 用 南部 表象 中 
的 形式 . 相应 地 , 中 心 区 的 格林 函数 也 写成 这 样 的 形式 , 记 作 


Gi pk,o0 (ti, t2) = ((cio (ti)|abno (t2))) (20.2.7) 
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显然 gi sk 二 0. 
下 面 利 用 戴 森 方程 
G=9g+GYg 


可 仿照 (7.4.5) 式 , 把 此 处 的 8 导线 看 作 是 一 个 格 点 , 把 中 心 区 看 成 是 另 一 个 格 点 ， 
而 耦合 哈密 顿 量 看 作 是 (7.4.5) 式 中 的 a. 可 知 


Gipk = 9iBk + > GTTpkgpE = 》 GijVi,BkIB kk (20.2.8) 


了 了 


设 格林 函数 都 可 以 写成 时 间 差 的 函数 , 则 可 以 变化 到 频率 空间 . 再 写成 矩阵 的 形式 . 


Gi = 9i; + >_ Gi,BpV phgmj (20.2.9) 
Bhkm 
将 (20.2.8) 式 代入 ， 
Gij = 9ij + >», Gin Vn,BkRIB, kk Vm, BkImj (20.2.10a) 
nBkm 


男 外 一 方面 , 可 以 将 中 心 区 域 看 作 是 一 个 “孤立 ”的 系统 . 与 导线 没有 耦合 时 , 哈密 
顿 量 是 Hc, 是 一 个 “无 相互 作用 ”的 系统 . 相应 的 格林 函数 是 gij. 与 导线 有 耦合 
时 , 哈密 顿 量 是 (20.1.26) 式 , 是 一 个 “有 相互 作用 的 系统 .” 相 应 的 格林 函数 是 
按照 这 一 观点 , 戴 森 方程 的 形式 是 


Gij 二 gij 十 > ， Gin Snmgmj (20.2.10b) 


Bnm 
其 中 2 是 因为 “有 相互 作用 ”而 出 现 的 自 能 . 与 (20.2.10a) 比较 , 可 知 此 时 的 自 能 为 


257 = > Vi,BkI9B, kk VI BR (20.2.11) 
BE 


把 (20.2.8) 式 代入 (20.2.6) 式 , 可 用 自 能 来 表示 . 
Teolt)=€ bp [DD(GiprVin)S 十 hc 
k i 
Sy ba [DG Vi,BkR9B,kk VBik)So 十 hc 一 6 >》 (Ga 26ii)2 + he 


让 2 
(20.2.12) 
孤立 中 心 区 Hc 的 格林 函数 是 比较 容易 求 得 的 . 因此 , 只 要 求 出 了 自 能 了 , 那么 格林 
函数 G;; 和 电流 就 可 以 算出 来 了 . 由 于 孤立 导线 的 格林 函数 gp 人 已 算出 , 我 们 可 
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以 把 (20.2.11) 式 的 自 能 写 得 再 明确 一 些 . 
yh ME VBipt (t1) 0 | 
piilti,t) 2 ( 0 i 


( ((apnr (ti)|ober(t)))o (ager (t1)|ag—n1(t)))o | 


(pg_R (la 的 ))0 ((ag-ni(ti)|ab x(t)))o 


{veiktlt) 0 
( 0 —vSi_ gk] (t) 有 (20.2.13) 


由 于 现在 的 自 能 与 孤立 导线 的 格林 函数 成 正比 , 因此 , 可 以 先 由 孤立 导线 的 推迟 格 
林 函 数 算出 55;(w). 再 取 复 共 罗 得 到 全,(w). 再 利用 (19.4.34) 式 得 到 Z8i(w). 

实际 上 , 为 了 简化 计算 , 可 以 做 下 述 近 似 . 设 ,pk,oo 与 波 矢 k 和 自 旋 o 无 关 . 
(与 无 关 是 因为 隧 穿 过 程 集中 在 费 米 面 附近 , 故 & < kp. 与 o 无 关 是 因为 隧 穿 一 
般 是 非 自 旋 极 化 ). 


( vjpt (t1) 0 | 
0 —v8;—kl(t1) 


t1 
| expl-igey —i at Valt) 0 
= pj 2 
0 


t1 
一 explibey 十 / dt’ Ve(t')] 
0 


= vp;Ap;(t1) 
(20.2.14) 
将 (20.2.13) 式 写 成 
dw 一 jw 人 (tl 一 * 
Doii(tn ta) = Ags() | Be Don(w) Ai(b) 
其 中 
DE;(w) 
=vejvei > uk91(k, w)+vkg2(k, w) —e ounvklg1(k,w) — g2(k, w))] 
—e pupvklg1(k, w)—g2(k, w))] vk91(k, w)+ ukg2(k, w) 
(20.2.15) 


现在 我 们 来 计算 255(w)， 由 (20.2.11), 也 就 是 要 用 8 导线 的 推迟 格林 函数 来 表达 . 
对 于 导线 是 弱 耦 合 超导体 , 推迟 格林 函数 已 经 在 818.3 和 818.5 中 求 出 , 见 (18.3.29) 
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1 1 
DD ee A 20.2.16 
HM i (Ri ( ) 
v2g91(k,w) + v2g2(k, w) 
1 Ek 1 Ek 1 
| | SD EE PN 
;|( 1 器) 二 r+( 和 Er 
ER 十 内 十 i0+ 
(ww — Ex +i0+) (w+ Ex + i0+) (20.2.17) 


对 的 求 和 写成 对 能 基 的 积分 , 但 是 要 加 一 态 密度 因子 . 设 态 密度 是 个 常数 , 就 用 
费 米面 处 的 态 密 度 Dpgo(eF). 


>》 [ug (k, w) 十 vkg2(k, w)] 
k 
= fa Dpo(e)(e + w+i07) 
(w 一 Vs 十 42 十 i0+)(w 十 Vs2 十 A2 +i0+) 
十 
es) I de 


(2— VvV(w+i0t)2— A?2)(e+ VvV(w +i0+)? — A?) 
2 w 二 i0+ 
2 V(w+i0+)?2— TA 


其 中 我 们 已 经 把 积分 限 扩 展 到 无 穷 . 第 一 项 是 奇 函数 , 积分 为 零 . 最 后 用 留 数 定理 
完成 积分 ， 


= 一 Dou(ef) 一 - 一 Dauc(erf)rip(w 二 i0+) (20.2.18) 


I lwl > A 
p(w) 一 0 一 i A (20.2.19) 
re 
此 式 就 是 超 导 态 的 准 粒 子 的 态 密度 , 见 (18.4.16) 式 . 令 
Tegii 一 2mvgivBiDBo (EF) (20.2.20) 
最 后 算得 超 导 导 线 的 
1 —Ae-i$s /(w +i0+) 
2 (je -3 Tpip(o) ( Be | (20.2.21) 


这 儿 得 到 了 2E. 进一步 可 得 D4 和 <. 

在 继续 做 计算 时 , 还 需要 做 进一步 的 简化 , 例如 设 外 加 偏 压 Valt) 是 恒定 的 直 
流 偏 压 , 或 者 是 正弦 变化 的 交流 偏 压 等 . 如 果 哈 密 顿 量 随时 间 变 化 , 那么 做 时 间 传 里 
叶 变 化 的 时 候 要 小 心 . 
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如 果 两 侧 的 导线 都 是 正常 金属 , 并 且 中 心 区 与 左右 两 侧 的 导线 的 耦合 强度 有 一 
个 比例 关系 , 这 是 一 个 较为 简单 的 情况 , 这 时 写 出 的 电流 的 表达 式 比 较 简洁 四. 

通过 量子 点 的 输 运 问题 已 经 做 了 不 少 工作 . 这儿 主要 列举 国内 的 学 者 做 过 的 
一 些 相当 好 的 工作 . 对 于 直流 偏 压 的 情况 , 参考 文献 [4]~[6] 研究 的 系统 中 导线 是 铁 
磁性 , 参考 文献 [1], [2], [7]~[12] 研究 的 系统 中 导线 是 超导体 , 参考 文献 [13]~[16] 研 
究 有 Kondo 效应 的 介 观 系统 . 参考 文献 [17]~[23] 研究 了 含 时 输 运 问题 . 
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我 们 现在 考虑 一 个 更 简单 的 情况 . 系统 只 有 左右 两 侧 导线 , 而 没有 中 间 的 散射 
区 域 . 左右 两 侧 中 间 有 电子 隧 穿 概率 . 那么 隧 穿 模型 哈密 顿 量 如 下 : 


H=Hri+H.L.+Hr=Ho+Hr (20.3.1) 
其 中 
Hr= 》 (Tupoclucpo +h.c.) (20.3.2) 
k,p,o 


是 隧 穿 哈密 顿 量 , Ha 和 卫 I, 分 别 是 右 侧 和 左 侧 导 线 的 哈密 顿 量 . 下 标 L 和 R 分 别 
表示 左 侧 和 右 侧 . 右 侧 波 矢 用 k 标记 , 左 侧 波 矢 用 p 标记 . 左右 两 侧 之 间 的 费 米子 
算 符 是 反对 易 的 . 考虑 某 一 侧 的 粒子 , 例如 左 侧 : 


它 的 时 间 变 化 率 就 对 应 电流 . 类 似 于 (20.2.2) 式 , 可 算得 


-SN = 0 Dweckoere a (20.3.3) 
如 果 对 系 综 做 平均 , 就 出 现 (ccpo) = G5.so, 还 是 要 用 到 小 于 格林 函数 . 原则 上 ， 
仍然 可 以 用 上 一 节 的 方法 来 做 . 例如 跨越 两 个 区 域 的 格林 函数 Gppoo 可 利用 戴 森 
方程 写成 如 下 形式 : 

Gpkoo = = Gppioo Tpi hio Qkikoo (20.3.4) 

Pik1 

只 要 有 一 侧 导 线 是 非 超 导 的 , 以 下 的 做 法 就 不 难 了 . 但 是 如 果 两 侧 都 是 超 导 的 , Gpp, oo 
的 计算 不 容易 . 因为 有 非 对 角 元 的 存在 . 设 外 加 偏 压 并 不 大 , 我 们 下 面 用 线性 响应 的 
办 法 来 做 . 这 样 , 本 节 和 上 一 节 各 介绍 了 计算 电流 的 一 个 办 法 . 上 一 节 是 用 非 平衡 
态 格 林 函 数 , 本 节 是 用 近 平 衡 的 线性 响应 的 办 法 . 
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在 (20.3.3) 式 中 的 求 系 综 平均 是 要 对 整个 系统 , 即 的 系统 做 平均 . 下 面 我 们 
利用 线性 相应 理论 , 改 成 只 对 Ho 的 系统 做 平均 . 根据 (14.1.20) 式 , 物理 量 的 变化 
应 该 是 


ZAD() = -i 人 dti([Hi(t1), D(t)])o (20.3.5) 


下 标 0 表示 对 肋 的 系统 做 平均 . 物理 量 含 时 间 是 表示 相互 作用 绘 景 中 的 其 . 对 照 本 

节 的 情况 ,Hi 就 是 隧 穿 哈密 顿 量 (20.3.2) 式 . 现在 是 不 随时 间 变 化 的 外 场 , (20.3.5) 

式 的 被 积 函 数 中 是 有 一 因子 er 4 的 . 我 们 在 需要 用 到 这 一 因子 的 时 候 再 明确 写 出 
要 改变 的 多 再生 和 是 柱子 数 了 时 间 的 变化 守 Ni(). 无 外 场 时 全 Ni(t) =0 


此 电流 就 是 有 外 场 时 的 CN) 


t 

I(#) = -e( 二 NG)》 能 小 ([S NG), Hr(t1)]) dt (20.3.6) 

把 隧 穿 哈密 顿 基 写成 如 下 形式 : 
Hr(t1) = > (Tkpocks (ti)cpo (t1) + Tpacha (ti)cko(t1)) = A(t1) 十 4 全) (20.3.7) 

k,po 
其 中 已 令 
4 的 = >》 Topocts, (tepo lt) (20.3.8) 
k’p’o’ 


利用 (20.3.3) 式 已 经 算得 的 结果 


SN 的 =i2 (Tepocho lt)cpo lt) — Tekocho(t)cro(t)) = i[A(t) — A(t)] (20.3.9) 


k,po 
可 算得 
([ 人 的 ,本 oO》 = L400) -Aero 
= i{([A(t), At(#")])o — ([AT(t), A(#)])o 
+ ([A(t), A(t’)])o — ([AT(#), At(#)])o} (20.3.10) 


哈密 顿 量 (20.3.1) 式 没 有 包括 化 学 势 . 由 于 两 侧 导 线 的 化 学 势 是 不 同 的 , 应 该 
把 它们 包括 进来 , 也 就 是 说 , 应 把 正则 系 综 的 哈密 顿 量 五 改 成 巨 正则 系 综 的 哈密 顿 
基 K. 


Kr=Her—~kurNe, KiL=Hi-pWiN, Ko= Kr+ Kr (20.3.11) 
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对 于 自由 粒子 系统 , 有 


He = DY ekacks che, Kr = 0 Eko = Epo 一 AR 


ko ko 
哈密 顿 量 
Ho= Kot+LrRNa + HLNL = Ko HR 》， chscho + HL 2, cpucpc 
ko po 
计算 对 易 关 系 


[un 2 lh + HL > chocpo, | 一 (AR 和 eles 
ko po 


两 边 的 化 学 势 之 差 也 就 是 两 边 电子 的 电势 能 之 差 , 见 图 20.1. 因此 有 


H. H 
HE -一 -一 -~ 一 一 


Hn 


图 20.1 左右 两 侧 的 化 学 势 的 差 与 外 加 电压 差 成 正比 


ML— KR=eV 
可 以 得 到 
Hr(t) = eHot Hre-iHot = eKot > Cre ol ps + hc.)e-iKot 
kpo 


(20.3.12) 


(20.3.13) 


(20.3.14) 


(20.3,15) 


= .Vee (tes (te-ieVi+h.c.) =e iVvtiA(t) + eievtAi(t) (20.3.16) 


kpo 


现在 的 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 是 用 Ko 来 表达 的 , 所 以 已 经 转换 成 了 巨 正则 系 综 中 
的 相互 作用 绘 景 的 算 符 . 也 可 以 不 进行 这 种 转换 , 仍 用 (20.3.7) 的 隧 穿 哈密 顿 量 , 只 


要 是 用 (20.3.11) 式 的 KK. 结果 应 该 是 一 样 的 . (20.3.10) 式 应 重 写 如 下 : 
([S Nt), Hr dd] 和 2 i([e-ieVt A(t) _ eieVt At (t), e-ieVt A(#’) 十 eieVt At (#)])o 


dt 


= ife V(t (ACt), At(t)])o — eieV tt ([ATt), A(#)])o 


eioV ett) (TACE), A )])o — oieV ere) (AE), AT)])o} 


(20.3.17) 
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代入 (20.3.6) 式 ， 


0=ef oe a), Ae ee (LA), al 


Ne eV (tt [a A(t')])o el ttt) oa (2), At (e))o) (20.3.18) 


前 两 项 表示 在 每 一 侧 都 产生 汀 没 一 个 粒子 , 是 描述 单 粒子 输 运 的 . 后 两 项 则 表示 在 
一 侧 产 生 (淹没 ) 一 对 粒子 而 在 另 一 侧 床 没 (产生 ) 一 对 电子 的 效应 , 是 描述 两 块 超 
导体 之 间 的 约瑟夫 森 效应 的 . 本 节 我 们 只 讨论 单 电子 输 运 , 后 两 项 略 去 不 管 ， 所 以 
电流 写成 : 


I()=e 人 dtfe [4 ht 的])o — eieV (et) ([AE), A(E)])o} (20.3.19) 


被 积 函 数 恰好 是 A(t) 和 4t(t) 组 成 的 推迟 格林 函数 


I(t)=€ / dt/evieV(t-t) g(t ~ #) [At), At(t)])o + he. 
=ie dt'evieV(t-t) XR(t — #) +h.c.=ie / dtie Vt XR(t) 十 h.c. 

> (20.3.20a) 
由 于 算 符 4 是 两 个 费 米 子 算 符 的 乘积 , 具有 玻 色 子 算 符 的 性 质 , 所 以 组 成 的 是 玻 色 
子 推迟 格林 函数 . 最 后 一 步 做 了 变量 代 换 ,t- 嫌 = 所 现在 看 到 , 电流 与 时 间 无 关 , 原 
因 是 我 们 这 儿 加 的 是 直流 偏 压 . 不 过 应 注意 , 在 单 粒子 输 运 的 情况 下 , 直流 偏 压 导致 
直流 电流 的 结论 才 成 立 . 对 于 两 粒子 输 运 , 直流 偏 压 有 可 能 导致 交流 电流 . (20.3.19) 
式 正好 是 X%(ti) 的 健 里 叶 变 换 . 


T=ieX(-eV)+h.c. =ie[XR(~eV) — Xs(~eV)] = ~2eImXR(~eV) (20.3.20b) 


推迟 格林 函数 可 以 由 松原 函数 解析 延 拓 得 到 . 因此 下 面 我 们 用 4 和 4+ 组 成 松原 函 
数 . 


6 
> A dreior(T [A(7) At(0))o 


n i 水 1 1 
三 [ dreiwr 了 Tkpc7xipia 《77 [cns (T)cpo (TCD Chio1 | )0 


kpok1p1o1 


8B ， 
四 | dre™” > Tkpo Tkip,o (Tr [cpio1 ci (7)])o (Tr [cpo (Te. oil)o 


kpokip101 


(20.3.21) 
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松原 函数 (Tr[L4(r)4t(0)])o 是 由 非 费 米子 算 符 组 成 的 , 所 以 相应 的 频率 w 应 用 琉 色 
频率 . 现在 是 在 两 侧 之 问 无 相互 作用 的 系统 中 求 平均 , 所 以 只 能 写成 两 侧 的 算 符 在 
各 自 的 系统 中 分 别 求 平均 . 显然 ,只 有 一 对 产生 和 潭 没 算 符 的 动量 和 自 旋 都 相等 时 ， 
平均 值 才 不 为 零 . 并 且 恰好 是 两 边 各 自 的 松原 函数 . 


X(w) = STipol? [f drew™ (Ts, [epach, (To(Ty [ep (rT)cto])o (20.3.22) 
kpo 
被 积 函数 中 有 两 侧 的 松原 函数 的 乘积 . 用 松原 函数 的 傅 里 叶 变 换 (11.2.11) 式 ， 
X(iw) = >》 |Tepol? I d7 7 IonT GRo (k, iwm)GLo (p, iwn) 


| 


一 也 S|Tepol? 2 Grol k,iwn, — iw)GLo (p, iwn) (20.3.23) 


kpo 


对 虚 时 积分 之 后 , 求 和 式 中 凡是 m 了 nn 的 项 都 为 零 . 两 侧 各 自 的 松原 函数 都 是 由 费 
米子 组 成 的 , 所 以 都 用 费 米 子 频率 . 已 知 两 侧 的 松原 函数 , 就 可 以 计算 X 了 . 不 过 一 
般 情 况 下 对 频率 的 求 和 不 容易 计算 . 我 们 先 把 下 述 求 和 


5S= 3 > Gro (k, iuwn — iwy)GLo (p, iw,) (20.3.24) 


改造 成 对 能 量 积分 的 形式 . 松原 函数 的 一 般 形 式 是 


1 
Glp, ay jwn 一 kp 一 工 (Pp， iuwn) 


分 母 中 的 忆 是 相互 作用 导致 的 自 能 . 利用 公式 


eiwn0t eiwn0+ 1 ez0+ 
人 7 (2 — iw) = 
(20.3.26) 


(20.3.25) 


得 到 


1 > 1 1 

PB A iwn ~ jw — bp — Dk,iwn — iw) iwn — ép — DS(p,iwn) 
1 Ss 户 (z)ez0 1 

27i jc 2 一 迎 一 名 一 二 (zz 一 这 )z 一 名 一 卫 (PD,z) 


上 人 dzf+(z )G(k,z — iw)G(p, zez0 (20.3.27) 


~ oni 


积分 路 径 C 如 图 20.2 所 示 . 
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图 20.2 ”被 积 函 数 中 有 两 个 松原 函数 相 乘 时 的 积分 路 径 的 变化 


k, iuwn — jw )GL (p, iwn) 


= A 人 + 人 + . )Ga(k, zs — ii) GL(p, 2)f+(2)dz 


- 立 广 def+(O)GR(ke ~ iw) AL(p,e) + Gr(p,e +iw)Ar(k eo)] (20.3.28) 


现在 对 松原 函数 做 解析 延 拓 : iw 一 -eV +i0+, 就 得 到 电流 的 表达 式 : 
T= —2elImXR(~eV) 


= —2elIm 1 be eo 万/ | 下 2 Ge (k, iwn, 一 iw)Gro(p,iwn) 
= -£5 reoo 三 人 
kpo 


+ Gi(p,e eV +i0+)An(k,e) 
= -5 |Topol? 三 本 的 


人 
+ fi(e)ImGr(p,e — eV + i0+)Anr(k,e)] (20.3.29) 
其 中 前 一 项 用 eeV 代替 了 es. 把 推迟 和 超前 格林 函数 都 用 谱 函 数 来 表示 . 


Oo 
1= -ED Too /delfr(e ~ eV)AR(k,e)Ar(p,e ~ eV) 
T kpo -0 
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— f+(e)AL(p,e — eV)Ar(k, e) 
= DlTepol 1 deAL(p,e — eV)AR(k, e)[f+(e) — fi(e — eV)] (20.3.30) 
kpo 一 2 


只 要 已 知 左右 两 侧 的 推迟 格林 函数 , 就 可 以 求 得 各 自 的 谱 函 数 . 然后 来 求 出 积分 . 

我 们 来 看 一 个 最 简单 的 情况 ， 两 侧 都 是 普通 的 时 体 . 因为 电子 之 间 无 相互 作用 ， 
推迟 格林 函数 就 是 (9.4.17) 式 , g™(k,w) = 谱 函 数 就 是 A(k,w) = 
276(w — ék). 


内 一 尔 十 i0+- 


T = 2rey [Tepol 所 dedle ~ eV ~ &p)6(e — én)lf4(e) — f+(e ~ eV)] 


kpo 
= 2re 》 |Thpol?6(ék — eV ~ ép)[f4(éR) — f+ (ék — eV)] (20.3.31) 
kpo 
革 dk 
我 们 把 对 动量 的 求 和 写成 对 能 时 的 积分 一 | 总 /Na mn fe 
最 后 是 只 用 费 米 能 处 的 态 密度 . 再 假定 隧 穿 抢 阵 元 与 动量 无 关 . 
T= 2re Dlr No Na /ae /ass ~ eV —&)fr (én) — fr(€n ~ eV) 


= 2ne YIT, ?Nes Na / | (20.3.32) 


此 处 的 NN 表示 费 米 能 处 的 态 密 度 , 而 不 是 粒子 数 . 零 温 下 , 费 米 分布 是 阶 跃 函数. 
dér[lf+(ér)— f+(ér ~eV)] = eV 


T= 2re2V 》 |7z|?Nro Neo (20.3.33) 


最 后 得 到 电导 的 表达 式 


I 
G= 了 = 2ne? 2 (Tl? Neo NLo (20.3.34) 


此 式 表示 , 在 两 自 旋 电 流 模 型 中 , 总 的 电子 障 穿 电导 等 于 两 个 自 旋 通 道 的 隧 穿 电导 
之 和 . 每 个 自 旋 通 道 的 隧 穿 电导 正比 于 势 钙 两 侧 的 费 米 能 处 电子 态 密 度 的 乘积 . 

参考 文献 [24] 研究 了 两 侧 导线 是 正常 金属 , 它们 之 间 用 一 超 导 线 弱 连接 时 的 电 
导 . 
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820.4 。” 铁 磁 隧道 结 的 磁 阻 效应 


现在 考虑 上 节 中 的 两 侧 导线 都 是 铁 磁 性 的 , 即 两 侧 都 有 磁化 强度 , 两 侧 的 铁 磁 
导体 与 中 间 的 绝缘 薄 层 构成 铁 磁 隧道 结 , 见 图 20.3. 最 简单 的 情况 是 , 可 能 有 两 种 
构 型 , 见 图 20.4. 一 种 是 两 边 铁 磁 电极 的 磁化 方向 平行 , 称 为 P 位 形 . 另外 一 种 是 两 
边 的 磁化 方向 反 平行 , 称 为 AP 位 形 . 不 同 的 磁 位 形 导致 穿 过 隧道 结 的 电阻 不 同 , 这 
就 是 铁 磁 隧道 结 的 磁 阻 效应 E25]. 


势 圣 


电子 隧 穿 


图 20.3 ”电子 通过 铁 磁 隧道 结 的 隧 穿 
隧道 结 左右 两 侧 的 磁化 强度 分 别 为 M1 和 M2 


P 位 形 时 两 侧 的 磁化 强度 平行 , 例如 都 朝 上 , 见 图 20.4(a). 自 旋 向 上 的 电子 在 

两 边 都 是 多 数 载 流 子 , 费 米面 处 态 密度 为 简 记 为 NW+. 而 自 旋 向 下 电子 在 两 边 都 是 
少数 载 流 子 , 费 米 面 处 态 密度 为 N_. 由 (20.3.33) 式 , 得 到 电导 

Gp = 2xe2 (TH ?NL 4 Na +|T_ | NL Na, ) (20.4.1) 


AP 位 形 是 指 两 侧 的 磁化 强度 反 平 行 , 见 图 20.4(b). 自 旋 向 上 电子 在 左边 是 多 
数 载 流 子 , 费 米 面 处 态 密度 为 Nj, 而 在 右 侧 都 是 少数 载 流 子 , 费 米面 处 态 密 度 为 
NV-_. 而 自 旋 向 下 电子 正好 相反 . 

GaP = 2re2(T 2N 4 Ne, + |TI*NL,_Na,+) (20.4.2) 


磁 阻 效应 是 指 : 材料 的 电阻 会 因为 加 上 磁场 而 变化 . 如 果 设 未 加 磁场 时 的 电阻 
是 R(0), 加 上 磁场 互 后 的 磁场 是 R(H), 那么 磁 阻 的 定义 是 
R(0) ~ R(H) 


Wa (20.4.3) 
电导 是 电阻 的 倒数 . 如 果 用 电导 来 表示 , 磁 阻 就 是 
Es edly) (20.4.4) 


G(H) 
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(b) AP 位 形 
图 20.4 隧道 结 左右 两 侧 磁 化 强度 的 两 种 位 形 


对 于 本 节 的 系统 , 在 无 外 场 时 , 呈 AP 位 形 . 因此 G(0) 就 是 G4p. 加 上 磁场 之 
后 , 使 得 两 侧 的 磁化 强度 平行 , 就 成 为 P 位 形 , 所 以 G( 五 ) 就 是 Gp. 此 时 的 磁 阻 就 
由 (20.4.1), (20.4.2) 式 算得 . 设 其 中 所 有 路 迁 矩 阵 元 都 与 自 旋 无 关 并 都 相等 
_Gp-Gap 2P.Pa 


M 二 
GP 1+DPe 


(20.4.5) 


其 中 定义 了 


NLR,+ — NLR,- 


20.4.6 
NLR+ + NLR,- 人 ) 


Pa = 


式 (20.4.5) 称 为 Julliere 公式 [26]. 
以 上 在 考虑 电子 障 穿 经 过 势 又 的 时 候 , 自 旋 是 不 变 的 . 在 有 的 材料 中 , 电子 障 穿 
经 过 劳 争 的 时 候 , 自 旋 有 可 能 翻转 . 这 时 的 哈密 顿 量 中 要 把 这 一 效应 也 考虑 进去 . 
考虑 了 位 形 的 隧道 哈密 顿 量 如 下 : 


Hr 3 > (Mr ps 十 ee 十 h.c.) (20.4.7) 
kpo 
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即 多 一 项 自 旋 翻 转 的 障 穿 , 其 障 穿 概率 小 于 保持 自 旋 不 变 的 项 . 以 下 重复 上 一 节 的 
推导 . 与 (20.3.9), (20.3.10) 一 样 , 有 以 下 结果 : 


d . ， 
Ht 一 i[H, AL] 一 iLDT， Ni 


一 i| 2 (Tkpocl, ,cpo el 十 h.c.), 》， | 
hipg gp 


三 :1 > (Thpo ct, cpo 十 es +h.c.=i{A(t) + A‘(t)} +h.c. 
k,po 
(20.4.8) 


([N 0 re)]), 
=i([A() + A(O) ~ A(t) — ANCO), AE) + A(E) + AtE) + A 
= iC{([A(®), A(E)])o — (LA CD), ACEN)o} + A EN)o — (LA Me))o} 


+{([AC), AT(E)])o — (AT(E), A EN])o + [M(t), AW)])o — Ce 

20.4.9 

其 中 含 时 间 的 算 符 是 正则 系 综 的 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 下面 再 转换 到 巨 正则 系 
综 . 


Hr(t) ce eilotHre-iHot 
= Topo ms pn)tct, (topo(t) + Thpoe mn-prn)ict, (tcp, ot) + he,) 
kpo 
= A(t) + M(t) + hc. (20.4.10) 


将 (20.4.10) 式 定义 的 A(t) 代入 (20.4.9) 中 . 在 (20.4.9) 式 中 , 我 们 已 经 略 去 了 在 同 
一 侧 连 续 产 生 两 个 或 者 洒 没 两 个 粒子 的 项 . 然后 把 留 下 来 的 项 分 成 三 类 . 第 一 个 花 
括号 中 的 项 正 是 (20.3.10) 式 中 的 前 两 项 , 表示 不 改变 自 旋 的 隧 穿 . 设 隧 穿 矩阵 元 都 
与 波 矢 无 关 .Tkpo = Tc. 结果 就 是 (20.3.32) 式 . 


n= 2ne DNTP Neo Nas /aa 一方 名 一 < (20.4.11) 


(20.4.9) 式 中 第 二 个 花 括 号 中 的 项 , 算 符 形式 与 第 一 个 花 括 号 完全 一 样 ， 所 以 结果 
的 形式 应 相同 。 只 是 现在 左右 两 侧 的 自 旋 应 相反 设 隧 穿 甜 阵 元 都 与 波 矢 无 关 . 
Rp 


(eg 


B= 2re Dll Noo Ns, / déalfr (én) — fr (én ~ eV) (20.4.12) 
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这 一 项 表示 电子 障 穿 时 改变 自 旋 ， 以 上 两 相 都 是 在 每 一 侧 产生 和 淹没 一 对 自 旋 相 
同 的 电子 . 但 是 在 (20.4.10) 式 的 第 三 个 花 括 号 中 的 项 , 总 有 在 一 侧 产 生 和 淹没 一 对 
目 旋 相 反 的 电子 , 因此 为 零 

结果 , 电流 就 是 (20.4.11,12) 两 项 之 和 


T=2ne VD |Tol? Neo Neo 十 2rezV 》 17 ?NLo Na (20.4.13) 
再 设 雹 一 T 和 人 TL-7T'. 令 
T?2 


那么 : P 位 形 的 电导 就 是 


GP = 2re27 2 >》 (NLoNRo 十 YNLo NR,-o) 
= 人 (20.4.15) 
= 2nxe2T2(NLy NR + YN NR_ + Ni_Nea_+ YNL_ Ne+4) 


AP 位 形 的 隧 穿 哈密 顿 量 为 


Hr = >》 (Topoctscp,_o + Thpocthscp,o + h.c.) (20.4.16) 
kpo 


此 时 保持 自 旋 不 变 的 隧 穿 概率 要 小 于 使 自 旋 翻 转 的 隧 穿 概率 . 仍然 设 隧 穿 矩 阵 元 与 
波 矢 无 关 . 且 了 和 T' 与 P 位 形 时 的 数值 相同 . 最 后 可 计算 得 到 AP 位 形 的 电导 如 
下 : 

GAP= 2me272 》 (No NR,o + YNLoNao) 


fl (20.4.17) 
= 2re2T (NI+NR + YNL+ Na+ + Ni_ Ne + YNL_ Ne-) 


磁 阻 为 B27 


Gp—GAaP _ 2(1 — PL Pa a 2P. PR. (20.4.18) 

GP 1+PPrt+y1—PPa) 1+P.Pa+2y/(1—”) 

当 T'=0, 没有 自 旋 反 转 的 项 , y = 0, 就 回 到 了 Julliere 公式 (20.4.5). 
以 上 在 初始 的 AP 位 形 中 , 我 们 已 经 假定 , 在 没有 外 磁场 时 , 两 侧 的 磁化 方向 正 
好 相反 . 一 般 情况 下 , 左右 两 侧 的 量子 化 自 旋 轴 之 间 的 夹 角 为 9. 初始 位 形 的 两 侧 的 
磁化 强度 的 夹 角 为 9. 我 们 设 左 侧 的 磁化 强度 在 z 方向 . 右 侧 的 磁化 强度 在 z' 方向 . 

这 时 的 哈密 顿 量 应 写成 

> (20.4.19a) 


po 
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HR) chao oes (20.4.19b) 
ko 


障 穿 哈密 顿 基 仍 如 (20.3.2) 式 . 由 于 有 磁化 强度 的 存在 , 两 侧 的 电子 的 能 基 分 别 为 
Epo 一 E(D) 人 oA Mi (20.4.20a) 
Epo = E(k) — oN Ms (20.4.20b) 


其 中 自 旋 朝 上 时 , 取 o=1: 自 旋 朝 下 时 , 取 o= 一 1. 每 一 侧 的 磁化 强度 产生 一 个 磁场 ， 
称 为 分 子 场 , 它 是 与 磁化 强度 成 正比 的 . 电子 受到 这 个 磁场 的 作用 . 如 果 电 子 的 自 旋 
平行 于 磁场 , 则 能 量 低 . 电子 的 自 旋 反 平行 于 磁场 , 则 能 基 高 . 要 注意 的 是 , 左 侧 的 磁 
化 强度 Mi = M1(0,0,1) 在 z 方 向 . 右 侧 的 磁化 强度 M2 = Mo(sin 9 cos wy, sin 9 sin wy， 
cosb), 在 (9, p) 方向 上 . ck 和 cpo 产生 和 淹没 的 电子 的 自 旋 在 (9, p) 方向 上 . 在 真 
空中 产生 的 自 旋 波 函数 如 下 : 


cil0) = ( ) 0 ( l, | (20.4.21) 


下 面 要 做 一 线性 变换 , 使 两 侧 的 量子 化 轴 平 行 ， 
chs = eci/2 cos(0/2)bl, — ce?/2 sin(0/2)bl, _, (20.4.22) 


做 此 变换 后 , 得 到 [29 


t+ i / ei?/?cos(0/2) + mn 人 ei?/?sin(0/2) 
ol 一 ( ei?/2 sin(0/2) | 0 一 ( ei?/2 cos(0/2) | 


经 过 此 变换 之 后 , He 的 形式 不 变 ， 


Ha = 》 epobl, bpo (20.4.24) 
ko 


隧 穿 哈密 顿 量 Hr 则 成 为 如 下 形式 : 


Hr= 》 (Trpoo'chscpo' + h.c.) 


k,p,o0o’ 


= 》 (Thpoo'[le" 9 cos(0/2)bl,, — ver/? sin(0/2)bt, _,Jcpo' + h.c.) 
k,p,00’ 


= Tepoc'[eci2/2 cos(0/2)bt,, + ce-°i?/2 sin 0/2)0t Jepo' + h.c. 
p ko k,ol-p 


k,p,oo’ 


= (Tepoo'(0, Pp)bl, scpo' + h.c.) (20.4.25) 


k,p,oo’ 


习题 . 477 . 
和 
此 处 我 们 把 自 旋 翻 转 的 障 穿 也 考虑 进来 了 . 方 括号 中 的 第 二 项 将 -o 改 为 0. 

现在 的 哈密 顿 量 是 (20.4.19a), (20.4.24), (20.4.25) 三 式 . 做 线性 变换 (20.4.22) 
式 之 后 , 角度 的 因素 都 归 入 隧 穿 矩阵 元 里 了 ， 如 果 是 线性 近似 成 立 的 情况 ,可 按照 
$20.3 的 步骤 计算 电导 . 如 果 偏 压 大 使 得 线性 近似 不 能 适用 , 就 要 用 820.2 的 非 平衡 
态 格林 函数 的 方法 计算 电流 . 此 时 应 注意 ， 由 于 电子 在 隧 穿 时 自 旋 可 以 翻转 , 跨越 
隧道 结 的 格林 函数 Gpg,oro(t1,t2) = ((cpo 伯 )| 丰 ( 妇 ))) 应 写成 二 阶 和 矩阵 . 

磁 阻 效应 有 几 种 原因 . 本 节 介 绍 的 隧道 结 的 磁 阻 效应 只 是 其 中 的 一 种 . 由 于 这 
种 结构 的 磁 阻 效应 比较 大 , 因而 被 称 为 巨 磁 阻 效 应 . 关于 其 他 的 磁 阻 效应 可 参看 文 
献 [25]. 

本 节 讨 论 的 障 穿 过 程 是 非 相干 障 穿 . 这 是 指 电子 在 障 穿 过 程 中 , 只 要 保持 能 量 

守恒 , 动量 可 以 不 守恒 . 在 左 侧 处 于 量子 态 p 的 一 个 电子 隧 穿 到 右 侧 后 , 可 以 达到 

任意 一 个 量子 态 k. 隧 穿 过 程 也 可 以 是 相干 的 . 电子 的 相干 隧 穿 指 的 是 , 在 电子 隧 穿 
过 程 中 , 不 仅 电子 能 量 守恒 和 自 旋 不 变 , 而 且 平 行 于 界面 的 电子 动量 也 保持 不 变 , 因 
而 (由 能 量 守 便 ) 垂直 于 界面 的 电子 动量 唯一 对 应 .这样 ， 在 相干 的 隧 穿 过 程 中, 电 
子 障 穿 前 后 的 量子 态 一 一 对 应 . 


习 题 
1. 如 果 中 心 量子 点 的 哈密 顿 量 是 Hc = 2 cc ,Clscio, 写 出 中 心 区 的 格林 函数 


0i7 和 G 27 满足 的 运动 方程 . 
2. 试 证 明 , 将 (20.1.9) 的 和 勾 正 变换 改 成 如 下 形式 ; 


t 
U(t) = exp 区 一 i/ dt1Vi(t1) 5 abko QBko 十 dj 


那么 , 变换 后 的 哈密 顿 量 在 导线 1 上 无 外 场 , 而 在 其 他 导线 上 所 加 的 外 场 成 为 世人 有 )- 
全 (中心 区 所 加 的 外 场 也 相应 减少 Vi() 叫 . 

3. 计算 得 到 (20.2.21) 式 的 两 个 非 对 角 矩 阵 元 . 

4. 类 似 于 得 到 (20.2.21) 式 的 步骤 ， Ce Dgji(wW). 

5. 如 果 中 心 量子 点 的 哈密 顿 量 是 Hc = Yeowd ioCiaCio, 两 侧 的 导线 都 是 非 超 导 


的 , 计算 出 自 能 与 格林 函数 的 表达 式 , 进而 由 (20.2.12) 式 得 到 电流 的 表达 式 . 
6. 如 果 中 心 量子 点 的 哈密 顿 量 是 Hc = 》 sciocivcio, 一 侧 的 导线 是 非 超 导 的 ， 


另 一 侧 是 超 导 的 ,计算 出 自 能 与 格林 函数 的 表达 式 , 进而 由 (20.2.12) 式 得 到 非 超 导 
导线 一 侧 的 电流 的 表达 式 . 
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7. 证 明 (20.3.3) 式 . 

8. 证 明 (20.3.14) 式 . 

9. 证 明 (20.3.19)~(20.3.22) 式 . 

10. 证 明 (20.3.27) 式 . 

11. 820.3 中 的 推导 用 了 久保 公式 (14.1.20) 式 . 由 于 加 的 是 直流 电 , 频率 为 震 , 得 

到 的 电流 也 是 频率 为 零 , 所 以 也 可 以 使 用 震 频 率 的 久保 公式 (14.1.32). 用 (14.1.32) 

重复 820.3 的 推导 , 直至 得 到 (20.3.33) 式 . 

12， 从 (20.3.19) 出 发 , 不 用 松原 函数 , 而 直接 用 格林 通 数 ,推导 得 到 (20.3.33) 
式 . 

13. 从 (20.3.30) 式 出 发 , 考虑 一 侧 是 超导体 另 一 侧 是 正常 导体 的 情况 , 推导 电 
流 的 结果 . 

14. 从 (20.3.30) 式 出 发 , 考虑 两 侧 都 是 超导体 的 情况 , 推导 电流 的 结果 . 

15. 考虑 (20.3.10) 中 的 后 两 项 , 即 考虑 产生 或 者 淫 没 一 对 粒子 的 效应 , 推导 两 
侧 都 是 超导体 时 的 电流 . 

16. 证 明 (20.4.12) 式 . 

17. 证 明 (20.4.17) 式 . 

18. 由 (20.4.15) 和 (20.4.17) 证 明 (20.4.18) 式 . 

19. 哈密 顿 量 是 (20.4.19a), (20.4.24), (20.4.25) 三 式 . 运用 线性 响应 理论 , 按照 
820.3 的 步骤 计算 电导 . 加 上 磁场 后 成 为 P 位 形 . 计算 磁 阻 . 

20. 哈密 顿 量 是 (20.4.19a), (20.4.24), (20.4.25) 三 式 . 设 线 性 响应 理论 不 适用 ， 
按照 820.2 的 非 平 衡 态 格林 函数 方法 计算 电流 . 

21. 用 线性 近似 计算 电子 的 相干 隧 穿 的 电导 . 

22. 用 非 乎 衡 态 格林 函数 方法 计算 电子 的 相干 隧 穿 的 电流 . 
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附录 A ”宏观 极限 的 威 克 定理 


宏观 极限 是 指 体积 V 一 co 但 保持 粒子 数 密度 有 限 的 极限 . 等 价 的 另 一 种 表达 
是 , 保持 粒子 数 密度 有 限 的 情况 下 , 令 总 粒子 数 N 一 oo. 宏观 极限 才 是 统计 力学 应 
用 得 最 好 的 情况 . 多 体格 林 函 数 的 定义 正 是 取 统 计 系 综 的 平均 值 ( 零 温情 况 只 不 过 
是 其 中 一 个 特例 ). 

现在 我 们 考虑 若干 个 场 算 符 的 乘积 在 态 中 的 平均 值 ， 奇 数 个 场 算 符 的 平均 值 
一 定 为 零 , 否则 粒子 数 不 守 恒 . 

先 考虑 费 米子 ( 玻 色 子 ), 只 有 7 个 淹没 算 符 与 ”个 产生 算 符 乘积 的 平均 值 才 
不 为 零 . 最 简单 的 情况 是 四 个 算 符 的 乘积 (wi 如 内). 由 (8.1.15) 可 知 场 算 符 的 傅 
里 叶 展开 为 办 = 元 Dans esp( 的 形式 , 所 以 


吉 史 和 = 而 (omansakak,) exp() (AD 


kik2kska 


e 指数 是 个 数 ， ln. 故 统一 写成 exp(… ) 的 形式 . (A.1) 
式 右边 不 为 零 的 情况 有 ki = ks、k2 = ka, 或 kl = ka、 kz = ka: 


(四 只 从 ) = 广 > (a1al)(a20l)614623 exp(…) 


1,2,3,4 


干 塘 > ， (a1at) (a2al)613624 exp(.…) (A.2) 
1,2,3,4 


此 处 更 是 把 ki 简写 成 1, 等 等 , 612=64 k， 上 面 的 符号 代表 费 米子 , 下 面 的 符号 
代表 玻 色 子 . 第 一 项 就 成 为 ( 力 因 时 轴 ) = 和 5 | (a101)(aza3) exp(…). 利用 (1.2.5) 


式 , 求 和 变 为 积分 访 b> rs | Sdshe. 无 限 大 的 体积 了 被 消 去 积分 有 限 
(A.1) 式 右边 还 有 一 种 不 为 零 的 情况 是 la = ko= ks 一 ka: 


序 D(aronakal) exp(.. ) (A.3) 
k 


但 在 求 和 化 积分 时 75 并 B55 /ok 还 科 一 个 因 于 1/V, 在 宏观 极限 下 此 


项 趋 于 零 . 或 者 说 , (A.3) 式 相 对 于 (A.2) 式 是 个 无 穷 小 量 . 所 以 , 四 个 场 算 符 乘积 的 
平均 值 是 两 种 可 能 的 成 对 收缩 乘积 之 和 . 


(big2p3 pl) = (Pipl) (Vo) F (Bi) (wba) (A.4) 
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无 需 次 述 , 一 般 情况 下 ,m 个 与 n 个 wt 的 乘积 的 平均 值 , 也 是 各 种 可 能 的 成 对 
缩 的 乘积 之 和 : 如 果 像 (A.3) 那样 有 四 个 以 上 相同 动量 的 算 符 乘积 求 平均 , 则 必然 
是 个 无 穷 小 量 或 高 阶 无 穷 小 量 , 可 略 去 . 

对 于 有 编 时 算 符 到 作用 的 情况 , 我 们 可 以 只 证 明 这 样 的 情形 : 乘积 4BCD…. 
XY 的 时 间 顺 序 已 经 安排 成 t4 >tB >tc > …> ty. 从 而 按 (A.2) 那样 取 各 种 可 能 
的 成 对 收缩 . 如 果 不 是 这 样 , 那么 把 它们 重新 按时 间 t 的 顺序 排列 , 由 于 是 对 等 式 两 
边 的 算 符 同时 进行 重新 排列 , 所 以 公式 中 不 含 任何 附加 的 符号 . 

由 此 写 出 威 克 定理 的 一 般 表 达 式 为 


(TABCD... XY)) = >_(F) (TA(AB) TCD)) :TXY)) (A.5) 


对 有 反 编 时 算 符 二 作用 的 情况 同 此 证 明 . 对 811.1 中 定义 的 虚 时 场 算 符 的 证 
明 也 同 此 . 

在 上 述 证 明 过 程 中 , 对 态 没 有 作 任 何 规定 , 因此 这 一 定理 对 任意 态 的 平均 值 都 
成 立 . 

最 后 还 应 补充 说 明 一 下 声 子 或 光子 场 算 符 时 的 情况 . 由 于 pi=%, 可 以 不 用 区 分 
产生 淹没 算 符 . 四 个 场 算 符 乘积 的 平均 值 的 各 种 可 能 的 收缩 为 


(Plpap39p4) = (P1p2)(P3p4) + (P193) (P24) + (P194) (P23) (A.6) 


根据 (8.1.17)， 


p= 》 (bk 十 避 ) (A.7) 
k 


pe e 指数 因子 彻底 省 略 了 , 其 实 也 可 以 认为 它们 已 被 包含 在 如 (或 大 ) 内 了 . 那 
么 (A.6) 式 左 边 展 开 后 为 


(Pipapap4) = > (bpr +b )(bes + bi)(brs + bh,)(brs +bi)) (A.8) 
kik2kaka 


下 面 仍 将 &1 简写 成 1, 6kik2 简写 成 512 等 等 . 将 (A.8) 右边 乘 开 后 , 不 为 零 的 项 是 
》 (blblbsba + blbabdba + bibobabl + bibbblba + bibdbsb! + bib2b)bi) 
1,2,3,4 


= > (bi bi bsba (613624 十 014023) i bi boblbs (612634 十 014023) 
1,2,3,4 


+bi bobsbl (612634 + 613624) + bibl bibs (612634 + 613624) 
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+biblbsbi (612634 十 614623) + bibablb! (613624 + 614623)) 


= >》 (612634(b}b2 + b1bl) (blba + babl) + 613624(b1bs + bibd) (bhba + bab!) 
1,2.3,4 
+614623(b1ba + bibi) (bibs 十 bob!)) 
(A.9) 
按 6 函数 归 类 后 成 为 三 大 项 , 每 一 大 项 就 是 (A.6) 式 右边 的 相应 项 . 四 个 动量 都 相同 
的 项 则 是 可 名 略 的 小 量 . 


附录 B ”电子 气 凝 胶 模型 的 哈密 顿 量 
电子 气 凝 胶 模 型 的 哈密 顿 量 是 以 下 三 部 分 : 
H= HatH,+ Hob (B.1) 


其 中 电子 气 的 动能 与 势能 为 


N 2 2 VV 一 HImi 一 站 
加 pf 1 e er 了 
Ha 2 2m 县 2 4neo 交 Iri — 7;| 2 
i= ?7 
正 电荷 背景 的 相互 作用 能 为 
i A LA Bh 
电子 气 与 正 电 荷 背 景 的 相互 作用 能 为 
N , 
p(w)e le "| 
万 ob 一 ~ | (B.4) 


上 述 等 式 中 用 7; 表示 第 i 个 电子 的 坐标 , = 表示 正 电 荷 背景 的 坐标 . 由 于 正 电荷 背 
景 是 均匀 分 布 的 , p(z)= N/V. 在 上 述 库 仑 相互 作用 项 中 都 引入 了 指数 收敛 因子 . 因 
为 实际 系统 是 有 限 的 , 但 计算 总 是 取 热 力学 极限 : N 一 co, V 一 oo0, NJV 保持 为 党 
数 . 库仑 相互 作用 能 在 无 限 大 的 体积 中 积分 是 发 散 的 . 然而 同 种 电荷 之 间 排斥 能 与 
异种 电荷 之 间 的 吸引 能 这 两 个 无 限 大 可 精确 地 抵消 , 为 了 明确 表现 出 这 一 点 , 引入 
收 合 因子 jp, 使 积分 结果 为 一 有 限 值 . 再 取 Y 一 co 的 热力 学 极限 , 最 后 令 / =0. 由 
于 是 对 无 限 大 体积 积分 , 可 以 任意 选取 原点 . 每 个 电子 与 整个 正 电 荷 背景 的 相互 作 
用 能 都 相同 , 故 只 须 计算 一 个 电子 , 再 乘 以 电子 数 N 即 可 . 容易 算出 


1 ez [NA eHle—e"| 
丽 == 一 | 二] /dzdz2 
” 247re0 (¥) / Te Iz— zi 
evlz| 1e2N2 1 
-人 ) fa fe a 
p(x)e Me" He—ril 
dz 
-|/ zr 


eHlz| e2 N21 
-总 7 之/ 站 


(B.5) 


同 理 可 求 得 
Ha_b= 


(B.6) 
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Ho 与 Heb 都 是 常数 , 且 在 4 一 co 都 以 同样 的 程度 发 散 , 总 哈密 顿 量 现在 简化 为 


人 (B.7) 


所 有 重要 的 物理 效应 都 包含 在 Ho 中 了 . 现在 将 Ho 用 二 次 量子 化 的 形式 写 出 . 令 m 
为 目 旋 波 函数 , 不 同 的 波 函 数 之 间 有 正 交 归 一 性 : 


Wl ds (B.8) 
动能 项 的 矩阵 元 
2 ije. ip2.z 
(kiAi|T |k2A2) = 2 fdse™ wt =Y ee NA2 
各 各 (了 .9) 
97 Ds dre) = Fr R26 Xa kekeo 
势能 项 的 第 阵 元 


(kl 入 1 有 2 和 2 [UlksAMskaAXa) 


e 一 /21 一 22| 


e? | 
一 | dorde | > e i(k1—k3):z1—i(k2—ka) pl (Dms (1)nl, (2)nas (2) 
作 变 量变 换 z=z2, y= x1 一 x2, 这 个 表示 式 简 化 为 


e2 e 一 Alz| 
A —i(ki—ks+k2—k4):z2 
(kiAMik2 M2|U ksMskaXa) deo la | dray 阿 e OA1 As OA2 Xa 


2 
€ 1 ; 

= 一 二 二 一 一 一 6eTi(eai 一 ps+be2 一 ba) od A OAs Ok1 TRNA 

eoV? (k1 ka)? 112 1A3“A2A4 2“R1 十 R2 ,Rs 十 4 


(B.10) 
由 以 上 的 矩阵 元 , 可 写 出 能 量 的 二 次 量子 化 的 形式 . Hoel 中 的 动能 项 为 


2 
T= 3, (kATIkaX2)Ch Cu = > pk CCkA (B.11) 


k1 M1 k2 和 \2 kA 
势能 为 
UV= (kiAMk2M2|U|ks MkaM) Ot Ct ChaaO. 
1 八 lil2 作 2 3 人 3 已 4 人 4 k1A 和 1 ko M2 到 4 和 4 ks 和 3 
ji 和 Aip2X213s 入 314AX4 


2 
e 1 
2 2 -a 2 2 kiA1 一 有 2X2 1 十 ea 一 有 3 和 2、 有 3 和 1 
2e0V FAsaks el Rs) +h 


令 ki—ks = gq, ks = k, ks +q = Dp, eo 


+ 
= 2 Se pr 2 汪 asCpxzCp》i (B.12) 
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现在 只 看 其 中 q =0 的 项 , 利用 费 米 子 的 对 易 关 系 有 


1 
2 > CLs CG CpA2 CkA1 
kpA1lA2 
1 
2 > (Cbs CpXa Cha Cha 加 GupgyxsCkACpya) 
H kpA1 和 M2 
1 1 N2 
二 (D0 Cp > C1 Gy 本 > CC 一 —z(N? > N) 二 
H pM2 有 和 1 kA H H 
(B.13) 


最 后 一 个 等 式 是 取 热力 学 极限 得 到 的 , 当 NN 一 ce 时 , N 相对 于 N2 是 个 无 穷 小 其 . 

(B.13) 式 的 结果 正好 与 (B.7) 式 中 的 第 一 项 抵消 . 因此 总 哈密 顿 量 只 剩 (B.9) 加 上 
(B.12) 式 中 gq#0 的 项 . 现在 各 项 已 成 为 有 限量 , 可 令 /一 0. 最 后 得 总 哈密 顿 量 为 

2 2 一 e2 1 

H= zk CkACkA + 一 一 二 


2e0V 
kA 9 有 ,P;,g 天 0 和 1 入 2 


Od: Ca Cpa2 CkA (B.14) 


附录 C 约束 条 件 的 另 一 种 推导 


我 们 从 男 一 个 角度 来 得 到 (16.8.72) 式 . 在 16.8.2 小 节 中 , 矩阵 PP 的 特征 向 量 
矩阵 满足 如 下 关系 : 


PU=UN, UP= NUT!, P=UNUT!, UU-!=1 


其 中 02 是 由 特征 值 组 成 的 对 角 和 矩阵 . 我 们 用 R,, 来 标记 属于 矩阵 P 的 罗 本 作价 
的 列 向 量 , 即 U 中 的 第 5 列 , 称 为 列 行 本 征 向 量 . 用 五, 来 标记 DZ- 中 的 第 / 行 , 称 
为 行 本 征 向 基 . 


Li 
U=(Ri,R,,Rs), U!=| LL, 
Ls 
WwI- QU g, = UF, 
令 
—1 i U —1 or U 
Uo eg. UD "pt 
关联 函数 
Dr-IC = CW 
得 到 gy 中 每 个 矩阵 元 的 表达 式 
U 
j= 
igs 内 一 wp 


设 其 中 第 一 个 本 征 值 是 零 , w1 =0. 那么 根据 谱 定理 (15.2.22) 式 


1 1 wF(D) 
O10) = 一 去 lim ooge = < 


3 
U 
Dw = 了 = 2 Pa 


2 ww 一 CU1 


-Daa Fi 十 2CxXu) = Dn El wt Dn ACAp 


宝 7 1 Li,AF-i a 十 Ene 
入 


3 
3 ZI = 0 


只 要 把 w1=0 的 行 本 征 向 量 Li = 2hs(hz,hy,hz) 代入 , 即 可 看 出 , 上 式 正 是 (16.8.72) 


式 . 


外 


附录 D ”对 三 角 和 双 曲 切 比 雪夫 函数 
都 适用 的 一 些 公 式 


以 下 的 公式 中 , T 和 U 分 别 表示 第 一 类 和 第 二 类 切 比 雪夫 函数 , 它们 既 可 以 是 


三 角 的 也 可 以 是 双 曲 的 切 比 雪夫 函数 . 
级 数 表达 式 
[mV/3] jl 轩 本 
Tn(p) = 2 (-1) i 
U 2\1/2 SR k nl! et Be 
n(p) = (1—p’) 2, (—1) QET Dn ok 1 (1—p’) 
Rodrigues 公式 
T»(p) 一 ( 1)” Gn yr -pal a 
Un(D) = Ct 二 D2)m 一 1/2 
母 函数 
etp cosh ( = 1) 二 > Tu) fn 
n=0 
tp oo Un 人 D) 
0 (0 2 


Ti 一 2pT, 十 TI =0 
(1 一 22)T 一 npTn +nTn =0 
(1~p)Tsti —n(Ta-i+ Trt1)/2=0 
(一 DT — nTn 1+npTn+1=0 


这 些 递 推 关系 中 , 用 U 来 代替 T, 递 推 关系 仍然 成 立 . 
连带 切 比 雪夫 函数 用 切 比 雪夫 函数 来 表示 ， 


附录 乔治 : 格林 简介 


乔治 . 格林 (George Green)1793 年 生 于 英格兰 诺丁汉 (Nottingham). 他 的 父亲 
起 先是 一 个 面包 师 , 后 来 在 当地 农村 购置 了 一 个 磨坊 . 磨坊 的 生意 不 错 . 格林 在 中 小 
学 期 间 受 教育 情况 不 为 人 知 . 按照 他 姐夫 的 说 法 :“ 他 的 数学 能 力 极 强 , 很 快 就 超过 
了 他 的 老师 . 结果 , 他 年 纪 很 小 就 停止 了 学 业 . 于 是 , 他 就 在 家 里 作为 一 个 助手 在 他 
父亲 身边 劳动 , 先是 烘 面包 后 来 是 推 磨 .” 他 几乎 完全 是 自学 的 . 幸运 的 是 , 诺丁汉 有 
一 家 由 私人 捐赠 建立 起 来 的 非常 好 的 图 书馆 . 他 可 以 借 到 诸如 拉 普 拉 斯 (Laplace) 
的 Mécanique CeEleste 这 样 的 书 和 Philosophical Transactions of the Royal Society 这 

1828 年 , 乔治 . 格林 发 表 了 他 的 第 一 篇 , 也 是 他 的 最 重要 的 一 篇 论文 ,“ 把 数 
学 分 析 应 用 于 电磁 理论 的 一 种 尝试 (An Essay on the Application of Mathematical 
Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism)”. 这 篇 论文 由 私人 捐助 , 在 诺 
丁 汉 印 刷 出 版 . 尽管 有 着 极为 重要 的 原创 性 , 论文 在 当时 却 丝毫 没有 引起 人 们 的 注 
意 , 因此 , 格林 决定 放弃 数学 研究 . 然而 , 有 一 个 捐助 者 , 林肯 和 郡 瑟 尔 比 城堡 的 艾 德 瓦 
德 " 夫 兰 奇 : 布 罗 姆 海德 般 士 (Sir Edward Ffrench Bromhead, Baronet, of Thurlby 
Hall, Lincolnshire) 资助 他 并 鼓励 他 继续 进行 研究 . 他 的 父亲 于 1829 年 去 世 , 这 样 他 
就 成 为 孤身 一 人 . 1833 年 他 卖 掉 了 产业 , 然后 进 了 剑桥 (Cambridge) 的 Gonville and 
Caius 学 院 . 那 时 , 数学 荣誉 学 位 考试 的 竞争 是 相当 激烈 的 . 一 流水 平 的 竞争 者 按照 
成 绩 排序 . 和 现在 的 情况 一 样 , 那 时 在 荣誉 学 位 考试 中 的 表现 和 研究 能 力 并 不 是 完 
全 一 致 的 . 1837 年 , 格林 获得 了 第 四 名 . 这 让 他 的 朋友 们 感到 失望 . 他 们 原先 预期 他 
会 获得 第 一 名 的 . 格林 待 在 剑桥 继续 做 他 的 研究 工作 . 1837 年 , 他 获得 了 一 份 学 院 
奖学金 . 可 是 他 的 身体 状况 已 经 不 行 了 . 不 久 , 他 就 回 到 了 家 乡 , 并 在 1841 年 去 世 . 
格林 的 去 世 没有 受到 科学 界 些微 重视 . 当地 的 一 家 报纸 刊登 了 一 则 计 告 . 计 告 末尾 
给 出 了 这 样 的 评价 :“ 如 果 他 的 生命 能 够 延长 , 他 会 成 为 一 位 非常 杰出 的 数学 家 .” 
”在 1828 年 的 论文 中 , 他 建立 了 与 发 散 定 理 等 价 的 积分 恒等式 ,这些 恒 等 式 现 
在 就 以 他 的 名 字 命 名 . 他 利用 这 些 恒等式 对 电磁 理论 进行 了 系统 的 研究 . 他 首先 提 
出 了 势 函数 (potential function) 这 个 术语 , 并 利用 这 个 概念 来 研究 电磁 理论 . 在 他 
之 前 , 这 个 概念 被 拉 格 朗 日 (Lagrange)、 拉 普 拉 斯 和 泊 松 (Poisson) 用 来 研究 引力 的 
作用 . 格林 的 成 就 之 一 , 是 用 一 个 公式 来 表达 由 封闭 导电 面包 围 的 区 域内 任何 一 点 
P 的 电势 ( 见 沈 永 欢 , 梁 在 中 , 许 履 瑚 , 蒙 蓓 傅 . 实用 数学 手册 . 北京 : 科学 出 版 社 ， 
1999: 365). 这 是 利用 格林 函数 的 第 一 个 例子 . 这 个 例子 给 出 了 势 理论 的 一 个 基本 的 
结果 . 黎 曼 (Riemann) 首先 用 格林 这 个 名 称 来 命名 这 个 函数 . 后 来 , 这 个 概念 被 推 
广 至 用 来 表示 一 大 类 具有 点 源 的 非 齐 次 微分 方程 的 解 . 推 而 广 之 , 格林 函数 被 广泛 


. 490 ， 附录 EE 乔治 .格林 简介 


地 解释 为 任何 一 个 体系 对 于 标准 输入 的 响应 

格林 发 表 了 九 篇 论文 , 内 容 涉 及 流体 的 平衡 , 椭 球 吸引 力 , 波导 中 波 的 运动 , 声 
和 光 的 反射 和 折射 . 1837 年 , 他 使 用 了 一 种 渐进 方法 来 研究 一 个 慢 变 截面 的 波导 中 
的 潮汐 波 . 这 一 方法 等 价 于 波动 力学 中 的 W.K.B.J. 近似 方法 . 在 他 的 最 后 一 篇 论 
文中 , 他 发 展 了 一 个 关于 晶体 介质 中 的 光 的 理论 . 

格林 关于 势 函数 的 工作 在 1845 年 受到 了 注意 ,当时 威廉 汤姆 孙 (William 
Thomson)， 即 后 来 的 开尔文 勋 表 (Lord Kelvin), 发 现 了 格林 的 第 一 篇 论文 , 把 它 
介绍 给 法 国 数学 家 , 并 在 Crelle’s Journal 杂志 (后 来 的 名 称 是 fir die reine ange- 
wandte Mathematik) 上 刊登 出 来 ， 紧 接着 , 格林 的 所 有 公式 都 被 汤姆 孙 , 德国 的 高 
斯 (Gauss) 和 法 国 的 沙 勒 (Chasles) 和 施 图 姆 (Sturm) 发 现 . 1871 格林 的 全 部 论文 
被 出 版 了 :《 已 故 乔 治 : 格林 的 数学 论文 集 》(Mathematical Papers of the late George 
Green), 由 费 勒 斯 (Ferrers) 编辑 . 

概 而 言 之 , 格林 的 工作 在 他 的 生前 未 受 重视 这 件 事情 本 身 并 不 令 人 惊奇 .1820 
年 代 英国 的 数学 家 们 刚刚 开始 从 长 达 一 个 世纪 的 孤立 状态 中 走出 来 , 还 触及 不 到 一 
个 地 方 小 镇 私人 发 表 论 文 这 样 的 情况 ， 这 种 孤立 状态 是 牛顿 - 莱 布 尼 敬 (Newton- 
Leibniz) 争执 的 遗产 .在 格林 的 年 代 , 剑桥 没有 重要 的 数学 家 . 他 是 从 法 国 的 数学 
分 析 家 , 特别 是 泊 松 的 工作 获得 灵感 的 . 格林 的 成 果 极 大 地 影响 了 开尔文 及 其 同时 
代 人 的 工作 . 可 以 说 , 格林 是 那 时 英国 的 伟大 的 自然 哲学 家 队伍 中 在 时 间 顺 序 上 排 
在 第 一 位 的 人 , 这 支队 伍 繁荣 了 十 九 世 纪 后 半 叶 .他 们 之 中 有 : 开尔文 , 斯 托 克 斯 
(Stokes), 瑞 利 (Rayleigh), 麦克 斯 书 (Maxwell) 和 J.J. 汤姆 孙 . 


一 一 编译 自 Doniach S, Sondheimer E H. Green’s Functions for Solid State 
Physicists. London: The Benjamin/Cummings Publishing Company, Inc., 1982. 


MD oo ~ 何人 Di 一 


Ne 
[es 


《现代 物理 基础 从 书 》 已 出 版 书目 


. 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 (第 二 版 ) 
. 物理 学 中 的 群 论 (第 二 版 ) 

. 辐射 和 光 场 的 量子 统计 

. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 (第 二 版 ) 
11. 
. 高 等 原子 分 子 物理 学 (第 二 版 ) 
. 大 气 声学 (第 二 版 ) 

. 输 运 理论 (第 二 版 ) 

. 量子 统计 力学 (第 二 版 ) 

. 凝聚 态 物 理 的 格林 函数 理论 


声学 理论 与 工程 应 用 


( 按 出 版 时 间 排 序 ) 
. 现代 声学 理论 基础 马 大 涂 著 
. 物理 学 家 用 微分 几何 (第 二 版 ) 侯 伯 元 , 侯 伯 宇 著 
. 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 程 建春 编著 
. 计算 物理 学 马 文 洽 编著 
. 相互 作用 的 规范 理论 (第 二 版 ) 戴 元 本 著 
. 理论 力学 张 建 树 等 编著 


马 中 阳 著 
曹 昌 祺 车 
朱 永 生 著 
朱 海 潮 等 编著 
徐 克 苯 著 
杨 训 仁 ， 陈 宇 著 
黄 祖 洽 著 
王 怀 玉 著 


2004.03 
2004.08 
2004.08 
2005.05 
2005.07 
2005.08 
2006.01 
2006.02 
2006.03 
2006.04 
2006.05 
2006.08 
2007.06 


2008.01 
2008.02 
2008.05 


